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Exercice 1 Questions de cours (4 points)

1. Soient P et Q deux propositions. Donner la définition de la contraposée de l’implication P ⇒ Q.

2. Soient 0 ⩽ p ⩽ n des entiers. Donner et démontrer la formule permettant de calculer
n∑

k=p

k.

Exercice 2 Sommes doubles (4 points)

Soit n ∈ N∗.

1. Calculer
n∑

i=0

n∑
j=0

22i−j .

2. Montrer que
n∑

i=1

n∑
j=1

ln(ij) = 2n ln(n!).

Exercice 3 Nombres de Fermat et récurrence (4 points)

Les nombres de Fermat sont définis par la relation suivante :{
F0 = 3, F1 = 5

Fn+1 = F 2
n − 2 (Fn−1 − 1)2 , pour n ≥ 1.

Montrer par récurrence double que, pour tout n ∈ N, Fn = 22
n
+ 1.

Remarque : On prend ici pour convention que, pour tous réels positifs x, y, z, on a xy
z
= x(y

z).

Exercice 4 Ensembles/Applications (4 points)

Soit A = {(x, y) ∈ R2 : x ≥ 0, y ≥ 0} et B = {(x, y) ∈ R2 : x ⩽ 2, y ⩽ 3}. Soit f : R2 → R,
(x, y) 7→ x+ y.

1. Déterminer A ∩B et f(A ∩B).

2. A-t-on f(A ∩B) = f(A) ∩ f(B) ? Justifier.

3. L’application f est-elle injective ? surjective ? bijective ? Justifier.

Exercice 5 Logique et quantificateurs (4 points)

On considère la proposition suivante :

P : ∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x ∈ R, |x| < δ =⇒ |x2| < ε.

1. Déterminer non(P ).

2. La proposition P est-elle vraie ou fausse ? Justifier.

3. La proposition (∀x ∈ R, ∀ε > 0, ∃δ > 0, |x| < δ =⇒ |x2| < ε) est-elle vraie ou fausse ?
Justifier.


