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31 Tribus et boréliens

X un ensemble
Définition
Un clan de X est un ensemble C de parties de X tel que
1. hecC
2. SiA€Calors AeC (A=X\A) =D X e Y
3. C stable par union finie o
Une tribu est un clan aussi stable par union/dénombrab ,

Soit 7" une tribu de X et soit Y C X. Alors Ty = {AN Y : A€ T} est
une tribu de Y (idem pour un clan). C'est la tribu induite par 7 sur Y.

Soit 7 une tribu fixée de X. Une partie A de X est mesurable si A€ T.

Proposition
Soit T une tribu de X alors
» X e&T

» ] est stable par intersection dénombrable

P
» SiA,BeT,alors A\BeT ¢— A\«BCO 14) ﬁ,/)?‘ﬁc
N )



Définition
Une classe monotone M de X est un ensemble partles deﬁi teI que
pour toute suite (A,) d'éléments de M ;1 =

» Si (A,) est une suite croissante (ie A, C A,11) alors UA, € /\/l
» Si (A,) est une suite décroissante (ie A,11 C A,) alors NA, € M

h " /‘
Résultat. Clan + classe monotone = tribu ’()’V‘g"‘ z ()A" J

Définition ( T ke peee BT
Soit A C P(X). Alors il existe une plus petite tribu contenant A, on
I'appelle la tribu engendrée par A, dénotée T (.A). (De méme pour clan

et classe monotone dénotés C(.A) et M(.A) respectivement)

Résultat. Ona C(A) C T(A) et M(A) C T(A)

Théoreme (Classe monotone)
Soit C un clan, a/ori/\/l(C 92 T(C) (et donc c’est une tribu)



Le but de cet exercice est de montrer qu'une réunion arbitraire
d'ensembles mesurables n'est pas forcément un ensemble mesurable. Soit

7 = {A C R avec A au plus dénombrable ou A au plus dénombrable}.

1. Montrer que .7 est une tribu.
2. Montrer que . # Z(R).

3. Conclure.



Définition
Soit X un espace métrique, la tribu des boréliens de X, dénotée By, est

la tribu engendrée par les ouverts de X. Les éléments de cette tribu sont
les boréliens de X.

Résultat. Soit Y sous-espace métrique de X alors By est la tribu de Y
induite par Bx sur Y

Résultat. Les intervalles ouverts et fermés de R sont des boréliens de R

A
Proposition T :‘1)
Soit X espace métrique. On a
» Bx est la tribu engendré par les fermés de X

» Br est la tribu engendré par les intervalles de R et méme
uniquement les intervalles de la forme |a; +oo[ avec a € R

» Brn est la tribu engendré par les pavés | x --- x I, avec I; intervalle
ouvert de R

Remarque. Quand X est un espace métrique, la tribu considérée sur X
est par défaut la tribu des boréliens



§2 Mesures

Définition
Soit T une tribu de X. Une mesure (positive) sur X est une application
p: T — [0; +00] telle que

> pu(0) =0

» Si (A,) est une suite d'éléments de 7 d.d.d. (deux a deux disjoints)

alors A;) = An) ropriété de o-additivité
u%\)AZA\f (propriét tivité) -Ayxﬁ/f]w—%
Exemple Alp 2 e ?"M

On prend T = P(X) I'ensemble des parties de X

pols h

+00 sinon

card(A) si A est finie
(A) = {
\

C’est la mesure de comptage
—

Définition
Une espace mesurable est un couple (X, 7) avec T tribu de X et un
espace mesuré est un triplet (X, 7, u) avec, de plus, . une mesure sur T



s
@ B- B\A (/A %«5

Soit (X, 7T, ) un espace mesuré.

Proposition A'ﬂg T /A(%)C//"ZD\IQ) “3’//‘60) fv

» Soient A et B deux mesurables avec A C B, alors (A) < u(B)
(monotonie). Si, de plus, (B) < +oo alors (B) = u(A) + u(B\ A)

» Soient Ay, ... Ak des mesurables, alors pi(UiA;) < > . pu(Aj) avec
égalité si les A; sont d.d.d. (deux a deux disjoints) N

» Soient A et B deux mesurables alors VA u &

(AUE) +uANE) = A +uE) M B

» Soit (A,) une suite de mesurables
> Alors (UiAi) < > u(Ai) (sous-additivité)

} > Si(An) /A alors u(An) — w(A)
Si (An )\A et (Ao) < oo alors u(An) — w(A)

\Dij\\\\\ﬁ P & A
A: mAh

%z

«QhLM’A’



Définition “\[A'é f)/V/A) Can
» La mesure p est finie si pu(X) < +o00 =7
» La mesure u est!a—finie}s’il existe une suite (A,) de mesurables avec

UnAp, =X et u(A,) < +oo Vn

» La mesure p est une mesure de probabilité si u(X) =1

» Si X est métrique et T est la tribu des boréliens, la mesure p est
borélienne

» Si X =R" alors i1 est une mesure de Radon si u est borélienne et
VK compact de X, u(K) < +o00

Définition

Un partie A de X (non nécessairement mesurable) est négligeable s'il
existe un mesurable B avec A C B et u(B) = 0. Une mesure est compléte
si toutes les parties négligeables sont mesurables. Si ce n'est pas le cas,
on peut construire une extension de p en une (unique) mesure compléte
[i en ajoutant les négligeables 3 T pour obtenir la tribu complétée T.

Une propriété P(x) définie pour x € X est vraie presque partout ou vraie
p.p. si I'ensemble {x € X : P(x) est faux} est négligeable.



/7 N
Théoreme ya bﬂrigtx«w
Il existe une unique mesure v,, sur R" telle que, pour chaque pavé
P=1h x---x I, avec I; intervalle, on a

vn(P) = vol(P) = produit des longueurs de [;

On note \,, la complétée de v, et on |'appelle la mesure de Lebesgue
dans R". On note L, la complétée de Br» pour cette mesure et on

I'appelle la tribu de Lebesgue de R". i
o K: () D‘,i‘la}/[
On a les propriétés suivantes

. 2 -
» v, est unique /7
» v, est une mesure de Radon et est o-finie

» v, est invariante par translation, VA € Bgrn,Vx € R"
Un(x + A) = v,(A)
» 11 est donnée par la formule suivante pour A € B

ni(A) =inf{ > (b~ a): AC Jla, b

LR



Le but de cet exercice est d'aboutir a |'existence d'une partie A C R qui
n'est pas Lebesgue-mesurable. En particulier, A n'est pas borélienne.

1. Soit B une partie de R telle que, pour tout x € R, il existe b € B tel
que x — b € Q. Montrer que si B est Lebesgue-mesurable alors

A(B) > 0.

2. Soit B une partie de [0, 1] telle que
Vx,y € B, x#y = x—y ¢ Q. Montrer qu'il existe une infinité
de translatés de B inclus dans [0, 2] et deux a deux disjoints. En
déduire que si B est Lebesgue-mesurable alors A\(B) = 0.

3. Que peut-on dire d'une partie de R vérifiant les deux propriétés
ci-dessus ? De quelle facon peut-on obtenir une telle partie de R?



§3 Fonctions mesurables et intégrales

Soit (X, 7T) un espace mesurable.
Définition
Une fonction étagée est une fonction f : X — R de la forme

1 9% Zéﬂf k oAy <
%(")7[ b s F=2 o i
=1 = /Afb‘) Chzd~ gla eyt
avec k > 0)a; € R, A; €T et xa est la fonction caractéristique de A

Une fonction f : X — R = RU {£00} est mesurable si elle est la limite

(simple) de fonctions étagées. Si X métrique et T tribu des boréliens, on
dit que f est borélienne

On dit que la fonction f : X — R"” donnée par f = (f,---f,) est
mesurable si chaque f; est mesurable

- Reésultat. Si f est mesurable et positive, on peut trouver une suite
cmje de fonctions étagées de limite f

Remarque. Convention de calcul : 0 - (£00) = 0 donc le produit est
toujours défini dans R (mais pas la somme)



Définition
Soit A une partje de X et f;:A}—> R. On dit que f est mesurable si A est
mesurable et si fXA — f étendue 3 X par 0 sur A) est mesurable

-

Résultat. La %nctlon XA est mesurable ssi A est mesurable

Théoreme
Soit A un mesurable de X. La fonction f : A — R est mesurable ssi on

a:f(+o0)eT, i (—c0)eT et VBeBg, fY(B)eT.

Proposition
» Si X est métrique alors les fonctions continues sont boréliennes

» Une limite simple de fonctions mesurables est mesurable

» Soient g : R" — RX borélienne et f : X — R™ mesurable alors g o f
mesurable

» Soient f,g : X — R mesurables alors fg est mesurable, \f est
mesurable (A € R) et f + g mesurable 13 ol elle est définie

P Al}u’ec po TA%)(4m ‘ “



9(;»»6(, ﬁ[")"“?l*’rﬂo
Proposition

» Soient fi,...,f, mesurables alors max(fi,...,f,) et min(fy,...,f,)
sont mesurables

» Soit (f,) une suite de fonctions mesurables alors sup f,, inf f,,
limsup f, et liminf f, sont mesurables

Théoreme
Soit (f,) une suite de fonctions mesurables. On pose

A = {x € R : la suite (,(x)) converge dans R}.

Alors la partie A est mesurable et la fonction f : A — R définie par
f(x) = lim, fy(x) est mesurab/e/

Exercice. Soient (X, 7) un espace mesurable et (f;),en une suite de fonctions
mesurables f, : X — R. Démontrer que I'ensemble des points x € X tels que
la suite (f,(x))nen admet une limite est un ensemble mesurable.

Indication : On rappelle que (a,)nen converge ssi liminf a, = limsup a,.
n—+00 n—+o00



Y0 0y ¥, Hn 30
Soit (X, T, i) espace mesuré. g 7%[)‘) _,L &)l é 5
Définition
Soit (f,) une suite de fonctions mesurables. /N

» (f,) est de Cauchy en mesure si, Ve > 0
lim pu({x € X : |fi(x) — fm(x)| > €} =0

» (f,) est de Cauchy presque uniformément si, Ve >0, 3A € T avec
u(A) < e et (f,) de Cauchy uniforme sur X \ A

Soit f mesurable.

» f, — f en mesure si, Ve > 0,
lim pu({x : |fo(x) — f(x)| > €} =0

» f, — f presque uniformément si, Ve > 0, 3A € T avec u(A) < € et
f, — f uniformément sur X \ A

—



Soit f : [0,1] — R une fonction Lebesgue-mesurable. Le but de cet exercice est
de montrer le résultat suivant : pour tout € > 0, il existe un borélien B C [0, 1]
tel que v1(B) < € et la restriction de f a [0,1] \ B est continue.

1. Soient F et G deux fermés non vides et disjoints d'un espace métrique
(X, d). Montrer que la fonction

d(x, G)
d(x, F)+d(x, G)

X =

@ est une fonction continue sur X qui vaut 1 sur F et O sur G.

™

(On rappelle que d(x, A) est la plus petite distance entre x et les points
de A)

Soit A un Lebesgue-mesurable. On admet le résultat suivant : il existe F
fermé et U ouvert tels que F C AC U et v1(U \ F) < €. En déduire le
résultat pour f la fonction caractéristique de A.

3. Montrer le résultat pour f une fonction étagée.

4. En utilisant le résultat suivant, déduire des questions précédentes le
résultat en général :

Théoreme d'Egoroff. Soit (X, .7, 1) un espace mesuré. Soit (f,) une suite
de fonctions qui tend simplement vers f. Alors, pour tout € > 0, il existe

A€ T avec u(/%;%e unif. vers f sur X \ A.
e
AN - » g Vo] N
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Définition @( ﬂﬂ’//}*‘é/{’g = ”"%A B ¥ Lﬂ‘/f\ﬂ F
Soit une fonction étagée—+— résentation 7 = 3. ajxa,. On

dit que la représentation est admissible si Vi a; > 0 (et donc f > 0). Elle
est canonique si les a; sont deux a deux distincts et les A; sont d.d.d.

Résultat. Une fonction étagée admet une unique représentation J
canonique (a I'ordre prés) et elle est admissible ssi/f > 0 Tié

= j .
Définition AL(\AB kfx

Soit f étagée et positive de représentation canonique f = ) . aixa,, on
définit I'intégale de f sur X par rapport a u par 77 —

x) dp(x) %/X f_d__u/iB:Zaiu(Af) € [0; oc]

Résultat. Si f étagée et positive de représentation admissible

f =) . bixs, alors on a f f = bin(Bi) d;;) 174
7



Ve

Définiti
([ Soit™f : X — [0; +00] mesyrable. On définit I mtegale de f sur X par
rapport a 4 par

/f(x)d,u(x):/ fd,u:/f:sup{/u:uétagée, positive etugf}
X X —_—

e

On dit que f est intégrable si [ f est finie.
Soit f : X — R mesurable, on dit que f a un intégrale si [f, — [f_ a un
sens ou fi = max(f,0) et £~ = max(—f,0) sont mesurables, positives
telles que f = f. —f . Dans ce cas, on pose

il

Qo — po

fc/u:/@du—/f_duef&
X X

On dit que f est intégrable si f, et f_ sont intégrables. On note £ (X: ;1)
I'ensemble des fonctions intégrables

Remarque] f intégrable \«> f a une intégrale finie < [f. < +oc
et [ < A= j
1 c ++j_




Proposition
Soient f et g mesurables ayant une intégrale.
> Sif<galors [f< [g /ﬁkb
> SixeRalors [(F+Xg)=[f+)X[g .
Définition )
Soit A C X mesurable et f : A — R mesurable. On dit que f a une
intégrale si fxa (= extension de f a X en prenant 0 sur A°) a une

intégrale. On pose Z
'y {
/fd,u:/fXAd,u Og/f)%o
A X .
£ Mgl
Résultat. Si A est négligeable alors Vf : A — IR mesurgble, on a
Jof =0. De méme, si f : X — R mesurable et f =0 p.p. alors [ f = 0.

Exercice. Soient (X, 1) un espace mesuré et f : X — R une fonction
u-intégrable.

1. Montrer que f est finie u-presque partout.

2. Montrer que si [, |f|dp = 0 alors f est nulle p-presque partout.




Résultat. Soit f mesurable alors f a une intégrale pour p ssi f a une
intégrale pour [i et, dans ce cas, les deux sont égales.

Résultat. Soient f, g mesurables et f = g p.p. Si f a une intégrale alors
g a une intégrale et, dans ce cas, les deux sont égales.

Proposition [,Qi

Soit f : X — R intégrable. On pose A = f~1({%o00}). Alors j(A) = 0.
On pose g : X — & définie par g(x) = f(x) si x € A et g(x) = 0. Alors
[|f —g|=0etdonc [f=[g.

Remarque. Il suit qu'on peut toujours modifier f intégrable pour qu'elle
ne prenne que des valeurs finies sans changer son intégrale.

Définition
Soit f = (f,...,f,) : X — R"” mesurable. f est intégrable ssi chaque f;
est intégrable et [ £ = (| f;);. En particulier, si f : X — C alors

[ f=[Re(f)+ i [ Im(f)



Théoreme (Beppo-Levi)

Soit (f,) une suite croissante de fonctions mesurables positives. On
suppose que (f,) est convergente. Alors, on alim [ f, = [limf,.

Résultat. Si f et g ont une intégrale et les sommes f + get [f+ [g
existent. Alors, f + g a une intégraleet [(f+g)= [+ [ g

Proposition
=

—_— = — N
Si f a une intégrale alors | [ f| < [|f| .~ (&
Si f mesurable et g intégrable avec |f| < g alors f intégrable
Si f intégrable et [ |f| =0 alors f =0 p.p.
Sif et g intégrables, f < g et [f= [galorsf=gpp. AxD

vvyyvyy

Proposition (Inégalité de Markov)
Soit f mesurable. Soient 1 < p < +oo et t > 0. Alors I

(e X |70l > e < o [ 17



Notation. L'intégrale de Riemann est dénotée par fab f(x) dx

Théoreme

» Soit f : [a, b] — R continue alors f est Lebesgue-intégrable sur [a, b]
et fab f(x)dx = f[a p fdr

» Dans le cas f : | — R continue avec | non compact d’extrémités

a,beR
> f est Lebesgue-intégrable ssi I'intégrale fab f(x) dx converge
absolument et dans ce cas fab f(x)dx = [, fdun IX

> Sif >0 alors fab f(x)dx = [, fdu g ]ao/l)}llz
a <

> Si [, fdu existe alors on a fab f(x)dx = [, fdu

Remarque. Dans le cas | non compact d’extrémités a, b € R,
possible que fab f(x) dx existe mais pas [, f diy

Notation. Pour / C R intervalle, on notera parfois [, f(x) dx plutét que
f, f dvy (s'il n'y a pas de risque de confusion) -

o



Théoreme (Critere de Lebesgue)

Soit f : [a, b] — R. Alors f est Riemann-intégrable sur |a, b] ssi f est
bornée et I'ensemble des discontinuités de f est v1-négligeable.

Résultat. Si f : [a, b] — R est Riemann-intégrable alors f esty

Lebesgue-intégrable et fab f(x)dx = [, i fdu.
[a,b] 54:1/@))4( {_' "‘:(f;)

Théoreme /- _ f(ﬁ")
Soit f : [a, b] — R Lebesgue-intégrable. On pose F(x) = f[a . fdu.

A/orifjst dérivable Vl-p.@et pour F'(x) = f(x) v1-p.p. «

Théoreme (Leibniz-Newton pour I'intégrale de Lebesgue)

Soit F : [a, b] — R continue, dérivable sur |a, b] dvec F' vy-intégrable.
Alors, Vx € [a, b], F(x) = F(a)=F f[a . v1(t).

Remarque. Ce résultat n'est pas forcément vraie si on suppose juste F
dérivable v1-p.p (exemple : F(x) =0 sur [0,1/2] et =1 sur ]1/2,1]) et
méme avec F continue (on peut construire F continue avec F' =0 p.p.)




Exercice. On considére la fonction f : [O; g} — R, définie par

F(x) — {s?ngx) s% cos(x) € Q
sin“(x) si cos(x) € Q

1. Montrer que la fonction f est Lebesgue-intégrable sur {0; g}

2. Calculer I'intégrale de Lebesgue f[o;ﬂ/z] f(x) dvi(x).



§5 Les grands théorémes

Théoreme (Lemme de Fatou)
Soit (f,) suite de fonctions mesurables > 0, alors [ liminf f, < liminf [ £,

Théoreme ( Convergence dominée)
Soit (f,) suite de fo esurables avte//e qu'il existe g
intégrable avec Vn, f\ < g\Alors f est istégrableet [ |f, —f| — 0 et

donc [ lim f, = lim

P 4 pow I

Proposition Recﬁxg\que de la cogeﬁngence dominée)

Soit (f,) suite de fonctions suratles et f mesurable tels que

J 1fa — ] = 0. Alors il existé une-suite extraite (f,,) et une fonction

intégrable g tels queik, o | < g et Tpm<sf p.p.

Théoreme (Convergence dominée p.p.)

Soit (f,) suite de fonctions mesurables telle qu'il existe g intégrable avec
Vn, |f,| < gl p.plet il existe f [mesurable¥avec f, — f fpp. Alors f
intégrable, —fl—>0et [ f,— ff

—



, , TP
Integrales depeM un parametre

avec A C Y espace métrique). Pour A € A,
1/(\)\) X—>R x — f(x,\).YDe méme ave pour x € X.
&

*y N — R

éoreme W re ue X

Supposons que d g("" A — d/‘?/ A\
1. Pour tout A € A, (-, \) est mesurable

2. Pour presque tout x € X, f(x,-) est continue
3. Il existe g : X — R intégrable telle, VA € N, |f(-,\)] < g p.p.
Alors F : N — R définie pa:{ F(A) = [f(-,\) d,u}st continue.

Proposition . fn;wap/l) Y é‘ﬁ/ﬂ)

Dans le cas ou N\ est un ouvert de Y = R", on peut remplacer la
condition 3 par

3'. Pour toute boule fermée B()_\o, r) C A, il existe une fonction
intégrable g telle que VA € B(X\o, r), |f(-, )] < g p.p.



On suppose A ouvert de Y = R". Pour la variable A = (A\1,...,A,) € A,
on dénote par J; = % la dérivée partielle
J

Théoreme
Soit j € {1,...,n}. Supposons que

1. Pour tout \ E A

Alors O;F existe et 0;F(\) =
-—

Théoreme
Soit (f,) une suite de fonctions intégrables telles que > [ |f,| < +oo.

Alors )~ fn(x) converge p.p. et > [f,= [f avec

~~ =2 fh
{Z fo(x)  sila série converge

sinon

f(x) =



Exercice.

1. Montrer que f: x — X et Lebesgue-intégrable sur [0, ool.
e~ —
2. Montrer que, pour tout x > 0, on peut écrire f(x) = > e ™sinx. Et
n=1
pour x =07
> sinx — 1
3. En déduire que dx =
a /0 1 Z_; ? 41
2
Exercice. P > 0, on pose F(y) /OO e—xde
xercice. Pour , = .

1.
2.

3.

Montrer que F est continue sur R,.

Calculer F(0) et déterminer lim F(y).

y— 00

Montrer que F est dérivable sur R .

Montrer que F est solution sur R} d'une équation différentielle du premier
: o .
ordre s'exprimant a |'aide du nombre | = fooo e " dx.

En déduire, sous forme intégrale, une expression de F(y) pour y > 0.

En déduire la valeur de /.



§6 Mesures produit
Soient (X, T, u) et (Y,S,v) deux espaces mesurés.

Définition
La tribu produit 7 @ S est la tribu de X X Y engendrée par les pavés
Ax Bavec AcT et BeS.

Pour E€T ®S,lacoupede Eenxe Xest E,={yeY:(x,y) € E}
et lacoupede Eeny e Yest EY ={xe X:(x,y) € E}.

Résultat. Brr @ Brm = Bgntm

Résultat. Soit E€ T ® S alors Vx, E, € SetVy, EY €T

Proposition

Supposons 11 et v o-finies alors il existe une unique mesure |1 X U sur
T ® S, appellée mesure produit, telle que p @ v(A x B) = u(A) v(B),
pour AcT et Be€S. De plus, onaVEcT ®S

pe ()= [ E)dux) = | u(E)duy)

X

Résultat. Si seulement une des deux mesures est o-finie, on a bien
I'existence mais pas |'unicité (ni la deuxieme propriété)



Remarque. Pour u et v o-finies,ona i @7V = p Q v.

Théoreme (Tonelli)
Soit f : X x Y — [0, 4+00] fonction T ® S-mesurable. Alors les fonctions

yH/f(-,y)d,u et XI—>/f(X,-)dV
X Y

sont mesurables (pour S et T respectivement) et

[ oo ([ erons)
:/X(/Y f(x,y) dV(y)> dp(x)

Corollaire i
Soit f : X X Y — R mesurable. Alors f est intégrable ssi

L(L|f(x,y)|du(y)> dyu(x) < 400

ce qui est bien sir équivalent 3 [, ([, |f(x,y)] du(x)) dv(y) < +oc



Théoreme (Fubini)
Soit f : X x Y — R intégrable. Alors
» Pour presque tout y € Y, la fonction f(-,y) est u-intégrable

» [a fonction g est v-intégrable avec

f(-,y)du sil'intégrale existe
g(y) = {fx ¢ -
0 sinon

>Ona/ fd,u@z/:/gdu
XXY Y

(Et un énoncé analogue avec x et y échangés)

Notation. Si B C R” est un borélien et f : B — R a une intégrale pour

la mesure de Lebesgue A, on note par abus (s'il n'y pas de risque de
confusion) [ fdA, = [ f(x)dx = [5f(x1,...,Xp) dxs - - dxp.

Pour B =R", on a

/nfd)\n:/R(../R(/Rf(xl,...,x,,)dx1> dX2...)an



Théoreme (Tonelli et Fubini, versions locales)
Soit E C X x Y mesurable et f : E — R mesurable.
> (Tonelli) Supposons f > 0. Alors, y — [, f(-,y) du est mesurable

et Lfdﬂ@V:L(Lyfdu>dV:L(/IEyfdM>dV

pour Z mesurable avec Z D {y € Y : 3x € X avec (x,y) € E}
(Et un énoncé analogue avec x et y échangés)

» (Fubini) Supposons f intégrable. Alors, pour presque tout y, f(-,y)
est intégrable sur EY, la fonction g est v-intégrable avec

0 sinon

/fdu@uz/gduz/gdu
E Y Z

pour Z mesurable avec Z D {y € Y : 3x € X avec (x,y) € E}
(Et un énoncé analogue avec x et y échangés)

, f(-,y)du sil'intégrale existe
gly) = {fE -]



Exercice.

Soit p la mesure de comptage sur ([0, 1], ([0, 1])).

1. Soit A = {(x,x); x €[0,1]}. Est-ce que A est un borélien de R*?
de [0,1]%7

2. Justifier I'existence des intégrales itérées suivantes et les calculer :

h = /[0,1] ( /[0’1] xa(x,y) dA(X)) du(y)
h = /[0’1] ( /[O,l] xa(x,y) du(y)> dA(x).

3. Quelle conclusion peut-on tirer de cet exercice ?



§7 Changements de variables

Proposition
Soit A € GL,(R) et soit E C R". Alors, A(E) est borélien ssi E est
borélien et, dans ce cas, A\,(A(E)) = |det(A)| A\,(E).

Résultat. Si A est non inversible alors VE C R", A(E) est négligeable

Définition
Soient U et V deux ouverts de R”. Une application ® : U — V est un
Cl-diffeomorphisme si

> & = (Pq,...,P,) a des dérivées partielles continues,

» O est bijective,

» Le déterminant jacobien de @ est non nul en tout point de U

00, 9oy . 00
8X1 8X2 8Xn \
b, 9P, 0P,
' 8X]_ aXQ 8Xn
det Jp = det (§2) = det
N : : :
ob, 09, 0P,

8X1 aXQ o 8X,,



Théoreme (changement de variables)

Soit ®: U — V un Cl—diffeczmorphisme et soient f : V — R. On pose
g =|detJp|(fo®): U— R. Alors, on a

» g est borélienne ssi f est borélienne,
» g est Lebesgue-mesurable ssi f est Lebesgue-mesurable,

» g a une intégrale ssi f a une intégrale et on a

/fd)\,,:/gdA,,:/ [ det Jo| (f o ®) d\,
Vv U d—1(V)

Corollaire

Supposons ® continue sur Uy ouvert avec Uy O U (et toujours

® : U — V un Cl-diffeomorphisme). Soit E C U; \ U fermé et
négligeable, f : V U®(E) — R. On pose g = |Jo|(fo®): UUE — R.
Alors, on a les mémes résultats et

/ fdA, = / | det Jo| (Fo®) d\, = / | det Jo| (Fo®) d\,
VU®(E) ®—1(VUP(E)) d—1(V)

Remarque. En général, on prendra E = dU (frontiére)



Coordonnées polaires
® : R? — R? avec ®(r,0) = (rcos(f), rsin(6))
U =]0, +oo[x]0,27[, V = R?\ [0, co[x {0}

/Rz f(x,y) dXa(x,y) 2/[O+ o ]f(rcos(é’),rsin(e))-rd)\2(r,9)

Coordonnées sphériques
® : R3 — R3 avec ®(r, ¢, 0) = (rcos(¢) cos(d), r cos(¢) sin(8), rsin(¢))

U =]0, +oo[x] — w/2,7/2[x]0, 27|
v =R\ (((0,0) x &) U (J0, o[ {0} x R))

/ f(x,y,z)dXs(x,y,z) =
R3

/[o+ » f(rcos(¢) cos(0), rcos(¢) sin(6), rsin(@)) - r* cos(p) drs(r, ¢, 0)

—7 /2,7 /2] x[0,27]



Coordonnées cylindriques
® : R3> — R3 avec ®(r,0,z) = (rcos(d), rsin(d), 2)
U =]0, +00[x]0, 27[xR, V = R3\ ([0, 0o[x {0} x R)

/1&3 f(x,y,2)dXs(x,y,z) = / f(rcos(0), rsin(0),z) - rdXis(r,¢,z)

[0,+00[x[0,27] xR

Proposition (Comparaison avec des fonctions classiques)
Soient a, b € R. On se place dans I'espace métrique R". Alors

» x> 1/||x||? est intégrable sur B(0,1) \ {0} ssia < n

» x> 1/||x||? est intégrable sur R" \ B(0,1) ssia> n

> x = 1/(||x||7|In||x|||°) est intégrable sur B(0,1/2)\ {0} ssia < n
ou(a=netb>1)

> x = 1/(||x]||2 |In||x]||®) est intégrable sur R" \ B(0,2) ssi a > n ou
(a=netb>1)



Fonction Gamma d'Euler.

On rappelle la définition de |la fonction Gamma d'Euler :

+00
[(x) = / t*le ! dt.
0

1. Montrer que, Vx > 0,Vy > 0, I'application t +— t*71(1 — t)Y ™! est
A1-intégrable sur |0; 1].

Pour x > 0,y > 0, on pose
1
B(x,y) = / t*~1(1 —t)’ 1 dt (fonction Béta d’Euler)
0

2. Soient x >0,y >0et /= fRiXRi t*—1sy—le=(t+s) ds dt, calculer |
en utilisant le changement de variables dans R? : u =t et v =t +s.

3. En calculant / d'une autre maniere, établir pour x, y > 0, l'identité

FOr(y)
[(x+vy)

B(Xv)/) —



