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Construction de R a partir de Q

Propriétés de (R, +, ., <)

1) Vmy,mg,mge R, (my +msg) +mg =my + (mg +mg).
VmeR, m+0=0+m=m.
VmeR, m+ (—m) =(—m)+m=0.

)
)
iv) Ymy,me € R, my +mg = my + my.
) le,mQ,mg € R, ml.(mg.mg) = (ml.mg).mg.
)

YV my,ma, mg € R, my.(ma + m3) = my.mo + my.ms,
(mq 4+ mg).ms = my.ms + mg.ms.

VmeR, m1l=1m=m.

Vmqi,mo € R, my.mo = mo.my.
VOo#reR,3rteR, ! =1.
Z<RetVreR,IpeZ I0#qgeZ, r=pqg '

VmeR, m<m.

)
)
)
)
)
xii) Vmqi,mg € R, my < mg et mg < my = my = mo.
) Vmyi,mg,mg € R, my < my < mg = my <mgs.
) Vmy,mg € R, my < my ou my < my.
) le<m2,VmgeR,m1+m3<m2+m3.
) Vmy < mg, Ymg e R, 0 < mg = myms < mams.
)

Propriété de la borne sup. Toute partie non vide et majorée de R admet une
borne supérieure.[]

XVvil

a. c-a-dV @ # A < R, si A est majorée, alors il existe s € R tel que Va € A, a < s et si
meR, A<m=s<m.

FEzercice.

a) En utilisant les propriétés ci-dessus, montrer que pour tout 0 < x € R, il existe
n € N tel que n > x.

b) En déduire que @ est dense dans R c-d-d :
Ve,ye Rox<y=3reQ,z<r<uy.

Solution. a) SiVne N, n < x,soit xg =infAou A={teR :VneN, n<t}.
Alors xg + 1 n’est pas un minorant de A donc il existe t € A tel que t < xg + 1.
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Donc
VneN,n<t<axg+1l=VneN,n—-1<zy=VnelN n<zy= 29€ A.
Mais on a alors
VneN,n<azg=VneN, n+l<azg=VneN n<zy—1=x—1€ A

absurde car xy est un minorant de A.
b) Si z < g, soit n € N tel que n > -1 c—d—d% <y—uxz. Soit m =max{leZ :

Yy—x
I
+ < z}. Alors

l
- r<—.
n n

i 1+1
Veérifier que x < == < y.

1 Construction de R

Définition. Soit (z,) € QN une suite de rationnels. On dit que c’est une suite
de Cauchy siVee Q=g, INe N, Vm,n = N, |z,, — z,,| <e.

Ezemples. Les suites

L] 1
TR T

To=1 x =1+
0 y n+41 1+l’n

sont de Cauchy mais n’ont pas de limite dans (Qlﬂ

Exercice. Toute suite de Cauchy est bornée.

Exercice. Toute suite croissante majorée est de Cauchy.

Soit € 'ensemble des suites de Cauchy de QY. On vérifie que si x = (2,),,y =
(Yn)n € C, alors  +y = (Ty + Yn)n, Y = (TpYn)n aussi.

Soit .4 'ensemble des suites x = (x,) € QN qui tendent vers 0.f]

SizeConposeZT:=x+ N ={r+u:ue N}
On pose R:=C/ AN ={T : z e C}.

En particulier, si z,y € C, alors T =7 < limx, —y, = 0.

t. la premiére converge vers e, la deuxiéme vers v/2
I c-a-dVeeQsg,INEN, Vn =N, |z, <e
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1.1 Inclusion de Q) dans R

Sire @, on note r = (r,7,...) la suite constante égale a r.
Proposition 1.1 L’aplication (3 — R, r — 7 est injective.

Notation. On identifiera r € (3 avec la classe 7 € R.

1.2 Opérations sur R

Siz,yeC,onposeT+7y:=x+y, T.J := TY.
Proposition 1.2 Les opérations + et -. sont bien définies et pour ces opérations

(R,+,) est un corps.

Démo. Soit z € C. Si x ¢ A4, comme x est de Cauchy, il existe ¢ >0 et N € N
tels que Yn = N, |z,| > €. Quitte a ajouter une suite nulle & partir du rang N, on
peut supposer que Vn € N, |z,| = e

On a alors 77! = (i) )

1.3 Relation d’ordre sur R
SizZ,ye R,onnote T <7 si:
Jue A ,¥YneN, z, +u, <y, .

Lemme. Soit * = (z,,)nen une suite de Cauchy qui ne tend pas vers 0.

Alors il existe € > 0 tel que

dNeN,Vn>=N, z,

WV

€

ou
INeN,Vn>N,z, < —€.

Démo. 1l existe € > 0 tel que
VNeN,In=N, |z, =€ .

Comme z est de Cauchy, il existe Ny € N tel que :

Vm,n = Ny, |2, —x,] < <

2
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Il existe alors ny = Ny tel que |z,,| = €. Si par exemple, x,, > €, alors

Vi =ny, &y =Ty, + Tp— Tpy = Tpy — |Tp — Ty |

ZE—E—E .

2 2

On en déduit que si x ¢ 4, alors T > 0 ou T < 0.
D’ou la

Proposition 1.3 i) La relation < est une relation d’ordre total sur R.
ii) (R,+,-,<) est un corps ordonné archimédienﬂ

iii) @Q est dense dans R au sens o0 VT <7y dans R, Ire Q, T <r <7.

1.4 Borne supérieure

Définition. Soit (F, <) un ensemble totalement ordonné. Soit A € E on dit
que M € E est un majorant de A, resp. m € E est un minorant de A, si Va €
A, a< M,resp.Vae A, a=m.

On dit que s € E est une borne supérieure de A si

1) s est un majorant de A
et

2) pour tout majorant M de A, s < M.
On dit que ¢ € E est une borne inférieure de A si

1) 4 est un minorant de A
et

2) pour tout minorant m de A, i = m.

Notation. S’ils existent, sup A := s, inf A := 1.

On dit que (F, <) a la propriété de la borne supérieure, resp. la propriété de la
borne inférieure, si toute partie non vide majorée de £ admet une borne supérieure,
resp. si toute partie non vide minorée de E admet une borne inférieure.

Exercice. Si (E, <) a la propriété de la borne supérieure, alors il a aussi la
propriété de la borne inférieure.

. Un corps ordonné est un corps (K, +, ) avec un ordre total < tel que 1) Vze K, z <y =
x+2z2<y+2;2)Vz20, z <y= xz < yz. Un corps ordonné archimédien est un corps ordonné
(K,+,,<)telqueVee K,Yy>0,IneN,ny=y+ ... +y > x.

—

n fois
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Solution. inf A = sup{minorantsde A}.

Ezemples et contre-ezemples.
inf{L :nelN} =0 sup{szQ_k :nelN} =2
n+1" ’ = '
Les ensembles

{reQ : 2* <2}, {Zn:;:' : nelN}
k=0 """

n’ont pas de bornes supérieures dans Q.

1.5 R est complet

Proposition 1.4 L’ensemble ordonné (R, <) vérifie la propriété de la borne su-

périeure et donc aussi la propriété de la borne inférieure.

Démonstration : Soit J # A < R une partie majorée; Soit mg € 3 un
majorant de A. Soit [y € Q qui n’est pas un majorant de A.

On définit par récurrence :

My, sinon.
. si 2t majore A

et ln+1 =
Mmatly  ginon
5 .

On vérifie que Yn € N, 1,,,m,, € Q, I, < m, et que la suite (I,) est croissante
et la suite (m,,) décroissante.
Pour tout n e N, m,, — [,, = mgiglo donc :

VneN, l, <l, ;1 <My <my,

mo—l()
=0<m, —my <my, — 1, = o
D’ou :
mo—lo
Vk>n,m,—mpy<m,—I,= on
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mo—lo
27L

Soit € > 0. Comme lim,, = 0, il existe N tel que

—1
vneN 00
2n
alors :

Vk>n>=N,m,—m,<e€.

Donc la suite (m,,) est de Cauchy. De méme pour la suite (I,,).

Onam=1¢€R.

Vérifions que m est une borne supérieure pour A.

Soit a € A. Alors pour tout n, m, > a, car m,, est un majorant de A.

Donc m > a (exo).

Donc m est un majorant de A.

Réciproquement, soit M un majorant de A. Alors pour tout n, l,, < M car [,
n’est pas un majorant de A.

On en déduit que [ = m < M.

Donc [ = T est bien le plus petit majorant de A.

Q.e.d.

Corollaire. Toute suite croissante majorée dans R converge dans RE]. De
méme, toute suite décroissante minorée dans R converge dans R.

Démonstration : Si (z,) € RN est une suite croissante majorée, alors
lim,, x,, = sup{zy : ke N}. Q.e.d.

Proposition 1.5 Toute suite de C’auchylﬂ dans R converge.

Démonstration : La suite (z,) est de Cauchy donc bornée (exo). Pour tout
n e N, soit T, = sup{z, : k =n} et z, = inf{x, : k= n}.

t. Définition. Si (z,,) € RN, on dit que (z,,) converge vers [ € R, noté lim,, z,, =l € R, si :

Ve>0,INeN,Vn=N, |z, -] <€ .

1. Définition. Une suite réelle (z,,) € RN est de Cauchy si :

Ve>0,INeN,Vm,n=N, |z, —a,| <€ .
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La suite (Z,) est décroissante et la suite (z,,) est croissante (ezo). De plus,
Vn,z, <z, <7T, .

Les limites [, = lim,, 7,, et [, = lim,, z,, existent dans R.

Soit € > 0. Comme la suite (z,,) est de Cauchy,
INeN,Vm,n=N, |z, —x,| <€ .

Donc Vm,n> N, x,, —x, <e=YVn>=>N Ty —x,<e=Ty —2Zy <€
Or, la suite (Z,, — x,,) est décroissante donc :

Vn=N,Z,—z,<e=1l —lp<e.

C’est vrai pour tout € > 0 donc 0 < l; — o <0 =1 = .

Donc lim,, z,, = [; = [, existe dans R. Q.e.d.

Dorénavant on notera R = R.
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