Préparation au capes 2025-2026

Construction de ) a partir de Z

Propriétés de (Q, +, ., <)

1) Vmy,mo,mge Q, (my +mg) +ms =my + (mg + ms).
Vme®Q, m+0=0+m=m.
VmeQ, m+ (—m)=(—m)+m =0,

)
)
iv) Ymy,mg e Q, my +mg =mg+my.
) Vmy,mg,m3 € Q, my.(ma.mz) = (my.mz).ms.
)

YV my,mae, mg € Q, my.(mg + m3) = my.msy + my.mg,
(m1 + ma).m3 = my.mg + mg.ms.

VmeQ, m.1l=1m=m.

S,

<
.
=
=

le,mQ € Q, m1.Mo = Mo.M7.

i)

i)

ix) VO#reQ, I3rte@,mt=1.

x) Z<cQetVre®Q,IpeZ,I0#qeZ, r=pq '
xi) Yme @, m<m.
xii) Vmy,mo € Q, my < my et mo < my = my = mo.
xiil) ¥V mq,mg,m3 € Q, my < mg < m3 = my < ma.
xiv) Vmy,mg € Q, my < mg ou my < my.
xv) VYmy < mo, Vms e Q, my +mg < mg + ms.
xvi) Vmy < mg, Vmg e Q, 0 < mz = mymg < maoms.

1 Définition de ().

On suppose que (7Z, +, ., <) existe avec les propriétés usuelles.

On pose Vm,m' € Z, V0 # n,n’ € Z, (m,n) ~ (m’,n’) si mn' = m/n.

On pose m//n = {(a,b) € Zx Z\{0} : (m,n) ~ (a,b)} = {(a,b) € Zx Z\ {0} :
mb = na}.ff

On pose Q@ = {m//n : meZ, neZ\{0}}.

Ezo. m//n=m'//n’ < mn' = m'n.

Ezo. 7. — Q, n— n//1 est injective.

T.om//n=«2»

1/



Préparation au capes 2025-2026

2 Addition
On définit :
Vm,m' € Z, V0O #n,n €Z, m//n+m'//n" = (mn" +m'n)//nn.

Ezo. Cest bien défini.

3 Produit
On définit :
Vm,m' € Z, V0 #n,n €Z,m//n.m'//n :=mm'//nn'.

FEzo. C’est bien défini.
Exo. Y0 #m,neZ, m//n.n//m=1//1.

4 Ordre
On définit :
Vm,m' € Z,Vn,n' € Z-o, m//n<m'//n' si mn <m'n.
FExo. C’est bien défini.
(Q,+,.,<)

vérifie les propriétés voulues.
Fxo.VriseQ,3teQ, r<t<s.
Solution. Il suffit de posert = (r + s)/2.

2/



	Définition de Q.
	Addition
	Produit
	Ordre

