Préparation au capes 2025-2026

Séries
Exercice 1

Soient (an)nen, (bn)nen deux suites de réels strictement positifs. On suppose
a, ~ by,.

a) Montrer que si ) a, converge, alors ), b, converge aussi et que :

Zak~2bk.

k>n k>n

b) Montrer que si ), a, diverge, alors >, b, diverge aussi et que :

Z ay ~ Z by,.

1<k<n 1<k<n
¢) En déduire }};_, 1 ~ Inn.

Exercice 2

2n k—1_k 2n+1 k—1,.k
1 1
Vn =1, (=1) In(l+2) < ) (=1)
k=1 k k=1 k

En déduire Y, (_1,1

b) Montrer que pour tout 0 < z < 1,

2n+1 (_1)kx2k+1 2n k p2k+1
Vn=>=1, kz: okt l < arctanzx < Z 2/<:+1
=0 k=0
En déduire Y, , 2k1)k =7
Exercice 3 Formule de Stirling
On pose d,, = In(n!) — (n+ 1) Inn + n.
a) Montrer que dy — dny1 = (2n + 1)h(557) — 1 ou h(z) = $1In (}£2).
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b) En déduire que d,, est décroissante.

c) On admet la formule :

1

T3, est croissante.
n

En déduire que la suite d,, —
d) En déduire que limd,, existe et est > 0.

e) Montrer qu’il existe une constante C' telle que n! ~ Cy/n (%)n

0 2k 2k
k=1 2k—1 2k+1°

n! ~A/2mn <E> .
e

f) En admettant que § = montrer que

Exercice 4 Produit de Cauchy des séries

a) Soient (a,) et (b,) deux suites convergeant vers respectivement a, b € R. Mon-

trer :
. &an + albn,l + ...+ @nbO
lim

n n+1

=ab .

Indication. Commencer par le cas ou a = b = 0.
b) Soient (ay), (b,) deux suites.
On pose Y1, ¢, = D op_o arbn_i et Cp, = co + ... + ¢y
Si )., a, converge vers A et si ), b, converge vers B, alors

o Co+...+C,
hm—:
n n+1

AB .

c) En déduire quesi ), ay,, Y, by, X, ¢, convergent vers respectivement A, B, C,
alors A = BC.

d) Soient Vn e N, a, = E/_% Montrer que Y a, converge mais que », (D, _, @x@n_k)

diverge.
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