Préparation au capes 2025-2026

A propos de N, Z, Q

Principe de récurrence.
Soient (H,), n = ng, des « propositions ».
Si

— initialisation : (H,,) est vraie,

— hérédité : V' n = ng, (H,) = (Hnt1),
alors (H,) est vraie pour tout n = ny.

Exercice 1 (Raisonnement par récurrence) a) Démontrer que Vz,y € R, Vn €

N, (z+y)" =2 (Z)xkynfk ouV0<k<n, (Z) = k!(r?ik)!'

b) Démontrer I'inégalité de Bernoulli :

Ve=—-1,YneN, (1+2)">1+nx.

¢) Démontrer que pour tout n € N, 13+ 23 + .. +n3 = (1 +2+ ... + n)%
d) Onpose fo=0, fi=1,YVn=2 f,=fu1+ fn_2. Montrer que

e (5 (5

e) Montrer que tout entier > 1 s’écrit de la forme 2 (2n+ 1) pour certains entiers

m,n € IN.
f) Montrer que tout entier > 1 est un produit de nombres premiers.

g) Montrer que tout entier n € N s’écrit sous la forme :
200 2%

pour certains entiers 0 < a; < ... < ap, p€ N.

Exercice 2 (Quelques bijections) Montrer que les applications suivantes sont
bijectives.
a) N x N — N.g, (m,n)—2"12n+1).

b) N x N — N, (m,n) > nlmindl) g,

¢) N— Qso,n—r,ou:
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et sir, = 7, avec a,b € N premiers entre eux,

a a+b

Ton+1 *= ——7 Tont2 '=
a+b’

a

indication : vérifier que la réciproque est donnée par g(1) = 0, g(q)

28@'Q>179(q)=2g(1%q)+1 si0<q<1.
d) <@fzme(IN) - N, {al < ... < CLN} — 291 4 4 99N
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