
Préparation au capes 2025-2026

À propos de N, Z, Q

Principe de récurrence.
Soient pHnq, n ě n0, des « propositions ».
Si

— initialisation : pHn0q est vraie,
— hérédité : @ n ě n0, pHnq ñ pHn`1q,

alors pHnq est vraie pour tout n ě n0.

Exercice 1 (Raisonnement par récurrence) a) Démontrer que @x, y P R, @n P

N, px ` yqn “
řn

k“0

`

n
k

˘

xkyn´k où @ 0 ď k ď n,
`

n
k

˘

“ n!
k!pn´kq!

.

b) Démontrer l’inégalité de Bernoulli :

@ x ě ´1, @ n P N, p1 ` xq
n

ě 1 ` nx.

c) Démontrer que pour tout n P N, 13 ` 23 ` ... ` n3 “ p1 ` 2 ` ... ` nq2.

d) On pose f0 “ 0, f1 “ 1, @ n ě 2, fn “ fn´1 ` fn´2. Montrer que

@ n P N, fn “
1

?
5

´

ˆ

1 `
?
5

2

˙n

´

ˆ

1 ´
?
5

2

˙n
¯

.

e) Montrer que tout entier ě 1 s’écrit de la forme 2mp2n`1q pour certains entiers
m,n P N.

f) Montrer que tout entier ě 1 est un produit de nombres premiers.

g) Montrer que tout entier n P N s’écrit sous la forme :

2a1 ` ... ` 2ap

pour certains entiers 0 ď a1 ă ... ă ap, p P N.

Exercice 2 (Quelques bijections) Montrer que les applications suivantes sont
bijectives.

a) NˆN Ñ Ną0, pm,nq ÞÑ 2mp2n ` 1q.

b) NˆN Ñ N, pm,nq ÞÑ
pm`nqpm`n`1q

2
` n.

c) N Ñ Qą0, n ÞÑ rn où :
r0 “ 1
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et si rn “ a
b
, avec a, b P Ną0 premiers entre eux,

r2n`1 :“
a

a ` b
, r2n`2 :“

a ` b

a

indication : vérifier que la réciproque est donnée par gp1q “ 0, gpqq “ 2g
´

1
q´1

¯

`

2 si q ą 1, gpqq “ 2g
´

q
1´q

¯

` 1 si 0 ă q ă 1.

d) PfiniepNq Ñ N, ta1 ă ... ă aNu ÞÑ 2a1 ` ... ` 2aN .
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