
Préparation au capes 2025-2026

Construction de Z à partir de N

Propriétés de pZ,`, .,ďq

i) @ m1,m2,m3 P Z, pm1 ` m2q ` m3 “ m1 ` pm2 ` m3q.
ii) @ m P Z, m ` 0 “ 0 ` m “ m.
iii) @ m P Z, m ` p´mq “ p´mq ` m “ 0.
iv) @ m1,m2 P Z, m1 ` m2 “ m2 ` m1.
v) @ m1,m2,m3 P Z, m1.pm2.m3q “ pm1.m2q.m3.
vi) @ m1,m2,m3 P Z, m1.pm2 ` m3q “ m1.m2 ` m1.m3,

pm1 ` m2q.m3 “ m1.m3 ` m2.m3.

vii) @ m P Z, m.1 “ 1.m “ m.
viii) @ m1,m2 P Z, m1.m2 “ m2.m1.
ix) @ m P Z, m ď m.
x) @ m1,m2 P Z, m1 ď m2 et m2 ď m1 ñ m1 “ m2.
xi) @ m1,m2,m3 P Z, m1 ď m2 ď m3 ñ m1 ď m3.
xii) @ m1,m2 P Z, m1 ď m2 ou m2 ď m1.
xiii) @ m1 ď m2, @ m3 P Z, m1 ` m3 ď m2 ` m3.
xiv) @ m1 ď m2, @ m3 P Z, 0 ă m3 ñ m1m3 ď m2m3.

1 Définition de Z.

On suppose que pN,`, .,ďq existe avec les propriétés usuelles.

On pose @ m,n P N, pm,nq „ pm1, n1q si m ` n1 “ m1 ` n.

On pose rpm,nqs„ :“ tpa, bq P N ˆ N : pm,nq „ pa, bqu “ tpa, bq P N ˆ N :

m ` b “ n ` au. †

On pose Z “ trm,ns„ : m,n P Nu.

Exo. rpm,nqs„ X rpm1, n1qs„ ‰ H ñ rpm,nqs„ “ rpm1, n1qs„.

@ n P N, rn, ns„ “ r0, 0s„

N Ñ Z, n ÞÑ pn, 0q est injective.

†. rpm,nqs„ “« m ´ n »
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2 Addition

On définit :

@ m,m1, n, n1
P N, rm,ns„ ` rm1, n1

s„ :“ rm ` m1, n ` n1
s„.

Exo. C’est bien défini.

3 Produit

On définit :

@ m,m1, n, n1
P N, rm,ns„.rm

1, n1
s„ :“ rmm1

` nn1,mn1
` m1ns„.

Exo. C’est bien défini.

4 Ordre

On définit :

@ m,m1, n, n1
P N, rm,ns„ ď rm1, n1

s„ si m ` n1
ď m1

` n.

Exo. C’est bien défini.
Exo.

@ m,n P N, rm,ns„ ` rn,ms„ “ r0, 0s„

pZ,`, .,ďq

vérifie les propriétés voulues.
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