Préparation au capes

2025-2026

Construction de Z a partir de N

Propriétés de (Z, +, ., <)

1) Vmy,mg,mgeZ, (my +my) +mg=mq+ (mg +mg).
VmeZ, m+0=0+m=m.
VmeZ, m+ (—m) = (—m)+m = 0.

)
)
iv) Ymy,mg €7, my +mg =mg + my.
) le,mg,mg € Z, ml.(mg.mg) = (ml.mQ).mg.
)

Y myi,mo, mg € 7, ml.(mg + m3) = mj.My + My.M3,
(my 4+ mg).ms = my.ms + mg.ms.

VmeZ, ml=1m=m.

S,

<
.
=
=

le,mg € Z, mq. Mo = Mo. M.

i)

i)

ix) YmeZ,m<m.

X) VYmy,mg € Z, my < mget my < my = mq =ms.
xi) Vmy,me,mg € Z, my < mg < mg=my; <mg.
xii) Vmy,mg € Z, my < mgy ou ma < my.

Xlll) leémg,Vmgez, my + mg < Mg + Mms.
xiv) Ymy < mg, Vmz € Z, 0 < mz = myms < moms.

1 Définition de Z.

On suppose que (N, +, ., <) existe avec les propriétés usuelles.

On pose Vm,n e N, (m,n) ~ (m/,n') sim+n'=m'+n.

On pose [(m,n)]. := {(a,0) e N x N : (m,n) ~ (a,b)} = {(a,b) e N x N :

m+b=n+a}.fl
On pose Z = {[m,n]. : m,n e N}.
Exo. [(m,n)]« o [(m,n')]« # & = [(m,n)]. = [(m',n)].
VneN, [n,n].=1[0,0].

N — Z, n — (n,0) est injective.

T. [(m,n)]~ =«m—mn»
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2 Addition
On définit :
Vm,m',n,n" € N, [m,n]. + [m/,n]< :=[m+m/,n+n']..

Ezo. Cest bien défini.

3 Produit
On définit :
Vm,m',n,n" € N, [m,n]..[m',n]. = [mm' +nn',mn +m/n]..

Ezo. Cest bien défini.

4 Ordre
On définit :
Vm,m',n,n" € N, [m,n]. < [m/,n]. sim+n" <m'+n.

Ezo. C’est bien défini.
Exo.
Vm,n e N, [m,n]. + [n,m]. =[0,0].

(Z7 +? *) <)

vérifie les propriétés voulues.
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