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À propos des fractions continues

Définition. Si a0, ..., an P Qě0 et an ‰ 0, on pose

ra0, ..., ans :“ a0 `
1

a1 `
1

a2 `
1

a3 ` ...`
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Proposition. Soient a0, ..., an P Qě0. Si an ą 0, alors :
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Théorème 0.1 Supposons @ i, ai P Ną0, alors posons @ n P N, xn :“ ra0, ..., ans.

i) Pour tout n P N, x0 ď x2 ď ... ď x2n ď x2n`1 ď x2n´1 ď ... ď x1.

ii) limn x2n`1 ´ x2n “ 0.

iii) Les suites px2nqnPN et px2n`1qnPN convergent vers une même limite notée :

ra0, ..., an, ...s “ a0 `
1

a1 `
1

a2 `
1

a3 ` ...

Remarque. Le théorème reste vrai si on suppose seulement @i, ai P N, @i impair, ai ą

0.
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Théorème 0.2 Une bijection entre les suites d’entiers naturels et les
réelsě 0

L’application

NN Ñ Rě0, panqnPN ÞÑ ra0, 1, a1, 1, ..., 1, an, 1, ...s :“ lim
n
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et Bn “
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est une bijection strictement croissante †.

Proposition. Soit x P Rě0. On définit par récurrence

x0 “ x, xn`1 “
1

txnu

‡, si xn R N. Sinon on ne définit pas xn`1.

On pose @ i ě 0, ai “ Epxiq.

i) Si x0, ..., xn sont définis et si xn P N, alors x “ ra0, ..., ans. Si xn est défini
pour tout n, alors x “ ra0, ..., an, ...s.

ii) Soit pbkq une suite d’entiers telle que @i ě 1, bi ě 1, alors rb0, b1, ..., bn, ...s R Q.

.
Exemples.

?
2 “ r1, 2, 2, ....s, e “ r2, 1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6, 1, 1, 8, ...s

†. On choisit l’ordre lexicographique sur NN c-à-d panq ă pbnq s’il existe k ě 0 tel que
@ 0 ď i ă k, ai “ bi et ak ă bk.

‡. @ x P R, txu “ x ´ Epxq
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