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A propos des fractions continues

Définition. Si aq, ..., a, € Q¢ et a,, # 0, on pose

1
[ag, ..., an] = ap + .

L
G,
Proposition. Soient ay, ..., a, € Q=q. Si a, > 0, alors :

[ag, ..., an] = B—n

ou

—1 ay —1

et B, =

Théoréme 0.1 Supposons Vi, a; € N~g, alors posons Vn € N, x, := [ag, ..., ay].

i) Pour tout n € N, g < 9 < ... < Top, < Topy1 < Top_q < ... < X7.

ZZ) hmn Topn+1 — Top = 0.
iii) Les suites (Ton)nen €t (Toni1)nen convergent vers une méme limite notée :

1
[ag, ..., an, ...] = ag + N

Remarque. Le théoréme reste vrai si on suppose seulement Vi, a; € N, Vi impair, a; >
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Théoréme 0.2 Une bijection entre les suites d’entiers naturels et les
réels> 0

L’application

N = Roo, (@n)nen = [a0,1,a1,1,...,1,a,,1,...] := liT{n A
ot
1
1
A, = et B,, =

est une bijection strictement cmz’ssantem.
Proposition. Soit z € R>y. On définit par récurrence
1
To =T, Tn+1 = 7
{zn}

On pose Vi =0, a; = E(x;).

, si x, ¢ N. Sinon on ne définit pas z, 1.

i) Si zg,...,x, sont définis et si x, € N, alors x = [ao, ..., a,]. Si z, est défini
pour tout n, alors x = [ag, ..., Gy, ...].

ii) Soit (by) une suite d’entiers telle que Vi = 1, b; > 1, alors [bg, by, ..., b, ...] ¢ Q.

Ezxemples.

V2=1(1,2,2,..],e=[2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8, ...

. On choisit I'ordre lexicographique sur N¥ c-a-d (a,) < (b,) §'il existe k = 0 tel que
VO<i<k,a; =Db; et ap < bg.
1. VeeR, {z} =2 — E(x)
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