Préparation au capes 2025-2026

Construction de N

Propriétés de IN ou azxiomes de Peano
Il existe un ensemble noté N avec les propriétés suivantes :

i) Il existe un élément noté 0 € N.
ii) Il existe une application s : N — N qui vérifie ce qui suit.
0¢ s(N).

Vn,meN, s(n) =s(m)=n=m.

Récurrence. Si1 S € N,si0e Setsine S = s(n)eN,alors § =N.
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)
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1 Définition de N.

Onpose 0=, 1 ={F}, 2 ={F} v {{T}}, ..n+1=nu{n}, ..
N ={0,1,...}.
On pose s(n) =n + 1.

2  Ordre

Sin,me N, on posen<msincm.

NN

FEzercice. La relation « < » est une relation d’ordre total.

3 Addition

On définit par récurrence n + 0 = n, n + s(m) = s(n +m).
Ezercice. Yn,me N, n+m=m+n,¥Ym,n,pe N, (n+m)+p=n+(m+p).

4 Produit

On définit par récurrence Vn e N, n.0 =0, ¥ n,m e N, n.s(m) = s.m + n.
Ezercice. Les propriétés bien connues sont vérifiées :

Vn,m,p,n.1 =1.n=mn, nm=mmn, (nm).p=n.(m.p), n.(m+p) =nm+n.p
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