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Développement décimal d’un nombre réel

Exemples.

1

2
“ 0, 5

1

3
“ 0, 33...

?
2 ´ 1 “ 0, 41421356...

Soit 0 ď x ă 1. On définit par récurrence une suite panpxqqnPN d’entiers par

a0pxq “ 0

et
@ n ě 1, anpxq “ max

"

b P N : a0 `
a1
10

` ... `
an´1

10n´1
`

b

10n
ď x

*

c-à-d
anpxq

10n
ď x ´ a0 ´

a1
10

´ ... ´
an´1

10n´1
ă

anpxq

10n
`

1

10n
.

« L’entier anpxq est le n´ième chiffre de x après la virgule. »
Proposition.

i) @ n P N, anpxq P t0, 1, ..., 9u.

ii) @ N P N, D n ě N, anpxq ‰ 9 †.

Démonstration. Exercice.
Proposition. Soit panqnPN une suite d’entiers tels que :

a0 “ 0,

@ n P N, an P t0, ..., 9u,

@ N P N, D n ě N, an ‰ 9.

Soit x “ sup
␣

a0 ` a1
10

` ... ` an
10n

: n P N
(

.
Alors @ n P N, an “ anpxq.
Démo. Exercice.
On déduit des deux propositions le

†. c-à-d la suite anpxq n’est pas stationnaire égale à 9 à partir d’un certain rang
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Théorème. Soit E l’ensemble des suites d’entiers panqnPN telles que

a0 “ 0,

@ n P N, an P t0, ..., 9u,

@ N P N, D n ě N, an ‰ 9 .

Les applications

r0, 1r // E

x � // panpxqqnPN

sup
␣
řn

k“0
ak
10k

: n P N
(

panqnPN
�oo

sont des bijections réciproques l’une de l’autre.

Corollaire. L’ensemble r0, 1r n’est pas dénombrable.
Démo. En effet, si on avait r0, 1r“ txi : i P Ně1u, on pourrait poser a0 “ 0 et

@ n ě 1, an “

$

&

%

0 si anpxnq ‰ 0

1 si anpxnq “ 0 .

Vérifier que

x “ sup

#

n
ÿ

k“0

ak
10k

: n P N

+

R txi : i P Ně1u.
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