L3 - PREPARATION AU CAPES 2025-2026

Deux exemples de suites adjacentes et définitions de ’exponentielle et
du logarithme

1 Définition de ’exponentielle

Soit = € R.
Pour tout n > |z|, on pose :

Proposition.
a) Pour tout n, e,(z) < E,(x).
b) La suite (e,(x)), est croissante. La suite (E,(x)), est décroissante.
c) lim, E,(z) —e,(z) = 0.

Définition. Pour tout x € R, on pose &xp(z) = lim, e,(z).

Démonstration :
a) en(r) < Bu(r) s (1+2)"(1-2)<le (1-5) <1,
b) Montrons que (E,(x)),>n décroit.

Sin > N, alors
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(n+1)(n—x)

Donc d’aprés I'inégalité de Bernoulli :

Efifz) = <1 Tt 1)327@ - @)w (1-7)

> (1+

—1+

T
n—x n

c) Pour tout n > N, on a:

0< E, n(z) = —(14-=)"
(#) = ealw) = (g — (14 )
gy
(-2
or, d’aprés l'inégalité de Bernoulli,
x? x?
1l—=)">1-—
( n2) n
donc :
x? x?
0< E,(z) —en(zr) < —En(r) < —EN(2) —pe 0
n n
Q.e.d
Propriétés.
i) &xp(0) =1;

i) VezeRR, &xp(x) >0;
iii) Va,2' e R, &xp(z + 2’) = Exp(x)Exp(a’) ;
Lemme. Soit (x,) une suite réelle qui converge vers = € R. Alors
lim(1 + ﬁ)" = Exp(x) .
n n

Démonstration : Comme la suite (z,,) converge, il existe N > sup,, |z,|+ |z|.

Sin>N,ona:
(L+ %) (n4x,\"
en() n+x

2 /g
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Tn — X " n
( n+x) (@ 7) ”

en utilisant 'inégalité de Bernoulli.

(1+%)”: (1+xn—x>n

Mais on a aussi :

=~ o Tn—T
1 n n+x

en utilisant encore I'inégalité de Bernoulli. Q.e.d.

Démonstration : (des propriétés)
ii)» VreR,Vn=N> ‘1", en($) = €N(ZU) > 0.

i) On a

edw%@q:(a+wxy+f0n:<1+$+f+ﬁf)1.

n n n
. ! ~ z z
Or, lim, v + 2’ + = = z + 2’ donc d’aprés le lemme précédent,

Eap(x)Exp(a’) = lime,(z)en(a) = Exp(z + ') .

2 Définition du logarithme

Remarques. Soient n > x > 0.

y=<1+£> <z =n(y» —1)
n

1
yzﬂ©x:n(1—)
(1-3) yr
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3 Définition du logarithme

Soit & > 0, soit N > |z|. Pour tout n > N, on note :

M(z) = n(zd — 1), Lo(z) = n (1 - 1)

Trn

Proposition

i) V=N, Ay (2) = L(2).

ii) La suite ( 2(2))n=n est décroissante et la suite (L, (z)),>n est croissante.
iii) lim, \,(z) — L,(z) = 0.

On notera ZLog(x) := lim, \,(x) = lim,, L,(z).
Démonstration :

i)

xTrn

1 1 ’
=n|+z" ——F] =0.

ii) Soit z > 0. Si 0 < z < n, alors d’aprés 'inégalité de Bernoulli,

A(2) = Lo(z) =n <x — 24 1)

r<l+a<(1+ ):x%<1+§
n n

= M(z)=n(zr—1)<z<n .
Soit N > x > \,(x). Alors comme la suite (ex(\,(z)))r=n est croissante :
Vn= N,z =e,(A(2)) <enr1(An(z))
or, x = ep41(Apy1(x)) d’ou
ent1(Ant1(2)) < eni1(An(2))

= Ay1(7) < Ma()

car la fonction ¢ — e, 1(t) est croissante sur | —n — 1, +o0 et

A(@) =n(zr —1)>-n>-n—1, Ai(z) = (n+ 1)@ —1)>-—n—1.

4 /o]
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Doit N > x. Sin > N, alors
Vn=N,Vt<n, E,(t) > E,11(t)
car la suite E,(t),>; est décroissante.

Or, L,(x) =n<1— 11> < n donc :

Tn

x = Ep(Ln(7)) 2 Eni1(Ln(2))

=2 = By (b (7)) 2 Enga (Ln(2)) (+) -

Or,
Vk, t— Et)

est strictement décroissante sur | — oo, k[ et
Ly(x)<n<n+1, Lyy(z) <n+1.

Donc
(%) = Lypy1(x) = Ly(x) .
= Lpy1(7) = Ly()

iii)

Or, zn—1= ’\”T(x) donc lim, 7 = 1.
Donc lim,, A, (z) — L,(x) = 0.

Propriétés.
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i) ZLog(1) = 0;
i) VeeR, Log(Exp(x)) =z, V>0, Exp(Log(x)) =z,
i) Va,2' >0, Log(xx') = Log(z) + Log(x');
Démonstration :
i) Facile!
ii) Soit z > 0. Comme lim, A\, () = ZLog(x), z = lim, e,(\,(x)) = Exp(Log(z)).

Soit € R. Comme la suite (E,(z)), est décroissante, on a F,(x) > &xp(x)
Or, les fonctions L,, sont croissantes sur R™* donc

L.(&xp(x)) < L,(E,(z)) = x

= ZLog(&xp(x)) = lim L, (Exp(a)) < ©

De méme comme la suite (e,(x)), est croissante et comme les fonctions A,

sont croissantes sur R**, on trouve :
= A(en(2)) < A\ (Exp(x)

= 1 < ZLog(&xp(x)) = lim Ly (Exp(z)) -

Donc Zog(&xp(x)) = .

iii) Pour tout x,z’ > 0,
1 L 1 L
n((zz')r —1) = 2'"n(zn — 1) + n(z'" — 1)

—na L0g(x) + Log(z')

1
car lim, 2'» = 1.
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