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Aucun document n’est autorisé.

Aucun appareil électronique (en particulier un téléphone ou une calculatrice) n’est autorisé.
Les réponses devront étre rédigées et argumentées avec soin.

L’énoncé comporte 4 exercices indépendants.

Exercice 1. Soient 1 <i,j <n et # € R. On définit une matrice de rotation de Givens dans
M, (R) par
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ot les indices 7,7 sont tels que, si on pose ¢ = cosf, s = sinf, on a Gy = Gj; = ¢, Gij = —s,

Gj; = s. Les éléments de G non diagonaux non représentés sont nuls.

(1) Montrer que G est une matrice orthogonale.
(2) Déterminer le résultat de l'opération G(i,j,0)A, pour A € M, (R).

(3) On considére la sous-matrice _CS) € Ms(R) avec ¢? + s? = 1. Etant donné (a,B)T €
R?, comment choisir ¢ et s de facon & ce que (Z CS> (g) = (g) avecr > 07
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(4) On considére la matrice A= 1 0

-1 1
(a) Montrer qu’on peut, en utilisant la multiplication par des matrices de Givens, réduire A

a la forme
R =

x
0
0

(b) En déduire une décomposition QR de A.
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Exercice 2. (Questions de cours)

(1) Rappeler la définition de la norme de Frobenius || M || d'une matrice M = (M; ;); jef1,...n} €
M, (C), ot n € N*.

(2) Montrer que la norme de Frobenius sur M,,(C) est une norme matricielle qui vérifie, pour
tout M € M, (C), |M||% = tr(M*M).

(3) La norme de Frobenius est-elle une norme subordonnée ? (Justifier).

(4) Justifier que I'application ¢ : M € M,,(C) — || M]|% est une forme quadratique sur M,,(C).

Exercice 3. On considére la forme quadratique sur E = R3 définie dans la base canonique par
q(z,y,2) = 22 + 2wy + 42y

(1) Exprimer la matrice de ¢ dans la base canonique.

(2) Déterminer le noyau de q.

(3) Donner l'expression de la forme polaire de ¢ dans la base canonique.

(4) Quel est 'ensemble F' des vecteurs (z,y, z) qui sont g-orthogonaux a V; =e; = (1,0,0)?

(5) Montrer que E = F @ Re;.

(6) Trouver deux vecteurs g-orthogonaux Va et V5 de F' qui sont linéairement indépendants.

(7) Donner U'expression de ¢ dans la base (V1, Va, V3).

(8) En déduire la signature de q.

(9)

Retrouver cette signature en utilisant I’algorithme de Gauss pour réduire q.

Exercice 4.

Soit F un R-espace vectoriel de dimension finie, ¢ et ¢ deux formes quadratiques sur E avec g
définie positive. On suppose que g et ¢ sont représentées dans une méme base 5B de E par deux
matrices A et B.

Montrer I’équivalence entre les deux propositions suivantes :

(1) 1l existe une base C de E qui est a la fois g-orthogonale et p-orthogonale.
(2) A71B est diagonalisable.



