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Aucun document n’est autorisé.

Aucun appareil électronique (en particulier un téléphone ou une calculatrice) n’est autorisé.
Les réponses devront étre rédigées et argumentées avec soin.

L’énoncé comporte 5 exercices indépendants.

1 1 -2
Exercice 1. On considére la matrice A = 1 5 —6
-2 -6 9

(1) Justifier que A admet une unique décomposition LU.

On calcule les déterminants mineurs principaux. det (1) =1, det 1 é) =4, det(4) =
1 1 =2 1 1 -2

det |0 4 —4| =det|0 4 —4| = 4. Les trois déterminants mineurs principaux
0 —4 5 0 0 1

étant non nuls, A admet une unique factorisation LU.

(2) Déterminer cette décomposition LU.
1 0 O 1 1 =2

On raisonne par identification A = LU = [/l 1 0 0 w9y usg
U3 l3p 1 0 0 uss
lére colonne de L: f5y x 1 =1, /31 x 1 =—2donc ¥y =1, 31 = —2.

2e ligne de U: 621 x1+1 X U9 = 5 d’ou U9 = 4. le X (72)+1 X U3 = —6 donc U3 = —4.

2e colonne de L: f31 X 1+ 39 X ugsy = —6 d’ott £35 = —1.
de llgne de U: /31 X ( 2) +£32 X U9z + 1 x U3z = 9 d’ou U3z = 1.
1 0 0 11 =2 1 0 1 1 -2
donc A= 1 1 0 0 4 —4),ie.L=11 1 0 4 —4
-2 -1 1 0 0 1 -2 - 0 0
1
(3) Utiliser cette décomposition pour résoudre dans R? le systéme Az = [ 1
-1
1 (1 1
On veut résoudre LUz = | 1 |, on pose y = Uz et on résout d’abord L [ yo | = | 1
C’est un systéme triangulaire inférieur, on utilise donc une méthode de descente pour obtenir
Iq 1
y1 = 1, yo = 0, y3 = 1. On résout ensuite U | x| = y = | 0]. Clest un systéme
T3 1
2
triangulaire supérieur, on obtient facilement par méthode de remontée la solution z = | 1
1

(4) Justifier que A admet une factorisation de Cholesky et utiliser la décomposition LU pour la
déterminer. A est symétrique et ses trois déterminants mineurs principaux sont strictement
positifs donc, par le critére de Sylvester, A est définie positive. Elle admet donc une unique

1
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factorisation de Cholesky. Soit D la matrice diagonale dont les éléments diagonaux coin-

1 0 0 1 0 0
cident avec ceux de U. Ona D= [0 4 0].On définit Dz = [0 2 0 et on calcule
0 0 1 0 0 1
1 0 0
Q = LDz = | 1 2 0 ]. Par un résultat de cours, la factorisation de Cholesky de A
-2 -2 1

1 0 0\ /1 1 -2
st A=QQt=|1 2 0|0 2 -2
-2 -2 1) \o 0 1

Exercice 2. On considére la forme quadratique sur R? définie pour tout (z,y, z) € R? par

(1)

q(.’E, y,Z) = $2 - 413?/ + 2xz + 2y2 — 2’2

Exprimer ¢ comme combinaison linéaire de carrés de formes linéaires indépendantes.

On applique Dalgorithme de réduction de Gauss. Pour tout (x,y,z) € R3, q(z,y,2) =
(1—2y+2)% —4y? +4yz—22+2y% — 22 = (v—2y+2)?—-2(y> —2yz+2?%) = (v—2y+2)%—-2(y—=2)2.
Par construction, les formes linéaires ¢; : (z,y,2) — x — 2y + z et Uy : (x,y,2) — y — z sont
indépendantes et on a ¢ = (3 — 2/3.

En justifiant les calculs, déterminer une base (ay, as,as) de R? orthogonale pour q.

Comme ¢ et {5 sont des formes linéaires indépendantes, la famille (¢1,f3) est une famille
libre de I’espace dual (R?)*. Notons (e1, €2, €3) la base canonique de R? et (e, e3, e3) la base
duale canonique. On a 1 = e] — 2e5 + ej et fo = e5 — e5. La matrice des coordonnées en

. 1 - 1 .

ligne de /1 et 5 dans la base (e, €5, e3) est <O 12 _1). 11 est facile de compléter cette
1 -2 1

matrice pour obtenir une matrice carrée inversible : la matrice M = [0 1 —1] est
0 0 1

inversible donc la famille (¢1, s, ¢3) avec 3 = e} est une famille libre de (R3)*, donc une
base. Déterminons sa base antéduale, on sait d’aprés un résultat du cours que cette base est
g-orthogonale. On cherche donc une famille (a1, as, az) de R? vérifiant les relations de dualité
li(aj) = 53 Soit IV la matrice des coordonnées en colonnes des vecteurs ai, as, a3z dans la
base canonique (e, €3, e3). Les relations de dualité précédentes se traduisent matriciellement
par MN = I3, donc N est I'inverse de M. Comme M est triangulaire supérieure, on I'inverse

1 -2 1 a x
facilement par remontée : si {0 1 —1 bl =1yl alorsc=z,b=y+c=y+ 2z,
0 0 1 c z
1 2 1
a=2b—c+x=x+2y+z,donc N =0 1 1].Lescolonnesde cette matrice donnent les
0 0 1

coordonnées des vecteurs aq,as, as dans la base canonique (eq,es,e3) : a; = (1,0,0) = ¢4,
az = (27170)a az = (17171)

Exprimer la matrice de ¢ dans la base (a1, as, a3).
La matrice de ¢ dans la base (a1, as, a3) est la matrice (p4(a;, a;j))1<i,j<3 0l @4 est la forme
polaire de g. Comme ¢ = £2 —2¢2 et comme la base (a1, as, az) est g-orthogonale et antéduale

1 0 0
de (£1,05,03), on en déduit que la matrice de ¢ dans la base (aj,az,a3) est [0 —2 0
0 0 0

Identifier le cone isotrope de g.
Soit z = (a, 3,7) un point exprimé dans la base (a1, as,az). On a q(z) = 2(z) — 203(z) =
a? — 2/3? donc z est dans le cone isotrope de ¢ si, et seulement si, o = 242, i.e. a = /26
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ou @ = —/2B. On en déduit que le cone isotrope ¢q de g est I'union des deux plans

{(=v28,8,7), B,7 € RYU{(V28,8,7), 8,7 € R}, ie.
¢q = Vect((—v/2,1,0), (0,0, 1)) U Vect((v2,1,0), (0,0,1)).

ou les vecteurs sont exprimés dans la base (a1, a9, as).

1 0 O
Déterminer une base de R3 dans laquelle la matrice de gest [0 —1 0

0 0 O
Soit afy = %ag. Comme (aj,as,a3) est g-orthogonale et afy est colinéaire & as, la base
(a1,dh,a3) est également g-orthogonale. En outre, g(ab) = $¢(a2) = —1. La matrice de ¢

dans la base (ay, b, a3) est celle demandée.

Exercice 3. Soit B une matrice réelle d’ordre n > 2 telle qu’il existe un réel o > 0 vérifiant

ou <'7

Vr € R", (Bz,z) > afz|?

-} désigne le produit scalaire canonique sur R™ et || - || est la norme euclidienne associée.

Soit 0 € R et (zx)ken la suite de vecteurs définie par

rg € R™ donné
Vk € N, Tpt1 = Tk — Q(Back — b)

On définit pour tout k € N le vecteur résidu rp, = Bxy — b

(1)

Montrer que, pour tout vecteur b € R™, le systéme linéaire Bx = b admet une unique
solution & € R™.
Montrons que B est inversible. Soit  tel que Bx = 0. On a (Bx,z) > o|z||?, donc |z|| = 0,
d’ott & = 0. B est injective, donc bijective.

Remarque : la matrice B n’étant pas nécessairement symétrique, on ne peut pas utiliser
les résultats vus pour les matrices symétriques définies positives. En particulier, B peut
avoir des valeurs propres complexes non réelles.

Montrer que, pour tout & € N, r, = (I, — §B)*rg. On remarque que, pour tout k& > 1,
xp = xp-1—0(Brr_1—b) = 251 —0rp_1. Onadonc ry = Bxy—b= Bxy_1—0Bry_1—b=
Tp—1 — 0Bry_1 = (I, — 0B)rg—1. On en déduit par récurrence que, pour tout k € N,
T = ([n, — QB)kTo.

Justifier que la suite (x)ren converge vers T si, et seulement si, la suite (rg)gen converge
vers le vecteur nul. En utilisant un résultat de cours, en déduire la condition nécessaire
et suffisante que doit satisfaire le rayon spectral p(I, — §B) de I, — 6B pour que la suite
(zk)gen converge vers T.

On a b = Bz donc, pour tout k € N, r, = B(xp—Z). B étant inversible, ’application linéaire
z € R™ — Bz est un homéomorphisme donc r, — 0 < x — z. Comme la suite (ry) vérifie
e = (I, — 0B)Frg, on sait d’aprés un résultat de cours que la suite converge quel que soit
o si, et seulement si, p(I, — B) < 1. On en déduit par équivalence des convergences que
c’est la condition nécessaire et suffisante pour que (xy)ren converge vers T quel que soit xg.

(Question de cours) Rappeler la définition de || - |2, la norme sur M,,(R) subordonnée a la
norme euclidienne sur R™. Montrer que p(I,, — B) < ||I, — 0B||2.

La norme subordonnée || - |2 est définie par

Mz 2
VM € M, (R), |M]l2 = sup | Mz = sup || Mo
zER™, x7#£0 ||CCH2 z€R™, ||z|l2=1

ou || - [|2 est la norme euclidienne sur R™. Pour prouver que p(I,, — 0B) < ||I, — 0B]2,
le plus simple est de passer par la norme | - [l2.c sur M, (C) subordonnée a la norme
hermitienne canonique || - ||2,c sur C™. Soit A une valeur propre (dans C) de I,, — 0B telle

que [N = p(I, —0B) et x € C" un vecteur propre associé. On a ||Mz|2c = ||[Az]2c =
IMzll2,c = p(I, — 0B)||z|l2,c. On déduit de la définition de la norme subordonnée que
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p(I, —0B) < ||I, — 6B|2,c. On utilise alors le fait que, sur M, (R), || - [l2.c = || - |2z, et on
peut conclure que
p(In —6B) < [[In — 6B|2x = |In — 0B]2.
Remarque 1 : rappelons pourquoi, sur M, (R), on a | - |l2,c = || - [l2,r. En effet, si

M € M, (R), alors, d’aprés un résultat vu en cours et comme M* M est une matrice réelle
symétrique, [|[M|2c = p(M*M) = p(M'M) = ||M||2r. Une autre fagon de prouver que
|2.r sur M, (R) fait appel & la complexification de || - ||2,r.

I fl2c =1l

Remarque 2 : on pourrait aussi résoudre 1’exercice en considérant les vecteurs réels dans
C™ et les matrices réelles dans M,,(C) muni de la norme || - |J2,c, les raisonnements qui
suivent sont alors identiques et évitent d’utiliser le fait que || - [l2.c = || - [l2.r sur M, (R).

Montrer que si 6 €]0 alors la suite (x)gen converge vers ZT.

2c [
1Bl
D’aprés les questions précédentes, il suffit que |1, —0B]|2 < 1 pour qu’on ait p(I,, —0B) < 1
qui assure la convergence de la suite (xy)ren vers z. Soit & € R™ tel que ||z]]2 = 1. Comme
(Bz,x) = (x, Bzx), on a

(I — 0B)l3 = |2l13 — 20(Ba, 2} + 0% Ba3
Or (Bz,z) > allz|? et | Bal3 < IBI3|z]3 done
|(I — 0B)al3 < (1 — 200 + 21BIR) 2ll3 = 1 — 260 + 0*| B

En prenant le sup sur tous les x € R” tels que ||z|2 = 1, on en déduit que ||B||3 <
1 —20a + 6%||B||3. Or 1 — 20 + 62| B||3 < 1 si, et seulement si, 62| B||3 — 20 < 0 ce qui,

20 [, alors ||I,, — B2 < 1,

—=. On en déduit que, si 6 €]
B3

pour 6 > 0, équivaut a 6 < 0, 7042
I1BI3

donc p(I, — 0B) < 1, donc (zy)ren converge vers Z pour tout xg.

Exercice 4. On considére un K-espace vectoriel E de dimension finie (K = R ou C) et ¢ une

forme

(1)

quadratique sur F.

Rappeler a quelle matrice simple (forme normale) on peut associer ¢ lorsque K = R, puis
lorsque K = C.
D’aprés les théorémes de classification des formes quadratiques, la forme normale d’une

Is, 0 0
forme quadratique réelleest | 0 —I; 0] ou (s,t) est la signature de ¢. La forme normale
0 0 0

0 0
En déduire que l'ensemble Q(FE) des formes quadratiques sur E vérifie
Q(E) = Vect{f?, f € E*}, ou E* désigne le dual de E.

. I
d’une forme quadratique complexe ¢ est ( r 0) ou r est le rang de q.

Montrons d’abord que Q(E) C Vect{f?, f € E*}. On peut le prouver de deux fagons.

Meéthode 1: L’algorithme de réduction de Gauss permet d’écrire toute forme quadratique
sur £ comme une combinaison linéaire de carrés de formes linéaires indépendantes. Or
une forme linéaire est un élément de E*, d’ou la conclusion.

Meéthode 2: On écrit explicitement cette dépendance. On suppose d’abord que K = R et
dim E = n. Soit ¢ € Q(E) et (s,t) sa signature.

Il existe une base (a1, ..., as, As1y .- Asit, Usitils-- -, ay) de F dans laquelle la matrice
I, 0 0

degest | 0 —I; 0].Soit (af,...,a},a%q,...,0%, 4,05 411,---,a;) labase duale. On
0O 0 O

s+t

déduit de I'expression de la matrice que ¢ = Y7 [aj]* — > 77, [af]?.
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Si K =C etsiqge Q(F) est de rang r, il existe une base (ay,...,ar,@ry1,...,a,) dans
laquelle la matrice de g est (I(; 8) Soit (af,...,ar,a;,q,...,ay) la base duale. On a

9= 22:1[(12]2-
On en déduit dans les deux cas que Q(E) C Vect{f?, f € E*}.
Réciproquement soit ¢ un élément de Vect{f?, f € E*} et £ une base de E. Si tout

éléement x de E est représenté comme x = (x1,...,2,)¢ dans la base &, alors la fonction
(x1,...,2n) = q(x1,...,2,) est une fonction polynomiale homogéne de degré 2 en les
coordonnées (z1,...,2,). C'est donc une forme quadratique.

On conclut que Q(E) = Vect{f?, f € E*}.

Exercice 5. Soit A € M,,(C) une matrice hermitienne. On note Ag,...,\, ses valeurs propres
(pas nécessairement distinctes).

(1) Rappeler pourquoi Ay, ..., A, sont réelles.
Soit A € C une valeur propre de A et x € C™ un vecteur propre associé. On a (Ax, z)c
(Az,z)c = Al|z||3. On a aussi, comme A est hermitienne, (Az, )¢ = (z, A*z)c = (x, Az)c
(z, x)c = A||z||2. Or 2 # 0, donc A = ), donc X € R.

On suppose que A\; < Ay < --- < ), et on considére sur C™ une base orthonormée (py,-- ,pn)
de vecteurs propres associés. Pour k = 1,...,n, on note Vi le sous-espace de C™ engendré par
les vecteurs p;, 1 < ¢ < k. On pose par ailleurs V; = {0}. On appelle quotient de Rayleigh de la
matrice A I'application

Ra:C"\ {0} »C

définie par

x, Az T*Ax

ou (-,-) désigne le produit scalaire hermitien canonique sur C" (linéaire & droite) et x € C™ est
identifié au vecteur colonne de ses coordonnées dans la base canonique de C".

(2) Montrer que, pour tout x € C"*, Ra(z) € R.
On a, pour tout z € C*, (z, Az) = (Ax,z). On a également, comme A est hermitienne,
(x,Az) = (A*z,x) = (Az,z). On en déduit que (r, Az) € R. Comme on a par ailleurs
(z,z) = ||z]l2 € R, on conclut que, pour tout z € C", Rx(x) € R.

(3) Soit U la matrice dont les colonnes sont les coordonnées dans la base canonique des vecteurs

propres pi, - .., pn. Justifier que U est unitaire.
U coincide avec la matrice de passage Matg p(id) entre la base canonique £ de C™ et la
base P = (p1,...,pn). C'est une matrice de passage entre deux bases orthonormées de C"

donc U est unitaire.

(4) Montrer que la matrice D = U*AU coincide avec diag(\q,...,A,) (la matrice diagonale
dont les éléments diagonaux sont Aq, ..., A\,).
On a par définition, pour tout 1 < k < n, App = A\ppg. On reconnait alors les deux matrices
(Apy -+ Apy) = AU et (Mp1 -+ Appn) = UD, donc AU = UD. On multiplie & gauche par
U™ et, comme U est unitaire, on obtient U*AU = D.

(5) Soit y € C™ un vecteur non nul et soit z tel que y = Uz. Montrer que Ra(y) = Rp(2).

_ (y,Ay)  (Uz,AUz) (2,U*AUz) (z,Dz)
Ovalal) =20 ) = 0ets) ~ @0Us  (ma P
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aq

(6) Soit y = Zle a;p; un vecteur de Vj et z tel que y = Uz. Montrer que z = Oak

0

On a U*U = I,, donc, pour tout 1 <i < n, U*p; = e;, ot (eq,- -+, e,) est la base canonique.
aq
o T, k x. k _ | @k
Commey=Uz,onaz=U%=>,  ,o0;U"p; =37 | ae; = 0
0
k
2im1 Ailai]?

(7) En déduire que, si y = Zle a;p; nest pas nul, alors R (y) =

= .
2z |oi|?

041/\1
D )
On a Ra(y) = Rp(z) = <Z’ ;> Or Dz = ako/\k , donc (z,Dz) = Zile Ny =
Z, 2
0
F Xilai|?. En outre, (z,2) = ||z||* = ko a;|?, d’on la conclusion.
Zz_l 1=1

(8) En déduire que, pour tout k =1,...,n,
(a) Ak = Ral(pr).
(b) Ak = maxev,\ (0} Ra(z)
= mi k—1,
(¢) Ak =ming v, _, ez0 Ra(x)
(a) On choisit, pour tout 1 <i <k —1, a; =0, et on pose a = 1 et y = Zle pi = Dk-
k 2
Zi:l Aif o —
e
> ail?
(b) Pour un choix arbitraire de «aq, ..., ax non tous nuls, on a en utilisant A\ < --- < Ay
k 2 k 2
' D ViTe% 1|
Ra(Xi cipi) = M < )\A:E;;%
Dizq lol >ict ol

x € Vi \ {0}, Ra(x) < M. La question précédente permet de conclure que \; =

max;ev;\ {0} a(z).
(¢) La base (p1,...,pn) étant orthonormée, un élément x L Vi_; est de la forme x =

Z?:k )‘i|ai|2
i loul?

= A\r. Et cette borne inférieure est atteinte pour x = pg, on a donc bien

D’aprés ce qui précede, Ra(y) = Ra(px) =

= M. On en déduit que, pour tout

n . s s .
> iz @ip;. En raisonnant comme précédemment, on a, six # 0, Ra(x) = >

A D i lol®
l Z?:k: ‘ai ‘2
)\k = lninchVk717m¢0 RA (33)
(9) En déduire que A\ = mingecn\foy Ra(x) et A = max,ecn\ (0} Ra(w).
On applique (c) avec k = 1: comme Vy = {0} et {0} = C", on a bien A\; = mingecn\ 0} Ra(z).
On applique ensuite (b) avec k = n : comme V,, = C", on a bien \,, = max,ccn\ (0} Ra ().
(10) Déduire de ce qui précéde le résultat suivant (vu en cours) : si M est une matrice quelconque
de M,,(C) alors ||M||2 = v/p(M*M), ou p(-) désigne le rayon spectral et || - |2 est la norme
sur M,,(C) subordonnée & la norme hermitienne canonique sur C™. Si M est non nulle,
comment peut-on écrire || M|z en fonction des valeurs singuliéres de M ?
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On considére la matrice A = M*M. Elle est hermitienne, elle est aussi positive puisque,
pour tout z € C", (Az,z) = (M*Mux,z) = (Mx, Mz) = ||[Mz||3 € RT. Ses valeurs propres
sont donc réelles et positives, on les ordonne : 0 < Ay < --- < \,. En particulier, p(A) = \,,.
On déduit de ce qui précéde que

(x, Ax) (@, M*Mux) | Maz|?

A=)\, = max Ry(r)= max -——-= max -—————— = X
p(A) zeC\{0} a(®) zecm\{0} ||z|]? zeC™\{0} Ilz||? zec\{0} ||lz||?

Mz||? * EREN *
Or [|M3 = sup,ccn g0y L done M3 = p(A) = p(M*M) dou M|l = /p(M*M).
Comme les valeurs singuliéres s1,---, sy de M sont les racines carrées des valeurs propres

non nulles de M*M, on en déduit que, si M est non nulle,

| M]|2 = plus grande valeur singuliére de M.



