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Aucun appareil électronique (en particulier un téléphone ou une calculatrice) n’est autorisé.
Les réponses devront étre rédigées et argumentées avec soin.

L’énoncé comporte 5 exercices indépendants.

Exercice 1. On appelle matrice stochastique une matrice P € M,,(R) telle que

n
Vi,je{l,---,n} Py>0etVie{l,---,n} Y Py=1.
j=1
(1) Montrer que A = 1 est une valeur propre de P et en donner un vecteur propre.

(2) Rappeler pourquoi, si p est une valeur propre de P, alors pour toute norme subordonnée
-1l o a [|Pll = |-

(3) On considére la norme subordonnée co. Montrer que ||Plloc = 1 et en déduire le rayon
spectral de P.

Exercice 2. Soit ¢ : R? — R la forme quadratique définie par la formule
q(z,y,2) = 2% + 2y* + 522 — 22y + 2wz — dyz.

(1) Décomposer ¢ en combinaison linéaire de carrés de formes linéaires linéairement indépen-
dantes. En déduire le rang et la signature de gq.

(2) Déterminer une base de R? orthogonale pour ¢ et donner la matrice de ¢ dans cette base.

Exercice 3. Soit F un espace hermitien de dimension n et F' C E un sous-espace vectoriel de
dimension m. On note pr la projection orthogonale sur F.

(1) Que vaut le rang de pp ?

(2) Soit (e;)1<i<n une base orthonormée de E. Calculer Y 1, |[[pr(e:) |



Exercice 4. Soit E = M5(R) muni du produit scalaire défini par ¢ : (4, B) € E x E ~ tr(A! B).
On consideére le sous-espace vectoriel G = { (_ab Z) , (a,b) € RQ}.

(1) Déterminer une base orthonormée de G*.

(2) Calculer la projection de J = (1 }) sur G+.

Exercice 5.

(1) Soit ¢ une forme quadratique sur un R-espace vectoriel E' de dimension finie. On suppose
que son cone isotrope est réduit & {0}. Montrer que g est soit définie positive sur E, soit
définie négative.

(2) On fixe maintenant E = M, (R).

(a) Soit P € M, (R) une matrice inversible. Montrer que P’ P est une matrice symétrique
définie positive.

(b) Soit S une matrice symétrique définie positive et gs la forme quadratique associée.
Montrer qu’il existe une matrice ) inversible telle que S = Q! Q.

(c) Soit A € M, (R). Montrer que A est diagonalisable si, et seulement si, il existe une
matrice S symétrique définie positive telle que A* = S~1AS.



