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Feuille d’exercices 4 : Déterminants

Exercices a traiter en TD
Exercice 1 Soit n > 1 un entier.
a) Soient a, b, ¢ trois entiers distincts de {1,...,n}. Montrer que (a,b) o (b,c) = (a, b, c).
b) Soit 2 < k < n et soient ay,...,ar k entiers distincts de {1,...,n}. Montrer par
récurrence sur k que
(al, as, ... ,ak) = (al, a2> O-:--0 (ak,l, ak).
¢) En déduire que si o est un k-cycle de &,,, on a e(0) = (—1)F1.

d) Déterminer la signature de 1’élément

(3,4)0(1,2,7) 0 (5,8,9) € Go.

Exercice 2 Calculer le déterminant des matrices suivantes :

1 2 3 0 1 0 1 1 1
A= 4 5 6 B = 1 In3 0 |,C= a b c
7 8 9 V2rm 1 1 b+c a+c a+bd

ou a, b, c sont des réels.

Exercice 3 Calculer les déterminants des matrices suivantes

7T -1 3 ) 1 2 3 1

1 3 5 7 2 3 1 3

A= 4 1 4 6 |’ B= 3 1 2 5

3 -2 -1 -1 2 2 2 2
a —b —c —d

. . 4 . b a *d C t
Exercice 4 Soit (a,b,c,d) € R* et soit M = e d a -l Calculer "M M. En

d —c b a

déduire la valeur de |det(M)|.

Exercice 5 Soit ¢ un nombre réel. Calculer les déterminants des matrices suivantes.
Préciser quelles valeurs de a ces matrices sont inversibles.

1 1 1 1 a 1 cos(a) 1 —sin(a)
A=|1 o« —1|, B=|1 a+1 a+2|, ¢c=| 0o 2 o0
1 a® 1 1 a+2 2a+4 sin(a) 0 cos(a)



Exercice 6 Soient a, b, c,d des nombres réels et soit n > 1 un entier. Calculer le déter-
minant des matrices suivantes. Pour quelles valeurs de a, b, ¢, d sont-elles inversibles ?

S

Il
Q Q Q2 2
QL O >
QO o
QL O >
Q Q@ @ <
QL TR
Q@ Q2
> Q 2 2

Exercices supplémentaires d’entrainement

Exercice 7 Calculer les racines du polynéme

r+2 20+3 3x+4
Pz)=2z+3 3z+4 4z+5
3r+5 dxr+8 10z +17

(on pourra commencer par simplifier le déterminant par des opérations sur les lignes).

Exercice 8 a) Développer les polynémes en x suivants :

r a a a
r a a
a xr a a
Qi(z)=la z a|, Q2x)= .
a a T a
a a x
a a a T
b) Proposer une formule pour le déterminant suivant :
T a a
a x a
a a x
Exercice 9 (Déterminant de Vandermonde) Soient x1,za,: -+ ,z, des réels. Pour j =
. i—1 i
1,---,n, on note v; le vecteur de R™ de coordonnées (z7 - -+ ,z4~1). On veut calculer
le déterminant V' (n) de la famille (v, va, -+ ,vp).
n—1
1 = Ty )
1 To - xg_
V(n) = . .
1 =z, xn—t
a) Exprimer det(vy, vy — xpv1,v3 — Tpv2, -+ , Uy — TpU,—1) en fonction de V(n).

b) En déduire une relation de récurrence entre V(n) et V(n — 1).



c¢) Calculer V(n).

d) En déduire les déterminants

1 2z - nat 1 oy +1 - 2l gn—1
1 2z --- nah ! 1 xo+1 - 2 t4n—1
1 2z, - na?! 1 zp+1 - 2 l4n-1

Exercice a préparer pour la semaine suivante

a b c
Exercice 10 Soient a,b,c,d,e, f € R avecadf A0 et soit A=]0 d e
00 f

a) Déterminer la comatrice de A.

b) Calculer I'inverse de A en utilisant la formule de Cramer.

Exercice 11 Pour tout entier n > 1, on pose

111 1
1 2 2 2
A, = 1 2 3 3
1 2 3 .-+ n

a) Par des opérations sur les lignes de A,,, montrer que, pour tout n > 2, on a det(4,,) =
det(An_l).

b) En déduire la valeur de A,, pour tout entier n > 1.



