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1 Espaces vectoriels et applications linéaires

Dans ce cours, la lettre K désigne 'ensemble Q des nombres rationnels ou I’ensemble
R des nombres réels ou I’ensemble C des nombres complexes.

1.1 Espaces vectoriels

Z1
Soit n € N un entier. On note R"™ I’ensemble des n-uplets | : | ol z1,..., 2, sont
xn
des nombres réels. Cet ensemble est muni de deux opérations
T Y1 1+
— laddition : siv=| : | etw=| : |, onposev+w= : ;
Tn, Yn Tn + Yn
1 Az
— la multiplication par un scalaire A€ R:siv=| : |, on pose A-v =
Tn, ATp,
Ces opérations ont les propriétés suivantes. Notons, pour des raisons de référence dans
0
la suite, K =R, E=R" et Og = | : |. On vérifie alors les propriétés suivantes.
0
ExFE — E KxFE — FE
(v,w) — v+w (ANv) — Ao

Ces deux lois doivent vérifier les propriétés suivantes

a) La loi + est associative :
Vu,v,w € E, (u+v)+w=u+ (v+w).
b) La loi 4+ est commutative :

Yo,w e E, v4+w=w++v.



c¢) Il existe un unique élément neutre Op € E pour la loi + :
Yve E, v+0g=0g+v=nu.
d) Tout élément v € E possede pour symétrique —v = (—1)-v € E :
v+ (—v) = (—v) +v=0g.
e) La loi - est distributive par rapport aux lois + de F et K :

Ve K, Yo,weE, X (v+w)=A-v)+ (A w)
VA pe K, VoE, (A+p)-v=OAN-v)+ (u-v).

f) La loi - est compatible & la multiplication dans K :
Vape K, YveE, A (u-v)=Au)-v, 1l-v=u.

Voici un autre exemple. Rappelons que K désigne Q, R ou C.

Définition 1.1. Soient m > 1 et n > 1 deuzx entiers. Une matrice de taille m X n a
coefficients dans K est un tableau rectangulaire A ayant m lignes et n colonnes contenant
des éléments de A. On note a;; ses coefficients et on les indexe de la facon suivante

a1 a1r2 - Qln
a1 Q22 e az n
A= (ai,g)lgigm -
1<j<n
am,1 Gm,2 " amn

On note M, ,,(K) I'ensemble des matrices a m lignes et n colonnes. On définit les
opérations suivantes :
— A= (ai,j)1<i<m7 B = (bi,j)lgz‘gm, alors C=A+4+BouC = (am‘ + bi,j)1<i<m-
1<j<

1<j<n 1<j<n <n
— A= (a¢7j)1<i<m, A E K, alors A+ A = (Aai,j)1<i<m-
1<ysn 1<jsn

Alors en posant ' = M, ,(K), les propriétés a) a f) sont vérifiées.
Si m = n, une matrice de My, (K) = M, ,(K) est appelée matrice carrée de taille

n.

Définition 1.2. On appelle K-espace vectoriel, ou simplement espace vectoriel, un
ensemble E muni de deux opérations

ExXE — FE KxE — FE
(u,v) +— u+wv Av) — Ao

vérifiant les propriétés a) a f).



Les éléments de ’ensemble E sont appelés vecteurs et les éléments du corps K sont
appelés scalaires. Il faut bien prendre garde au fait que les lois + et - sont définies sur
des ensembles différents. La loi + part de deux vecteurs et produit un vecteur alors que
la loi - part d’un scalaire et d’un vecteur et produit un vecteur. Si A est un scalaire et
v un vecteur, il faut imaginer le vecteur A - v comme étant le vecteur v dilaté au moyen
du coefficient A.

Remarque 1.3. Soit F un K-espace vectoriel. Siv € E, ona 0-v+0-v = (0+0)-v = 0-v.
On en déduit 0-v = O pour tout v € E.

Si (v1,...,v,) est une famille d’éléments de E, on appelle combinaison linéaire de
V1,...,U, un élément de la forme Ay -v1 + -+ Ay - v, pour Aq,..., A\, € K.

1.2 Bases et coordonnées

Soit £ un espace vectoriel.

Définition 1.4. On appelle famille génératrice de E une famille finie de wvecteurs
(v1,...,vy,) telle que tout vecteur de E est combinaison linéaire de vi,...,v,. On dit
qu’un espace vectoriel est de dimension finie s’l posséde une famille génératrice finie.

0

Exemple 1.5. Si F = K", pour 1 < i < n, notons e; I’élément | 1 | ot 1 apparait sur

la i-ieme ligne. Tout élément de E peut s’écrire
I
=x1-€1+x2e2+ -+ Ty ep
xn
donc (eq,...,ey,) est une famille génératrice de K™.

Dans I'exemple précédent, on a envie de dire que K" est en fait de dimension n. Pour
définir correctement la notion de dimension, il est nécessaire d’introduire les notions de
familles libres et de bases.

Définition 1.6. Soit (v1,...,v,) une famille finie d’éléments de E. On dit que la famille

(v1,...,0,) est libre si pour tout n-uplet de scalaires (A1,...,\p,) € K™, on a
)\1‘U1+“'+)\n'vn:0E:>)\l :)\2::)\n:0
Autrement dit, la seule combinaison linéaire nulle des vecteurs vy, ...,v, est la combi-

naison dont les coefficients sont nuls.



Exemple 1.7. Si E = K", la famille (ej,...,e,) est libre. En effet, supposons que
Ar-ep—+ -+ Ay - en = Ogn, alors

A1 0

: =Aer+- -+ Ay ey =0rn = |

An 0
donc Ay =---= X, =0.

Définition 1.8. Une base de F est une famille finie d’éléments de E qui est a la fois
libre et génératrice.

Exemple 1.9. Dans R", la famille (e, ..., e,) est une base appelée base canonique.

Soit B = (v1,...,v,) une base de F et soit v € E. Comme la famille B est génératrice,
il existe des scalaires x1,...,x, tels que v = 1 - vy + -+ - + Ty - v,. Comme de plus la
famille B est libre, les scalaires x1,...,x, sont uniquement déterminés par v. On les
appelle les coordonnées de v dans la base B.

Il peut étre commode, du point de vue du calcul matriciel, de noter les coordonnées
d’un vecteur sous forme de vecteur colonne. Si E est un espace vectoriel, B une base de
FE et v € E, on note

I
[v]s =
In

le vecteur colonne des coordonnées de v dans la base B.

X1
Exemple 1.10. Notons Bean = (€1, . . ., €,) la base canonique de K™. Siv = | : | € R",
In
on a
V=Xx1-€1+ - Ty-Ey
donc les scalaires x1,...,z, sont les coordonnées du vecteur (x1,...,z,) dans la base
Bean. Ainsi on a
Z1 1
T T
n Bcan n

Mais attention, il existe bien d’autres bases dans R™ et cette égalité ne vaut que pour la
base canonique !

Exemple 1.11. Soit E = K?2. Posons u = (1) et v = ( 11>. La famille (u,v) est libre.

En effet, si x-u+y-v = 0g2, alors

T+y 0 r+y =0 z =0
= - =
rT—Y 0 rz—y =0 y =0



De plus si x,y € K, on a

T\ T+Y T —y
<y>_ 5 u+72 v

Ainsi la famille (u, v) est génératrice. C’est donc une base de K?2. De plus, les coordonnées

du vecteur ;j) dans la base (u,v) sont z,y. On a donc

).~ (2)

Exemple 1.12. Soit m,n > 1 deux entiers. On note E; ; € My, ,(K) la matrice dont
toutes les entrées sont nulles, sauf 'entrée sur la i-éme ligne et j-éme colonne qui vaut
1. Par exemple, sim =2 et n = 3,

1 0 0 000 00 0
E“_(o 0 0)’ E2’1_<1 0 o)’ E2’3_<O 0 1)'

La famille B = (E1,1, E1 2, E13, E21, E22, E2 3) est une base de Mg 3(K) et on a

a1 ar2 ais
a1 Q22 0a23

) =a11-Ei1+aip-Eip+ - +azsz- Ea3.

ai1
ai,2

. .| fa11 a1 a13 a3
Ainsi =

az1 G2 G23) |, az 1

a2

a3

Exemple 1.13. Soit K[X] I'ensemble des polynémes en une variable a coefficients dans
K. Sin >0, on note K,[X] I’ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal a n. La
famille B = (1, X, X2..., X") est une base de K,[X]. De plus on a

ao

ay
lap+ a1 X + -+ a, X"|p =

an

Théoreme 1.14. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.
1) Il existe au moins une base de E.
2) Toutes les bases de E ont le méme nombre d’éléments.
3) On peut toujours compléter une famille libre de E en une base.

4) On peut toujours extraire une base d’une famille génératrice de E.



Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie. La longueur d’une base de E
est appelée dimension de E. On la note dimg E (ou encore dim E lorsque le corps des
scalaires est défini sans ambiguité).

Exemple 1.15. L’exemple 1.9 montre que la famille des vecteurs élémentaires (eq, . . ., e,)
est une base de K", on en conclut que dimg K™ = n.

Exemple 1.16. Dans 'exemple 1.12, on a vu que la famille (Ey 1,. .., E23) est une base
d eMa 3(K). Ainsi dimg My 3(K) = 6. Plus généralement, on a dimg M, ,(K) = mn.

Exemple 1.17. Dans I'exemple 1.13, on a vu que la base (1, X,X?2,..., X") est une
base du K-espace vectoriel K,[X]. On en conclut que dimg K, [X]| =n+ 1.

1.3 Produit matriciel, changement de base

Rappelons que 'on peut multiplier les matrices.
SiAe Myn(K)et Be M,,(K), on définit le produit de A avec B par
AB = (¢i,j)i<ism € Mmp(K)

I<ysp

ou Cij = 2221 ai7kbk7j.
Proposition 1.18. Si A € M, ,(K), B € M, ((K) et C € My, (K), on a

— A(BC) = (AB)C;

— A(B+C) = (AB) + (AC) ;

— (A+ B)C = (AC) + (BC) ;

— si A€ K, on a A(AB) = (AMA)B = A(\B).

Sin > 1, on note I, la matrice (a;;)1<i<n de My (K) définie par a; ; =0sii# j et

1<y<n

a;; = 1 si i = j. On l'appelle la matrice identité. On vérifie que Al,, = A = I,, A pour
toute matrice A € My, ,(K).

Remarque 1.19. Le produit matriciel n’est pas commutatif. Voici un exemple dans

Mo(K) : (g ;) (g ;>7é(8 3) (g ;>>'

Définition 1.20. Une matrice A € M, (K) est dite inversible s’il existe une matrice
B € My, (K) telle que AB = BA = I,. Si elle existe, la matrice B est unique et est
appelée inverse de A. On la note alors A~".

Si A et B sont inversibles alors AB est aussi inversible et

(AB)"'=pB7tA™L



Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n. Soient B et B’ deux bases de E.
La matrice de passage de B & B’ est la matrice carrée de taille n dont la j-éme colonne
est donnée par les coordonnées du j-éme vecteur de B’ dans la base B. Autrement dit,
siB=(vi,...,v,) et B = (v],...,0v)), et que

e n
n
. /
V1 g ,7 g n, Uj = Zai,jviu
=1

alors
P=Pf = Pscp = (ai)1cicn = (il -+ [v}]s).
1<y<

SYS

Proposition 1.21. Siv € E, on a alors
[v]g = Ppp[v]5r-

I Tq
Démonstration. En effet, supposons que [v]g = | : | et [v]g = | : |, cest-a-dire

Tn x
v =300 T = DG T

Comme U;- = > i1 @i v, on en conclut

n

n n n
T;V; = l‘j CLL]"Ui = aiijj V;.
i=1

j=1 =1 i=1 \j=1
Comme (v1,...,v,) est une base de E, on a bien
n
- /
Vi<i<n, x;= Zamxj
i=1
c’est-a-dire [U]B = PB(—B/ {’U]B/. O

Si B, B’ et B” sont trois bases de E, on a alors
P pr = PppPpep.
Remarque 1.22. Si B= B, on a Pg. 5 = I,. On a donc, en général
Pg. g Ppop= Pgep = In.

Ainsi la matrice Pg.p est inversible et Py, iB’ = Pgi_ 5.



1.4 Applications linéaires

Soient E et F' deux espaces vectoriels.

Définition 1.23. Une application linéaire de E dans F' est une application f de E& dans
F telle que

— Yo,w, flv+w) = f(v)+ f(w);
— YAe K, YweE, f(A-v)=X-f(v).

Si E et F sont deux espaces vectoriels, on note L(E, F') 'ensemble des applications
linéaires de E dans F'.

Lorsque E = F, on note L(F) = L(E, E). Un élément de L(F) est appelé endomor-
phisme de E.

Exemple 1.24. L’application f : R? — R? définie par f <<§>> = (yx_:_zl;> est

linéaire.

Si f et g sont deux applications linéaires de F dans F', on note f + g 'application
de E dans F' définie par

Vo e E, (f+9)(v) = f(v) +9(v).

Il s’agit d’une application linéaire de E dans F. De méme si A € K, on note A - f
I'application de E dans F' définie par

YoeE, (A f)lv)=X-f(v).

Il s’agit encore d’une application linéaire de £ dans F. Muni des opérations + et -
définies ci-dessus, I'ensemble £(E, F') est un espace vectoriel.

Soient E et I’ deux K-espaces vectoriels de dimension finie. On fixe By = (v, ..., vy)
une base de E et Bp = (w1, ..., wy,) une base de F. Soit f € L(E, F) une application
linéaire de £ dans F. Pour 1 < j < n, on note (a; ;)i1<i<m les coordonnées de f(v;) dans
la base Bp. Autrement dit

ai,j
f(vj) = a1 jwr + - + amjw, ouencore [f(v;)] =
am?]
La matrice de taille m x n de termes (ai7j)1gigm est appelée matrice de f dans les bases

1<g<n

Bg et Bp. On la note Mat(g, 5,)(f). Si £ = F' et Bp = Bp, on note Matg,(f) =
Mat (5,55 (f)-
Remarque 1.25. D’autres notations sont parfois utilisées pour la matrice Mat s, 5,.) (f)-

On peut la noter Matg, 5, (f) ou encore Matg,. 5, (f). La derniére notation est par-
ticulierement bien adaptée aux formules de changement de base et de composition.



Proposition 1.26. Soit f € L(E, F). Soit B une base de E et soit Br une base de F.
Alors, pour tout v € E, on a

[f(v)]Br = Mat(s, 5, (f)[v]Bs-

Remarque 1.27. On note Idg ’endomorphisme identité de ’espace vectoriel F, c’est
Papplication linéaire de E dans F définie simplement par Idg(v) = v pour tout v € E.
Si B est une base de E, on vérifie facilement que Matg(Idg) = I,,. Il faut prendre garde
au fait que si B et B’ sont deux bases de E (potentiellement différentes), alors

Mat g ) (Idg) = Psp(= Matp 5(Idg)).

1.5 Composition des applications linéaires

Soient E, F et G trois espaces vectoriels. Si f € L(E, F) et g € L(F,G), application
composée g o f est une application linéaire de E dans G.

Proposition 1.28. Soient E, F' et G trois espaces vectoriels de dimension finie. Soient
Br une base de E, Br une base de F' et Bg une base de G. Alors si f € L(E,F) et
g€ L(F,G), ona

Mat(, 5,)(9 © f) = Mat(s, 5.)(9) Mat (s, 5. (f)-

Ou encore, en notations alternatives

MatggeBg(g 0 f) = Matp,esy(9) Matg, s, (f).

Définition 1.29. Une application linéaire f de E dans F' est appelée isomorphisme si
elle est bijective.

Si f est un isomorphisme de E dans F son application réciproque f~! de F dans F est
linéaire et bijective et est donc également un isomorphisme. Rappelons que I’application
réciproque f~! d’une application bijective est I'unique application telle que fof~! = Id.
On a alors, de facon équivalente, f~'o f = Id.

Si f est un isomorphisme de E dans F, si B est une base de E et Br une base de
F', on a alors

Ma‘t(BE,BF)(f) Ma’t(BF,BE)(f_l) = Ma’t’BF (IdE) = In

Ainsi Matg, 5,)(f) est inversible et son inverse est Mat(z, 5,)(f ). La réciproque est
vraie également.

Proposition 1.30. Soit B une base de E et soit Br une base de F. Une application
linéaire f de E dans F est inversible si et seulement si Matg, 5,)(f) est inversible.
Dans ce cas

Mat (g, 5. (f) " = Mat(g, 5, (f )



Proposition 1.31. Soient By et By, deuz bases de E et B et By, deuz bases de F. Si
feL(EF), ona

Mats, 5,)(f) = P1§F1<_B/F Mat(s,, 5) (f) Py B, -
En particulier, si E = F, Bg = Br et By = B, on a
Matg (f) = PB_E1<_B/E Matg, (f)Psye 8, -
Démonstration. On peut en effet écrire

Matg, 5,)(f) = Matg . (Idp o foldp)
= Matp, . g, (Idr) Matp, 5, (f) Matp, s, (Idg)
= Py, « 5 Matg, 5, (f)Psyen,

~1
= Pg, i, Mat(s, 5) (f) Ppen,

ou l'on a utilisé les résultats de la proposition 1.28 et des remarques 1.27 et 1.22. O

1.6 Sous-espaces vectoriels

Définition 1.32. Soit E un K-espace vectoriel. Un sous-K -espace vectoriel de E (ou
simplement sous-espace vectoriel lorsque K est sous-entendu) est une partie F' de E
vérifiant

(Z) Op € F;

(ii) pour tous v et w dans F, on av+w € F;

(iii) pour tout v dans F et tout A dans K, on a Av € F.

T1
Exemple 1.33. Dans R3, 'ensemble des éléments | 9 | vérifiant la relation 2z +3xo +
3
5xs = 0 est un sous-espace vectoriel. Il s’agit d’un exemple de sous-espace vectoriel défini
par une équation.

1 2
Exemple 1.34. Dans R3 posons v = | 2| et w = [ 7|. Alors ’ensemble
3 3
A+ 2u
M+ pw | (A p) €R? = | 20+ 7p | | (A, p) € R?
3N+ 3u

est un sous-espace vectoriel de R3. Il s’agit d’un exemple de sous-espace vectoriel engen-
dré par une famille de vecteurs, ici les vecteurs v et w.

10



Plus généralement si vy,...,v, € E, on note Vect(vy,...,v,) ensemble des com-
binaisons linéaires des vecteurs vq,...,v,. C’est un sous-espace vectoriel de E appelé
sous-espace engendré par vy, ..., Up.

Définition 1.35. Si FE et F sont deux espaces vectoriels et si f est une application
linéaire de E dans F', on note Im f "image f(E) de f et Ker f le noyau de f, c’est-d-
dire lensemble f1({0p}) = {x € E| f(z) = 0p}.

On vérifiera a titre d’exercice que Ker f est un sous-espace vectoriel de E et que Im f
est un sous-espace vectoriel de F'.

Proposition 1.36. Si f est une application linéaire entre deux espaces vectoriels, alors
f est injective si et seulement si Ker f = {Og}.

Démonstration. Si f est injective, alors Ker f est réduit a {Og}. Réciproquement sup-
posons que Ker f = {Og}. Si x et y sont deux éléments de E tels que f(z) = f(y), alors
f(x) = f(y) = Op. Par linéarité de f, on a alors f(z —y) = Op et donc = — y € Ker f.
Ainsi on doit avoir x — y = Og, c’est-a-dire x = y. On a prouvé que l'application f est
injective. O

La dimension de I'espace vectoriel Im f est appelé le rang de f et est notée rg f.
Ainsi on a, par définition, rg f = dimIm f.

Théoréme 1.37 (Théoreme du rang). Soit E un espace vectoriel de dimension finie et
soit F' un espace vectoriel. Si f est une application linéaire de E dans F, alors Im f est
un sous-espace vectoriel de dimension finie de ' et on a

dimIm f = dim £ — dim Ker f.

Exemple 1.38. Considérons I'application linéaire f : R? — R? définie par

()= ()

, . 212 x . .
Déterminons son noyau. Un élément y) € R? est dans le noyau de f si et seulement si

il est solution du systeme d’équations linéaires homogene

x+y =0 r+y =0 x =0
= -
2r+y =0 x =0 y =0.
Ainsi Ker f = 0 et Papplication f est injective. Le théoréme du rang (théoreme 1.37)
nous donne alors rg f = 2.

11



1.7 Sommes de sous-espaces vectoriels

On peut effectuer des opérations sur les sous-espaces vectoriels afin d’en produire de
nouveaux.

Si E est un espace vectoriel et si F et F5 sont deux sous-espaces vectoriels, 'inter-
section F7 N F5 est un sous-espace vectoriel de E. L’ensemble

F1+F2:{U+’LU|(U,’LU)€F1 XFQ}

est un sous-espace vectoriel de E appelé somme des sous-espaces F; et F5. Plus généra-
lement, si FY,..., F, sont des sous-espaces vectoriels, la partie

i+ 4+ FE,={vn+-+uv,| (v1,...,0n) € F1 X - x F,}
est un sous-espace vectoriel de E appelé somme de la famille de sous-espaces (F1, . .., Fy,).

Soit F un K-espace vectoriel, ainsi que F; et Fo deux sous-espaces vectoriels de F.
Par définition, tout élément de F; + Fy s’écrit sous la forme v +w avec v € Fy et w € Fo.
Cette écriture n’est pas toujours unique. Considérons par exemple le cas de E = R? avec

e [ (3 (1) e ( 2] (2]) ern e e
()= ()= () =)

Cependant lorsque cette décomposition est unique, on dit que les sous-espaces Fi et Fh
sont en somme directe. Plus généralement, on peut définir la notion de somme directe
pour une famille finie de sous-espaces vectoriels.

Définition 1.39. Soit E un espace vectoriel. Si Fy, ..., F, sont des sous-espaces vecto-
riels de E, on dit qu’ils sont en somme directe si tout élément v € F1 + --- + F,, s’écrit
de fagon unique sous la forme r = vy + - -+ v, avec v; € F; pour 1 < ¢ < n. Lorsque tel
est le cas, on note également Fy @ --- @ F,, le sous-espace vectoriel Fy + --- + F,.

Pour vérifier que des sous-espaces vectoriels sont en somme directe, on peut utiliser
le critére suivant.

Proposition 1.40. Les sous-espaces F1+-- -+ F,, sont en somme directe si et seulement
st pour tout (vi,...,v,) € Fy X -+ X Fy, Uégalité vy + - - - + v, = 0 implique v1 = vy =
s =vp, =0g.

Démonstration. Le sens = est immédiat, il s’agit juste d’appliquer la définition d’une
somme directe a la décomposition de I’élément 0. Montrons que si ’égalité vy + --- +

v, = Op implique v1 = vg = -+ = v, = 0 pour tout (vi,...,v,) € F1 X -+ X Fp,
alors les sous-espaces Fi,...,F, sont en somme directe. Il faut donc prouver que si
(V1,...,0) € F1 X -+- X F, et si (wy,...,w,) € F} X --- x F, vérifient

v+t v, =w 4+ wy, (1)

12



alors v; = wy,...,v, = wy. Pour cela, réécrivons ’égalité (1) sous la forme
(01 —wi) + (v2 —w2) + - + (vp —wpn) = Op.

L’hypothese implique alors v; —wy = - - - = v, — w, = 0, c’est-a-dire vi = wy,...,v, =
Wi, - O

Le cas de deux sous-espaces vectoriels est particulier.

Proposition 1.41. Soit E un K-espace vectoriels et soient Fy et Fy deur sous-espaces
vectoriels de E. Alors Fy et Fy sont en somme directe si et seulement si F1 N Fy = {0g}.

Démonstration. Supposons tout d’abord que F; et F, sont en somme directe. Soit v €
FiNFy. Alors O = v—v = 0g — 0. Comme F; et F5 sont en somme directe, une
telle décomposition est unique, ainsi v = Og et donc F; N Fy» = {0g}. Réciproquement
supposons Fy N Fy, = 0. Soit (v1,v2) € Fy X Fy tel que v; + v2 = 0g. On a alors
v1 = —vy € Fy, donc v1 € F1 N Fy et donc v;1 = 0. On en déduit vo = 0. Ainsi la
proposition 1.40 implique que Fj et F5 sont en somme directe. O

Remarque 1.42. Attention, la proposition 1.41 ne se généralise pas verbatim au cas
deux n sous-espaces vectoriels avec n > 3. Considérons par exemple le cas de E = R?,

Fi1 = Vect ((é)), Fy = Vect <<(1)>> et F3 = Vect (G)) On vérifie que F1 N Fy =

Fy N F3 = Fy N F3 = {Og2} (en particulier F} N Fy N F3 = {Or2}). Pourtant ces trois
sous-espaces ne sont pas en somme directe puisque

(=t (1) 3)+ 2) o

Proposition 1.43. Soit E un espace vectoriel et soient F' et G deuzx sous-espaces vec-
toriels de E. Si F' et G sont de dimension finie, alors F+G et FNG sont de dimension
finie et on a

dim(F + G) =dim F +dim F — dim F N G.

Proposition 1.44. Soit (Fy, ..., F,) une famille de sous-espaces vectoriels de dimension
finie de E. Si ces sous-espaces sont en somme directe, alors pour toute base By de Fy, Ba
de Fs,.... B, de F,, la famille B obtenue en concaténant By, Bs,...,B, est une famille
libre de E. St de plus F} ® --- @ F,, = E, alors B est une base de E.

Proposition 1.45. Soient F1i,..., F, des sous-espaces vectoriels de dimension finie de
E. Ces sous-espaces sont en somme directe si et seulement si

n
dim(Fy + -+ F,) = ) _dim F,.
=1
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1.8 Outils pratiques

Soit A = (a;j) € Mmn(K) une matrice. Le systéme linéaire homogéne associé est le
systeme
ajir1+ -+ apr, =0

am1T1 + -+ amnTy = 0.

La méthode du pivot permet de ramener ce systéme a un systeme de la forme

To(1) + b12T502) + -+ + D1 nTo(n) =0

0 + 'IO‘(Q) + b2,3x0(3) + e+ b2,n;1;o_(n) =0

0+0+4 2,0 +--- =0 (2)

O+"'+0+$g(r)+"'+br,nxa(n) =0
OU Ty(1), -+, Ty(n) €St une permutation des variables z1,...,z, et r est un entier 0 <
r < n. On dit que le systeme a été mis sous forme échelonnée. Soit 0 < r < n Uentier tel
que les variables x, (1), ..., Zy(,;) apparaissent sur la diagonale du systeme échelonné. Les
variables (1), ..., T () sont appelées les variables principales et Ty(pi1), .-, To@mn) les

variables libres. On peut alors extraire les informations suivantes du systéeme mis sous
forme échelonnée :

— le range de la matrice A est r, le nombre de variables principales ;

— on obtient une base du noyau de A en considérant (X1, ..., X, _,) ou X; est 'unique
solution du systeme telle que z,(,4) = 1 et 25415 = 0 pour 1 < j < n—r et
J#Fi

— on obtient une base de 'image de A en prenant

(Aea(l), ce ,Aeg(r))

(on rappelle que (e, ..., e,) désigne la base canonique de R").

Ces techniques peuvent s’appliquer au calcul du rang, du noyau et de 'image d’une
application linéaire entre espaces vectoriels de dimension finie. Soient E et F deux es-
paces vectoriels de dimension finie. Soit f € L(R, F'). On fixe B une base de E et Bp
une base de F. Posons A = Matg,. s, (/). On a alors

— 1g(f) = rg(A), ou rg(A) peut se déterminer par la méthode du pivot comme ci-
dessus;

— soit (Xq,...,X,—,) une base de Ker(A), on obtient une base de Ker(f) en prenant
(V1. .., Up—r) telle que [vi]g, = Xi;

— soit (Y1,...,Y;) une base de Im(A), on obtient une base de Ker(f) en prenant
(v1,...,v,) telle que [v;]p, =Y.

14



2 Le groupe symétrique

2.1 Définition

Soit X un ensemble. Une permutation de X est une application bijective f : X — X.
L’ensemble des permutations de X est noté &(X). Comme la composition de deux
applications bijectives est encore bijective, si f et g sont deux permutations de X, leur
composée f o g est encore une permutation de X. On a donc définit une opération sur
Pensemble &(X) : 'opération de composition qui prend deux éléments f et g de &(X)
et en fournit un troisieme f o g.

Nous nous intéresserons désormais uniquement au cas ou ’ensemble X est ’ensemble
{1,2,...,n} des entiers de 1 & n pour un entier n > 1.

Définition 2.1. On appelle groupe symétrique et on note &,, l’ensemble permutations
de lensemble {1,... ,n}.

Une fagon standard de décrire une permutation o est de ’écrire sous la forme d’un
tableau a deux lignes, la premiere ligne étant la liste 1,2,...,n et la deuxieme la liste
0(1),0(2),...,0(n). Voici un exemple si n = 4. La permutation

1 2 3 4
21 4 3

1—2
21
3—4
4—3

est la permutation

Théoréme 2.2. Soit n > 1 un entier. L’ensemble &, est fini de cardinal n!.

Démonstration. 1l faut compter combien de permutations de ’ensemble fini {1,...,n}
sont possibles. Se donner une permutation de {1,...,n} revient & se donner n entiers
o(1),...,0(n) deux & deux distincts et compris entre 1 et n. Il y a donc n choix possibles
pour o(1). Une fois (1) choisi, il n’y a plus que n — 1 choix pour ¢(2), puis n — 2 choix
pour ¢ (3) etc. et une unique possibilité pour o(n). Au final, il y a donc n(n—1)(n—2)---1
choix possibles de permutations de {1,...,n}. O

2.2 Exemples d’éléments

Sil< i< j< n,onnote (i,j) 'unique permutation de {1,...,n} qui échange i et
j et fixe tous les autres éléments. Une telle permutation s’appelle une transposition.
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Si 2 < k < netsiay,...,ar sont des éléments distincts de {1,...,n}, on note
(a1,...,ax) la permutation o définie par

o(ay) = ay
O'(ag) = as
olag) = aq
o(x) =xsiz ¢ {a,...,ar}.

Une telle permutation est appelée un k-cycle.

Remarque 2.3. Les 2-cycles sont exactement les transpositions.

en=(1 5 3) wao=(3 13

2.3 Structure de groupe

Exemple 2.4.

La loi de composition o de &,, posséde une propriété importante : elle est associative.
Ce la signifie que, pour o1, 09,03 dans &,, on a

010 (03 003) = (01 0032) 0 03.
Démontrons-le.

Proposition 2.5. La loi de composition de &,, est associative.

Démonstration. Rappelons que par définition, la permutation o o o9 est la permutation
définie par (o1009)(z) = 01(02(x)). Le principe de la démonstration est donc de calculer,
pour tout € {1,...,n}, les éléments (o1 0(02003))(x) et ((o1002)003)(x) et de vérifier
qu’ils sont égaux. Commencons par

(010 (02003))(x) = 01((02 0 03)(x)) = 01(02(03(7))).
Et finissons par
((01002) 0 03)(x) = (01 0 02)(03(x)) = T1(02(03(2)))-

On a donc (010 (02003))(x) = ((61002) 0oo3)(x) pour tout x € {1,...,n}, ce qui signifie
que o1 0 (09 003) = (01 0 02) 0 03. O

L’application identité Idy; 3 (que nous noterons simplement Id par la suite) est
une permutation de X et vérifie o0 o Id = ¢ = Idoo. On dit que c’est un élément neutre
pour la loi o.
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Si ¢ € &, lapplication réciproque o~ ! est un autre élément de &, qui vérifie
cgoo t=0"log=1Id.

Ces observations peuvent se résumer en disant que la paire (S, 0) est un groupe.
Définition 2.6. Un ensemble G muni d’une loi de composition interne x est appelé un
groupe St

(i) la loi % est associative : a * (b c) = (a*b) * ¢ pour tous a,b,c dans G ;

(ii) la loi x posséde un élément neutre e € G : exa = ax*e = a pour tout a € G ;

1 1

(iii) tout élément a de G posséde un symétrique a=! pour x :a*xa ' =a"lxa=e.

Exemple 2.7. La paire (&,,0) est un groupe. Si F est un espace vectoriel, la paire
(E,+) possede également une structure de groupe.
Ainsi tout élément possede un inverse et (&(X),0) est un groupe.

Exemple 2.8. Considérons les éléments de S3

(123 , (1 2 3
7= \l2 3 1) 27\ 21 3

et calculons coo’. Ona (coo’)(1) =0(2) =3 et (6 00')(2) =0(1) =2. Comme oo’
est une permutation, on a nécessairement (o oo’)(3) =1 :

155 24% 3
2=1—2
331
1 2 3\ 1 2 3
!/ : 9 . 4ot / _
et donc o0 oo’ = <3 9 1). A titre d’exercice, vérifier que o'c = 1 3 9 . On

remarque que o o o' # o' o o, le groupe S3 n’est donc pas commutatif! L’ordre de
composition est donc tres important.

Lorsqu'un groupe (G, *) vérifie de plus la propriété a * b = b * a pour tous a, b dans
G, on dit qu’il est commutatif. On vient de voir que le groupe S3 (et par extension le
groupe &,, pour n > 3) n’est pas commutatif.

Théoreme 2.9. Tout élément de S, s’écrit comme un produit de transpositions.

Démonstration. Pour n > 2, soit H, I’hypothese de récurrence « toute permutation de
{1,...,n} est un produit de transpositions ». Alors Ha est vrai car Sy = {Id, (12)}.
Supposons H,, vrai et démontrons H, 1. Soit o € &, 11 et posons

, o sio(n+1)=n+1
(n+1,0(n+1))oc sion+1)#n+1.

Alors 0/(n+1) = n+ 1. La restriction de ¢’ a {1,...,n} est un élément de &,, et s’écrit
comme un produit de transpositions par H,. Comme o0 = (n+ 1,0(n + 1)) o ¢/, on en
conclut que o est un produit de transpositions. ]
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2.4 Signature

Sio e &,, on pose

((o) = Card{(i,j) € {1,...,n}*|i < jet o(i) > o(4)}.

(o)

11 s’agit du nombre d’inversions de o. On pose alors (o) = (—1)"'?). Le nombre &(0)

s’appelle la signature de o.

Théoréme 2.10. Pour tous 0,7 € &, onae(coT) = e(0)e(7). De plus on a (1) = —1
st T est une transposition.

Démonstration. Soient o et 7 deux éléments de &,,. Il faut vérifier que e(co7) = (0 )e(T).
On utilise la formule suivante

el@)= I sen(o(s) —o(i)

1<i<j<n

pour tout o € &,. On a

eoor)e(r) = [ senl(oor)(j) —(con)(@) ][I sen(r(j) (i)

1<i<j<n 1<i<g<n
= II [sen(oon)(5) = (o 07)(@))sgn(r(j) — 7(:))]
1<i<j<n

symétrique en i et j

= II [senle(r(i) — o(r(i)sen(r(j) — 7(i))]

1<r ()< (j)<n
= I sen(e(r(h) - o(r()))
1T (@) <T(4)<n
= I sen(o(i) - o(i)) = (o).
1<i<j<n

On a donc g(o o 7)e(7) = &(7). Comme &(7) € {£1}, on a &(7) = &(7)~! et donc
g(coT)=c¢e(o)e(r).

Il reste a vérifier si 7 est une transposition, on a €(7) = —1. Supposons que 7 = (4, j)
avec 1 < j et soient k < /.

kot ¢{i,j} T1k)=k<l=7(()
k=i, t#j5 7(k)y<t)sil>j 1(k)>7{)sii<l<]j
kti,0=7 tk)y<t)sik<i,7(k)>7{)sii<k<y
(k,0) = (i,5) 7(k)>7(£).
Ainsi ((1) =2(j —i— 1)+ 1 et donc (1) = —1. O

Si (G, ) et (H, ) sont deux groupes. On appelle morphisme d’un groupe G vers un
groupe H une application f : G — H telle que f(g*h) = f(g) «' f(h) pour tous g et h
dans G.
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Exemple 2.11. Considérons le cas ou G = (&,,0) et H = ({£1}, x). Alors la signature
¢ est un morphisme du groupe &,, vers le groupe {+1}.

Proposition 2.12. Pour tout o € G,,, on a

e(c™) =¢(o)7 ! = ¢(0).

Démonstration. On a £(Id) = 1. Par ailleurs si 0 € &,,, on a

g(o)e(c™ ) =¢e(coo™t) =¢(d) = 1.
Ainsi (o)™t = e(07!). Comme (o) € {£1}, on a g(0)? = 1 et donc e(0) = e(o)~t. O
Corollaire 2.13. Soit 0 € &,,. La parité du nombre de transposition dans une décom-

position de o en produit de transpositions ne dépend que de o.

Démonstration. Soient ¢ = 71 0--- 07, et 0 = 7] 0 --- o 7, deux décomposition de o
en produit de transposition. Comme &(7;) = €(7}) = —1 pour tous i et j, on a £(0) =
(=1)" = (—1)®. On en déduit que r et s ont la méme parité. O

3 Déterminants

3.1 Définition

Définition 3.1. Soit A = (a;;)1<i<n € Mp(K). On appelle déterminant de la matrice
1<g<n

A la quantité

n

det(A) = > (@) [[aviyi = D €(0)ao(1)100(2)2" o) n-

0€eG, =1 ce6G,
On utilise également la notation

a1 - Alp
det(A) =
Gp1 - QAnn
Exemple 3.2. Sin =2, ona &y ={Id,(1,2)} et £((1,2)) = —1. Ainsi

a b
d

‘:ad—bc.

On retrouve la notion de déterminant d’une matrice 2 X 2 vue en premiére année.

Sin =3, ona 6= {Id,(12),(23), (13), (123), (132)} et
e(Id) =¢((123)) = e((132)) =1, e((12)) =e((23)) = &((13)) = —1.
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Ainsi

a1l ai2 Q13
az1 G622 G623 = 011022033 — d21012033 — 01,1432023 — (31022013
asz1l G322 G33

+ ag1a32a13 + a3,101,2a2 3.

Voici un cas particulierement simple de calcul du déterminant. On dit qu'une matrice
A € My (K) est triangulaire supérieure si a; j = 0 dés que 7 > j. Autrement dit il s’agit
d’une matrice de la forme

a1 ai2 - Gip
0 agsp -+ an
0 - 0 ann

Proposition 3.3. Soit A € M,,(K). Une matrice triangulaire supérieure. Alors

n
det(A) = H am' = a171a2,2 s an,n.
=1

Démonstration. Soit o € &,,. Si o # Id, il existe 1 < i < n tel que o(i) > 7. Comme A
est triangulaire supérieure, on a aq(;); = 0. On en déduit que [[;_; as(;); = 0 deés que

o # 1d. On déduit alors la formule de la définition du déterminant. O

On admet également la formule suivante pour le calcul des matrices triangulaires par
blocs.

Proposition 3.4. Si Ay € M, (K), Ay € M;,,_(K) et B € My pr(K), alors

Ay B

Onfr,r A2 = det(Al) det(Ag).

Définition 3.5. Si A € M,,,(K), on appelle transposée de A et on note 'A la matrice
de My n(K) définie par
PA = (aji)1<i<p-
1<y<n

On a alors Y(AB) ='B'A.
Proposition 3.6. Soit A € M, (K) une matrice carrée. On a alors det(*A) = det(A).

Démonstration. Soit A = (a; j)1<i<n € My (K). Notons *A = (b; ;)1<i<n. Par définition
1<g<n 1<g<n
de la transposée, on a b; ; = a;; pour 1 < ¢,j < n. Ainsi, par définition du déterminant,

on a donc

n n

det(*A) = Z £(o) Hai,a(i) = Z £(o) l:llarl(i),z‘ = Z 5(0_1) Haa(i),i

ceG, =1 ceG, ceG, i=1
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ot la derniére égalité provient du fait que I'application o — o~! est une bijection de &,,
sur &,,. On conclut en remarquant que (c~!) = (o) pour tout o € &,,. O

3.2 Opérations sur les lignes et les colonnes d’un déterminant

Théoreme 3.7. 1) Si on échange deux colonnes d’indices distincts d’une matrice
carrée, on multiplie son déterminant par —1.

2) Si deux colonnes d’indice distincts d’une matrice carrée A sont identiques, alors
det A = 0.

3) On ne change pas le déterminant d’une matrice carrée A en ajoutant a une de
ses colonnes une combinaison linéaire des autres colonnes. Autrement dit si11 <1< n
et si (N\j);jzi est une famille de scalaires, on a

det(Cy---Cy) = det(Cy -+ Ci—1(C; + Z AiCy) - C).
JFi

Comme la transposition échange les lignes et colonnes d’une matrice et que le déter-
minant ne change pas par transposition, tous les résultats portant sur les colonnes d’un
déterminant ont un analogue sur les lignes. On en déduit donc le résultat suivant.
Théoréme 3.8. Soitn > 1.

1) Si on échange deuz lignes d’indices distincts d’une matrice carrée A € My (K),
on multiplie son déterminant par —1.

2) Une matrice carrée A € M, (K) ayant deux lignes d’indices distincts qui sont
identiques vérifie det A = 0.

3) On ne change pas le déterminant d’une matrice carrée A en ajoutant a une de
ses lignes une combinaison linéaire des autres lignes.

Pour calculer un déterminant, on peut donc commencer par le mettre sous forme
triangulaire supérieure (ou inférieure) en effectuant des opérations élémentaires sur ses
lignes ou ses colonnes et utiliser la formule permettant de calculer le déterminant d’une
matrice triangulaire.

Nous allons & présent démontrer les énoncés ci-dessus.

Proposition 3.9. L’application det est linéaire en chaque colonne. Plus précisément,
étant donnén = 1, ainsi que 1 < j < n et n — 1 vecteurs colonnes

C1,...,Cj_1,Cj+1,...,Cn S Kn,
alors Uapplication

K" — K
C det(Cl,...,Cj_l,\g/,Cj+1,...,Cn)
J
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est linéaire, c’est-a-dire

VO,C" € K", YA€ K, det(Cy,...,Ci_1,C+AC",Cjst, ..., Ch)
= det(Cl, ce 01;1, C, Cj+1, .. ,Cn) + )\det(Cl, R 70]'7170/70‘7'4»17 .. ,Cn)

Démonstration. Fixons C1,...,Cj_1,Cjt1,Cy, n— 1 vecteurs colonnes de K. Soient C'
et C’ deux autres vecteurs colonnes et A € K un scalaire. Il faut prouver que

det(C1Co - Cj_1(C + XC")Cjy1---Ch)

Notons donc (a; k)1<i<n les coefficients de C, pour 1 < k < n, (a;)1<i<n les coeflicients
de C' et (aj ;)1<i<n les coefficients de C'. On a donc

det(C1Cy - - - 03;1(0 + )\C,)CjJrl e Cp) = Z 5(0)(aa(j)7j + )\a;(j)’j H Qg (k) k

UEGn k#'j

= > 2(0) [ a0y [T aowy e + A5 1T aotwy e
o€G, k£ k#i

= > &) [ totyr + 2 D E(U)air(j)u’ 11 aow.e
geG, k=1 0eG, k#3

= det(C’ng cee Cj,100j+1 o Cn)

+ Adet(C1Co - Cj_1C'Clgr -+~ Cn). -

Proposition 3.10. 1) Soit A € My(K) une matrice de colonnes Cy,...,Cy. Si
T€G,, ona
det(C’T(l) RN CT(n)) = 6(7’) det(C’1 cee Cn)

2) Si on échange deuz colonnes distinctes d’une matrice carrée, on multiplie son
déterminant par —1.

3) Si deux colonnes distinctes d’une matrice carrée A sont égales, alors det A = 0.

Démonstration. Prouvons le point 1). Soit A = (a; ;) 1<i<n € Mn(K) et soit 7 € &, une
1<i<n
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permutation. Notons B la matrice (Cr(1)...Cr(,)). On a alors

det(B) =

(oor—1) ()

3 o e
ZH

- Z (oo Ha(UOT D).

ceS,

—e() Y < E[

o'e6,
= ¢e(7)det(A)

L’avant derniere égalité provient du fait que I'application o — oo ! est une permutation
de G,,. En effet sa réciproque est donnée par o — o o 7.

Prouvons 2). Sii < j et si 7= (4,7), on a (1) = —1, on déduit donc de 1) que

det(Cy---Cj---Cj---Cp) = —det(Cy - Ci---Cj---Cy).

Prouvons a présent le point 3). Sii < j, et si C; = Cj, on a

det(Cr-+-Ci---Cj---Cp) = —det(Cy---Cj---Ci--- Cp)
=det(Cy - Cj---Ci-+-Cy)

ot la premiere égalité provient de 1) et la seconde égalité de C; = C;. On a donc bien

det(A) = —det(A) = 0. O
Exemple 3.11.

0 01 1 00

01 0/=—-10 1 0f.

1 00 0 01

Corollaire 3.12. On ne change pas le déterminant d’une matrice carrée A en ajoutant
d une de ses colonnes une combinaison linéaire des autres colonnes. Autrement dit si
1 <i<netsi(\)jz est une famille de scalaires, on a

det(Cy---Cp) = det(Cy - Cim1(Ci + > AjCy) -+ Ch).
J#
Démonstration. En effet on a
det(Cy1 -+ Cim1(Ci+ D A;C)) -+ Cr) =det(Cr---Cy+- Cp) Y Ajdet(Cy -+ CiiCj -+ - Cy)
J#i J#i
= det(01 ce C’Z-_lC,- cee Cn) ]
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Comme la transposition échange les lignes et colonnes d’une matrice et que le déter-
minant ne change pas par transposition, tous les résultats portant sur les colonnes d’un
déterminant ont un analogue sur les lignes. On en déduit donc le résultat suivant.
Proposition 3.13. Soitn > 1.

1) L’application det : M,,(K) est linéaire en chaque ligne.

2) Soit A € My (K) une matrice de lignes Ly, ...,Ly,. SiT € &,, on a

L) Ly
det : =¢e(7)det | :
LT(n) Ly

3) Si on échange deux lignes d’une matrice carrée A € My (K), on multiplie son
déterminant par —1.

4) Une matrice carrée A € M, (K) ayant deux lignes égales vérifie det A = 0.

5) On ne change pas le déterminant d’une matrice carrée A en ajoutant d une de
ses lignes une combinaison linéaire des autres lignes.

3.3 Développement d’un déterminant selon une ligne ou une colonne

Si A e M,(K) et siietjsont deux entiers compris entre 1 et n, on note A;; €
M,,_1(K) la matrice carrée de taille n — 1 obtenue a partir de A en supprimant dans A
la i-eme ligne et la j-eme colonne.

Théoréme 3.14. Soit n > 1 et soit A € M, (K).
1) Soit 1 <i<n. On a alors

det A = Z(—I)Hjai,j det A; ;;
j=1

on dit qu’on a développé det A selon la i-ieme ligne.
2) Soit 1 < j <mn. On a alors

n
det A = (—1)"*a; j det A; j;
i=1
on dit qu’on a développé det A selon la j-iéme colonne.

Démonstration. On prouve la formule de développement selon une colonee. La formule
selon une ligne s’en déduit en utilisant le fait que det(*A) = det(A).

Soit 1 < j < n. La j-eme colonne C; de la matrice A peut s’écrire A = ay je; +---+
apjén OU e1,...,e, désigne les vecteurs colonnes formant la base canonique de K". On
déduit donc de la proposition 3.9 que

det(A) =ay,; det(6’1 - Cj_1610j+1 - Cn) + ot an; det(Cl - Cj—lean—I—l - Cn)
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Or en appliquant 3.10 1) avec 7 = (1,2,...,7), on obtient, pour tout 1 < i < n,

det(01 ce Cj_leiCjH N Cn) = 6(7’) det(eZCl NN Cj_leH e Cn)

0 ain -+ aj-1 aij41 - Gig
=1 a1 -+ Q-1 Q1 - Gip
0 ap1 **+ Adngj—1 Gpj+1 - Gpn
La méme opération de permutation sur les lignes, en utilisant le cycle 7" = (1,2, ...,1),
donne
I a0 a1 Qi1 Qin
0 a1 -+ a1 aij+1 - Gin
/
det(C’1 cen Cj_leiCjH N Cn) = 8(7’)6(7‘ ) 0 ai—1,1 - Ai—1,5-1 A, 5+1 o Ai—1n
0 ai41,1 -+ QGiy1j-1 Qit1j+1 " Gifln
0 Gn,1 ce an,j—1 Ap 541 te Gn.n
/ 1 * /
=e(7)e(r) = e(7)e(7") det(A; ;).
Op—11 Aij

Comme 7 est un cycle de longueur j et 7/ un cycle de longueur 4, on a (1) = (—1)7~}
et e(7') = (=1)"! donc e(1)e(7") = (—=1)"772 = (=1)"*7. On en déduit la formule
recherchée. O

3.4 Multiplicativité du déterminant

Théoréme 3.15. Soit n > 1 et soient A et B deuzr matrices de My, (K). On a alors

det(AB) = det(A) det(B).

Démonstration. Fixons A = (a;;) et B = (b; ;) dans M, (K). Notons Ci,...,C,, les
colonnes de B. Rappelons que ’on note eq,...,e, les vecteurs de la base canonique de
K™. On a donc, pour tout 1 < j < n,

n
Cj = Z bi,jei.
=1

Par définition du produit matriciel, les colonnes de AB sont les vecteurs colonnes ACY, ..., AC,.
Pour 1 < 5 < n, on a donc

ACj = Z bz-’jAei.
i=1
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On peut donc calculer le déterminant det(AB) en utilisant la linéarité par rapport a
chaque colonne (proposition 3.9). On a donc

i1=1

det(AB) = det(ACl, PN ,ACn) = det (Z bil’lAel, ACQ, PN ,A0n>

M=

bil,l det(Aeil s ACQ, . ,ACn)

.
—_

S

1
n

Z Z i1.1biy 2 det(Ae;, , Aeg,, Cs, ..., Cy)

:Z Zbu, b, ndet(Ae;,, ..., Ae;,).

i1=1 in=1

3

Calculons alors det(Ae;,, ..., Ae;,) pour tout valeur de (i1,...,4,) € {1,...,n}"™
— Siil existe k < £ tels que i, = iy, alors det(1e;,, ..., Ae;, ) = 0 d’apres la proposition
3.10 3).
— Sinon il existe o € &,, tel que (i1,...,iy) = (0(1),...,0(n)) et alors

det(Aej,, ..., Aei,) = (o) det(Aeq, ..., Aey)

d’apres la proposition 3.9 1).
On a donc

det(AB) = ( Z €(0)bg(1y,1 " -ba(n)7n> det(Aey, ..., Ae,) = det(B) det(Aeq, ..., Aey).

S
Comme Aey, ..., Ae, sont les colonnes de la matrice A, on a det(Aey, ..., Ae,) = det(A)
ce qui fournit det(AB) = det(B) det(A). O

Théoréme 3.16. Soit A € M,,(K). Alors A est inversible si et seulement si det(A) # 0.
De plus, si A est inversible, alors

det(A™1) = det(A) 7!
Démonstration. Supposons A inversible. Alors il existe A~ € M,,(K) telle que AA™! =
I,,. On en déduit
1 =det(I,) = det(AA™1) = det(A) det(A™1).
En particulier det(A) # 0 et det(A™!) = det(A)™!

Réciproquement supposons que A n’est pas inversible. Alors Ker(A) # {Og»}. En

T
particulier il existe un vecteur X = | : [ € K™\ {Ogn} tel que AX = Ogn. En notant
Tn
Cy,...,Cy les colonnes de A, on en déduit Y ;" z;C; = Oxn. Ainsi les colonnes de A
sont hees et det(A) = 0. O
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Corollaire 3.17. Considérons un systéme linéaire d n équations et n inconnues

1121+ -+ a1pTn = Y1
. . (3)

Ap 11+ -+ AppTn = Yn

et considérons A = (a;;) € My,(K). Si det(A) # 0, alors le systeme (3) posséde une et

une seule solution. En particulier siy; = -+ = yn, = 0, la seule solution du systéme (3)
estxy =x90=---=0.
I Y1
Démonstration. Posons X = [ ¢ | et Y = | 1 |. Le systeme (3) est équivalent a
Tn Yn

Péquation AX =Y. Si det(A) # 0, la matrice A est inversible d’apres le théoreme 3.16.
On en déduit que I'équation AX = Y est équivalente X = A~'Y qui a pour unique
solution A=Y De plus, si Y = Oxn, on voit que X = Ogn. O

3.5 Formule de Cramer

Définition 3.18. Soit A € M, (K). La comatrice de A est la matrice Com(A) de
M, (K) définie par o
Com(A) = ((—1)"" det(As;)) 1<i<n-
1<5<

IIRN

Théoréme 3.19. 1) SiAe M, (K), ona
"Com(A)A = A' Com(A) = det(A)I,

2) Si A e My(K) est inversible, on a

11

t
= ot A Com(A).

Démonstration. Prouvons le point 1). Soit 1 < i < n et soit 1 < j < n. Calculons le
coefficient b; ; de la ligne i et de la colonne j de la matrice B =" Com(A A. 1l s’agit de
I’élément "

Z (—1)k+j det(A;.C,i)ak,j.
k=1

Sii = j, on a, par développement du déterminant de A selon colonne i = j,

Z 1)*H det(Ay jar, ; = det(A).
k=1
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Supposons & présent ¢ #£ j. Soit C' la matrice obtenue en remplacant la i-iéme colonne de
A par sa j-ieme colonne. En développant le déterminant de C selon sa i-ieme colonne,
on a donc

bij =Y (—1)F det(Ay)ax,; = det(C).
k=1

Comme C' a deux colonnes égales (sa i-iéme et sa j-iéme), on a det(C) = 0 et donc
b j =0 si i # j. Ainsi la matrice B est la matrice det(A)I,, ce qui prouve la formule.

Si A est inversible, on a alors det(A) # 0, et on déduit facilement de la formule 1) la
formule 2). O

a b

Exemple 3.20. Soit A = ( . d) € GLy(K). Alors
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