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Exercice 3

a) On a
X+2 -2 1
wX) = 0o x-1 0 :()(—1)<X_JZ1 ;)
12 X

(X - D(X(X+2)+1) = (X —1)(X + 1)%

b) Les valeurs propres de A dans R sont les racines de x 4(X), c’est-a-dire 1 et
—1.

c¢) La valeur propre 1 est de multiplicité algébrique 1, son sous-espace caracté-
ristique est donc égal a son sous-espace propre et de dimension 1. On a

-3 2 -1
Fi(A)=E;(A)=Ker | 0 0 0
1 -2 -1
—4 4 0
=Ker| O 0 0
1 -2 -1
1
= Vect 1
-1

Déterminons a présent le sous-espace caractéristique associé a —1. Il est de
dimension 2 et coincide avec Ker((A+ I3)?). Commengons par le sous-espace
propre.

-1 2 -1
E_j(A)=Ker| 0 2 0 | =Ker
1 -2 1

1
= Vect 0
-1
0
0
0

=
O = O
[ R

0 0
Enfin calculons (A + I3)? = 4 0| de sorte que
-4 0
1 0
F 1(A)=Vect | [0],]0
0 1



d) On construit une base de R® commengant par un vecteur propre de valeur
propre 1, un vecteur propre de valeur propre —1 et un vecteur de F_(A) \
E_1(A). On peut donc choisir

1 1 0
B = 11,1 0{,|0
-1 -1 1
1 1 0
La matrice de passage de la base canonique alabase Best P= | 1 0 0].
-1 -1 1

Par construction de B, la matrice T = P~!AP est triangulaire supérieure.
On peut la calculer, ce qui donne

1 0 O
I'=10 -1 -1
0 0 -1

e) Le polynoéme minimal de A est un diviseur de y4(X) dont les racines sont 1
et —1, il y a donc deux possibilités, (X —1)(X +1)% ou (X —1)(X +1). On
calcule

2 00
(A-1)(A+1)=[ 0 0 0| #0.
-2 0 0
Ainsi le polynéme minimal de A est (X — 1)(X + 1)2.
1 0 O 00 O
f) Posons D = [0 =1 0 | et N = [0 0 —1].OnaT =D+ N et
0 0 -1 00 O
DN = ND. Ainsi pour t € R, on a
e 0 0 1 0 0 e 0 0
exp(tT) = exp(tD)exp(tN) = |0 e* 0 01 —t|=[0 et —te!
0 0 e*)\0 0 1 0 0 et
1 0
g) On écrit le vecteur Xy = | 0 | dans la base B. Ona P~'X, = | 1 |. Ainsi on
0 1
a
x(t) 0 et —tet
VteR, [y(t) | =Pexp(tT) 1] = 0
2(t) 1 te™?
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