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Exercice 1. Soit f la fonction définie par :

I R—R
x> f(x) = E(2cos(x)).
1. Le domaine de définition de f est symétrique par rapport & 0. Pour tout z € R, —z € R
et cos(—x) = cos(z) et donc f(—x) = f(x). La fonction f est paire.
2. Pour tout z € R, cos(z + 27) = cos(z) et donc f(x + 27) = f(z). La fonction f est
périodique, et 27 en est une période.

3. La fonction f n’est pas injective puisque f(27) = f(0). La fonction f ne prend que des
valeurs entiéres, donc elle n’est pas surjective puisqu’aucun point de R\ Z n’est dans
son image.

4. Pour tout x € R,
—1 < cos(zr) <1

donc
—2 < 2cos(x) <2

puis
—2=F(-2) < E(2cos(z)) <2

par croissance de la fonction E. Comme E est & valeurs entiéres, il en découle que
I'image de f est contenue dans I'ensemble {—2, —1,0,1,2}. Réciproquement, chacun de
ces cing entiers est bien dans 'image de f car
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Au final, nous avons prouvé :

f(R)={-2,-1,0,1,2}.

5. Pour tout x € R,

N W

f(z) =2<«= E(2cos(r)) =2 <=2 < 2cos(x) < 3 <= 1< cos(z) <
donc, puisque cos est a valeurs dans [—1, 1],
f(z) =2 <= cos(z) =1 <=z € 27Z.

Ainsi, nous avons prouveé :

({2} =2z

La fonction f ne prenant que des valeurs entiéres,
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Exercice 2. L’inéquation

r+1 r—1

r—2  x-10
a un sens pour tout nombre réel z distinct de 2 et 10.

Pour tout z € R\ {2,10},

r+1 r—1

z+1 x—1
c—25z-10

LT <0
z—2 x-10
— (x+1)(x—10) — (x — 1)(z — 2)

<0
(x —2)(x —10)
—6r — 12

<0
(x —2)(xz — 10)
T+ 2
>0
(x —2)(xz — 10)
<= x + 2et (z — 2)(z — 10) sont de méme signe.

Dressons le tableau des signes de ces deux expressions :

-2 2 10
T+ 2 0 + + +
(x —2)(z —10) | + + 0 0 +
L’ensemble des solutions est donc :

[—2,2[U]10, 4o00].



Exercice 3. Soit h la fonction définie par :

h: R\{1} =R\ {1}
v hz) = 5.

1. La fraction rationnelle —*5 est bien définie sur R\ {1} et elle ne vaut jamais 1 puisque
x # x — 1 pour tout x € R. La fonction h est donc correctement définie.

Pour tout z € R\ {1},
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hoh(z) = h(h(z)) = —21— = 71::6:-(9;—1):35
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donc h o h est la fonction identité de R\ {1} dans lui-méme.
2. Pour tous z,y € R\ {1},

h(z) =y = h(h(x)) = hy) = = = h(y) = =

et
h(h(y)) =y,

donc tout élément y de R\ {1} admet un unique antécédent par h, en I'occurrence h(y).
La fonction h est ainsi une bijection de R\ {1} dans lui-méme, et sa fonction réciproque
est h elle-méme.

3. Comme hoh = idg\ 13, il vient
hohohohohoh= (hoh)o(hoh)o(hoh)=1idr\f}

et
hohohohohohoh= (hoh)o(hoh)o(hoh)oh=h.

Exercice 4. Soit f et g les fonctions définies par
f: R—R
x +— f(z) = 2|sin(z)|
et
g: R—R
x> g(x) = —||z| — 7|

1. Pour tout x € R,
f(z) =0<=sin(r) =0 <=z € 212

et
g(z) =0 |z| =71 <=z € {—n, 7}

Ainsi, nous avons prouveé :
FH{0}) =27Z et g7'({0}) = {~m,7}.
2. Pour tout x € R, —x € R,
f(~2) = 2[sin(~2)| = 2| — sin(a)| = 2|sin()| = f(2)

et
g(=z) = ~[| = 2| = 7| = ~[Jz| — 7| = g(),

donc les fonctions f et g sont paires.



3. Pour tout z € R,
0 <|sin(z)] <1=0< f(z) <2,

donc 'ensemble A = f(R) est minoré par 0 et majoré par 2. Puisque
0:f(0)eAet2=f(g) € A,

0 est le minimum de A, donc également sa borne inférieure, et 2 est le mazimum de A,
donc également sa borne supérieure.

4. La fonction g est a valeurs négatives. Nous allons démontrer que 'on a g(R) = R
en établissant que tout nombre réel négatif est dans I'image de g. Considérons donc
y € R¢o. Pour tout x € R,

g(@) =y = |lz| - 7| = —y = la| =7 —y

puisque —y > 0. En observant que m — y est supérieur a 7, donc positif, on en déduit

g(r—y)=y

et donc y € g(R).

Nous avons ainsi établi :

5. et 6.




