Université Claude Bernard Lyon 1 UE Analyse I pour I'informatique
Semestre d’automne 2025-2026

Feuille 2 : Fonctions et fonctions usuelles

Exercice 1: (Injection, surjection, bijection). Les fonctions suivantes sont-elles des injections ? Des surjections ?
Des bijections ?

L. f1:R — R définie par fi(z) = z? + 1. 4. fy + R\ {g + km, k € Z} — R, définie par
2. fo: R = [1, +oo[ définie par fo(x) = 2%+ 1 fa(x) = tan(z).
3. f3 + [—4,-2] U [0,1] — [1,+o0], définie par 5. f5 : R — R™™ définie par fs5(x) = e:
f3(z) = 2* + 1. 6. fo: R — R définie par fo(z) = e* .
Solution:

1. f1 :R — R définie par fi(z) = 2 + 1 n’est ni injective, ni surjective, ni bijective.

f2 : R = [1,400[ définie par fo(z) = 2% + 1 est surjective, mais pas injective ni bijective.
f3:[—4,—2]U0,1] = [1,+o0[, définie par f3(z) = 2 4 1 est injective mais pas surjective ni bijective.
fa: R\ {g + km, k € Z} — R, définie par f4(x) = tan(x) est surjective mais pas injective ni bijective.

f5 : R — R définie par fs5(x) = e® est injective, surjective et bijective. .

A I

fo : R = R** définie par fo(x) = ¢ n'est ni surjective (I'intervalle |0, 1[ n’est pas couvert) ni injective
(fo(z) = fe(—z)) ni bijective.

Exercice 2: (Trindme). Soient a # 0, b et ¢ trois réels. On note f : R — R la fonction définie par f(z) =
az® + bz + c.
1. Rappeler les variations de f en fonction du signe de a.

2. Comment s’appelle la courbe représentative de f 7 Quelle propriété de symétrie posséde-t-elle 7 Com-
ment cette symétrie se traduit-elle algébriquement ?

3. Etudier le signe de f(x) suivant les valeurs de x.

4. Tracer sur le méme graphique une courbe représentative des fonctions f : x — z2 et g : x>/, toutes
deux définies sur R™.

Solution:
1. Si a est strictement positif, alors f est décroissante sur | — oo, —b/(2a)] et croissante sur [—b/(2a), +00l.
Si a est strictement négatif, alors f est croissante sur | —oo, —b/(2a)] et décroissante sur [—b/(2a), +o0].

2. La courbe représentative de f est une parabole. Elle est symétrique par rapport a la droite d’équation
x = —b/2a. Algébriquement, cette propriété de symétrie se traduit par : pour tout réel h, on a

()1 (3)

3. On distingue suivant le signe du discriminant de f, noté A :
— Si A est strictement négatif, alors, f ne s’annule pas et, pour tout réel x, f(x) est du signe de a.

— Si A est nul, alors f n’annule en —b/(2a) et est du signe de a sur R privé de —b/(2a).

—b— VA b+ VA

— Si A est strictement positif, alors f s’annule en 7 = 2 et en 7y = , et est du
a

a
signe de a en dehors de 'intervalle formé par r| et r9, et du signe opposé sur l'intervalle formé
par 71 et ra.

4. Consulter le graphique ci-dessous.
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D’aprés le cours, la courbe de g est la symétrique de f par rapport & la premiére bissectrice.

Exercice 3: (Partie entiére). On rappelle que 'on note E(x) la partie entiére d'un réel x.
1. Quelle est I'image de R par la fonction partie entiére ?
2. Combien vaut E(0.5)? Et E(—1.5)7
3. Tracer les courbes représentatives des fonctions x — E(z), v — E(2z) et z — E(x/2).

Solution:

1. Par définition de E, 'image d’un réel par E est un entier relatif, donc E(R) est inclus dans Z.

Réciproquement, I'image de R par la fonction partie entiére est ’ensemble Z des entiers relatifs. En
effet, pour tout entier relatif k, on a E(k) = k, donc Z est inclus dans E(R).

2. 0 est un entier relatif et 0 < 0.5 < 0+ 1, donc E(0.5) = 0.
De méme, —2 est un entier relatif et —2 < —1.5 < =2+ 1, donc E(—1.5) = —2.

8 — —
E(2x)

7 — —

6 — ——

E(x/2)

g S

Exercice 4: (Trigo). Calculer les valeurs suivantes :

37 117 : ( m )
5. —
1. cos (2> 3. tan (—4) S 12
5
2. sin <7T) 4. cos (1)
6 12
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Solution:

3 3T T s
1. On a cos <2> = cos <2 — 27T> = cos (—5) = coS (§> =0.
T

et donc

Comme cos (1%) > (0 on en déduit

et comme sin (%) > (0 on en déduit

sin <17T—2) = 72 ; \/3

Exercice 5: (Trigo - encore). Soient = et y deux réels.

1. Exprimer les réels cos(z + ), cos(2z), sin(z + y) et sin(2z) en fonction de cosz, sinz, cosy et siny.

. T AN
. Montrer que 1 +sinz = (cos (5) —+ sin <§)> .

2
3. Exprimer les réels cos(4x) et sin(4x) en fonction de coszx et sinx.
4

. Exprimer en fonction de tan z seulement les expressions suivantes :

@) fi(z) = cos’ (© fola) = 00E —cos’w
sintz + cost z sinx — cosx
(b) fa(a) = stz — coste (d) fa(z) = cos®x — sinz cos x.
Solution:

1. Soient x et y deux réels.

2 2

On a cos(x +y) = cosz cosy —sinx siny et cos(2x) = cos”z — sin“ x = 2cos?x —1=1—2sin’z.
On a également sin(z +y) =sinz cosy + cosx siny, et sin(2z) = 2sinz cosz.

2. Soit z un réel. On a

(cos (5) +0 (5))" = oo (5) 0 (5) #2000 (5) i ()

=1-+sinz.
3. Soit x un réel. On a
cos(4x) = cos(2(2x)) et sin(4z) = sin(2(2z))
= 2cos?(2z) — 1 = 2sin(2x) cos(2x)
=2(2cos’z —1)2 -1 = 4sinz cosz (2cos?z — 1)
=8cos’z —8cos?z +1 = 8sinz cos®z — 4sinz cosz

T
4. Soit z un réel n’appartenant pas a 5 + w7, c’est-a-dire pour lequel tan z est bien défini.
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2 cos? z

(z) =cos"c = —5————
h(@) sin? z + cos2 x
1

- tanZx +1°

(b) On suppose de plus pour cette question que |sinz| # | cos x|, c’est-a-dire que = n’appartient pas

non plus a%+ gZ. On a :

sin* x + cost x tan*z + 1
f2($) = 1 =

sin

x—costr tantz —1

(¢) On suppose de plus pour cette question que sinx # cos x, ¢’est-a-dire que x n’appartient pas non
7T
plus a Z-}-?TZ. On a :

sindz —cos®z  cosPz (tandz — 1)
fs(z) = — =
sinx — cosx cosx (tanx — 1)
, tandz —1
=cos“x
tanz — 1

1 2
= m (tan w+tan$+1)

fa(z) = cos’> x — sinz cosx = cos® z(1 — tanz)
1—tanx

- 1+tan?z

Exercice 6: (Trigo - toujours!).
1. Rappeler les formules d’addition de sin(a + b) et cos(a + b).

1
2. Résoudre I’équation, d’inconnue z : sinz = R
2 2
3. Montrer qu'’il existe un réel 0 tel que, pour tout réel y, sin(y + 6) = \Qf siny + \Qf cosy.
4. En déduire I’ensemble des solutions de 1’équation, d’inconnue y :
siny + cosy = T
Solution:
1. Soient a et b deux réels. On a
sin(a + b) =sina cosb+ cosa sinb et cos(a+b) = cosacosb —sinasinb

1 5
2. Soit x un réel. On a sinx = B si et seulement si z = — [27] ou z = o [27]

3. Soit y et 6 deux réels. On a sin(y + 0) = cosf siny + siné cosy.
On remarque qu’en choisissant § = 7 /4, on obtient :

2 2
sin (y+ %) = fsiny%— \gcosy.

4. Soit y un réel. On remarque que

2 2

s
= Vasin(y+ 3)
smy+4

2 2
siny + cosy = V2 (Xf siny + fcosy)
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2 1
On a donc siny+cosy = \2f si et seulement si sin <y + z) =3 L’ensemble des solutions de I’équation

4

2 5
Siny—l—cosy:\g est donc {Z—Z+2kw,g—z+2k‘w,k62}.

Exercice 7: (Composition).

1. Soient I, J et K des partiesde Ret f: J — K et g: I — J. Montrer que si f et g sont toutes les deux
monotones, alors f o g est également monotone. Pouvez-vous préciser son sens de variation en fonction
de ceux de f et de g7

2. Ecrire les fonctions suivantes comme la composée de deux fonctions et en déduire leur sens de variation.

(a) =+ (1+2z)%; (b) z (c) z — exp(z? —1).

1+x2;

Solution:

1. Le plus simple est probablement de distinguer quatre cas suivant les sens de variation de f et g. On
remarque alors que f o g est croissante si f et g sont toutes les deux croissantes ou toutes les deux
décroissantes, et que f o g est décroissante si 'une est croissante et 'autre décroissante.

2. Les décompositions proposées ne sont pas uniques! Chacune des décompositions proposées fait inter-
venir la fonction carré, qui est bien entendu décroissante sur R~ et croissante sur R7.

(a) Soit hy : x + (1 + 2z)2. Cette fonction peut s’écrire comme la composée de la fonction (affine et
croissante) x +— 1 4 2z par la fonction carré y +— y?. La fonction carré étant croissante sur RT et
décroissante sur R™, on en déduit que h est croissante sur [—0.5, +00] et décroissante | — 0o, —0.5].

1
(b) Soit hy : x — T2

fonction y + 1/(1 4+ y) qui est décroissante sur RT. La fonction hy est donc croissante sur R™ et
décroissante sur R,

(¢) Soit hs : x — exp(z® — 1).

Cette fonction peut s’écrire comme la composée de la fonction carré par la

Exercice 8: (Image directe, image réciproque). Soit f : R — R la fonction = — 2, et E la fonction partie
entiére. Déterminer les ensembles suivants :

1. £([0,3]). 4. fHV2,4]) 7. sin™! ([-0.5,0.5]) 10. E7Y([-1,1]u{2}).

2. f71([0,4]) 5. sin([0, 71]) 8. tan~' ([~1,1]).

3. FH([~1,4]) 6. sin™! ({0.5}) 9. BE([-1.5,1.5]).

Solution:

f(10,3]) = [0,9].

2 f_l([0a4]) = _272]

3 f_l([_174]) = [_2a2]

4 V2 4) = [-2,-V2 U V2,2

5. sin([0, 7]) = [0, 1].

6. On utilise le fait que la fonction sin est de période 27 et que /6 et 57/6 sont les 2 réels x de [—m, 7]
tels que sinz = 1/2. On a donc : sin~! ({;}) = {7(; + 2k, % + 2k, k € Z}.

7. On utilise la périodicité de la fonction sin et le fait que sin[—7 /6, 7/6] = [—1/2,1/2] et sin[57 /6, 77 /6] =

[—1/2,1/2]. On obtient :
. _l - _ T ™ 5m n
sin <[2,2]) kLéJZ{ 6+2k7r76+2k7r]UkL€JZ[6+2kﬂ’6+2k7r]

8. On utilise la périodicité de la fonction tan, sa monotonie sur | —7 /2, 7/2[ et le fait que tan[—m/4, 7/4] =
[—1,1]. On en déduit :

tan~" ([-1,1]) = [T + k, % + /m] .
keZ
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9. B([-1.5,1.5]) = {-2,-1,0,1}.
10. E7Y([-1,11u{2}) = B ({-1,0,1,2} = [-1,3].

Exercice 9: (Réciproque de fonctions circulaires).

1. Soit f = cos|[ax,34], la restriction de la fonction cosinus & l'intervalle [27, 37].

Exprimer f~':[~1,1] — [27, 37] en utilisant les fonctions arccos et/ou arcsin.
2. Soit g = co8 |z 24], la restriction de la fonction cosinus a I'intervalle [, 27].
Exprimer g~* : [~1,1] — [r, 27] en utilisant les fonctions arccos et/ou arcsin.
Solution:

1. La fonction cos est 2m-périodique, donc pour tout réel x, on a cos(x — 27) = cos .
La fonction arccos a pour ensemble image I'intervalle [0, 7], donc pour tout = de [27, 37, on a

x = 271 4 arccos(cos(z)) = 27 + arccos(f(x))
La fonction réciproque de f est donc la fonction f définie sur [—1,1] par f(t) = 27 + arccos(t).
2. Soit t un réel de [—1, 1]. Notons u = arccos(t). On sait que u appartient a [0, ], que cos(u) = cos(2r—u),
et que 2w — w appartient a [, 27].
On a donc g~ (t) = 27 — arccos(t).
On a donc, pour tout t € [—1,1], g7 (t) = 27 — arccos(t)

Exercice 10: (Réciproque de fonctions circulaires : Calcul). Calculez les valeurs suivantes :

1. arcsin <;> 3. arctan <\/3§> 5. arcsin (sin (2; >> 7. sin <arcsin (g))

2. arcsin —7\/5 6. arctan ( tan om
2 4. arctan (—1) : 4 8. tan(arctan(3)).

Solution:
™ ) . 2 T
= —. 5. arcsin [ sin = —

2. arcsin ;3 S— 6 t t T T
. 5 =3 . arctan | tan i 1
_T - (V2 V2
== . sin | arcsin [ — = —
6 V5 5
3.

4. arctan(—1) = —— 8. tan(arctan(3)) =

1. arcsin

o W

Exercice 11: (Dérivée). Déterminer 1’ensemble des réels on f; est dérivable et calculer sa dérivée.

z® 6. fo:x — tan(z?) 1
1. C X — - J6 12, flo:o+— —xnr
A Zéll 7. fr:ax— 3x?sin(a?) V14 2?
9. fg:xn—>—§—|—\/5 8. fg:x»—>e2“§+1 13. f13:x>—>ln(1+x4)
I re 9. fo:x— e* cos(3x) L4
3. fs:xz—>sin“z 1— .
. 9 10. f102«fC'—> L 14. f14..f[}|—>h’l1_
4. fy: x> sin(z”) 2+
5. f5: x> cos*(3z) 11. fii:z—=V1—2a2 15. fi5: 2+~ In|cosx|
Solution:
1. La fonction z — z° est définie et dérivable sur R. La fonction f; est donc définie et dérivable sur R.
3
On a, pour tout réel x, fi(x) = 112.
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10.

11.

12.

13.

14.

. Les fonctions z — 2~

Setx V& sont définie et dérivable sur RY.. La fonction fo est donc définie et

dérivable sur R’ . On a, pour tout x strictement positif
6 1

1 1
/ —4.(_-2 31,1 10 _ Y L
R < )”“" R N

. La fonction sin est définie et dérivable sur R, et la fonction carré aussi. La fonction f3 est donc définie

et dérivable sur R. Par les résultats sur les dérivées des fonctions composées, on a, pour tout réel x,
f5(x) = 2cos xsinz = sin(2x).

. Par les mémes arguments, on justifie que f; est définie et dérivable sur R. Pour tout réel z, on a :

filx)=2-x- cos(x2).

. La fonction f5 est la composée d’une fonction linéraire, de la fonction cos et de la fonction carré : elle est

donc définie et dérivable sur R. Pour tout réel x, on a : fi(z) = 3-2-(—sin(3z)) - cos(3z) = —3sin(6z).

. La fonction tan est définie et dérivable sur tout intervalle de la forme }—g + km, g + km [, ou k est

T
un entier relatif, donc fg est définie et dérivable sur l'intervalle ] —\/; , \/; [ et sur tout intervalle de

la forme } \/lwr — z, \/lm—i— il [, ou }—\/lm - ﬂ,—\/lm—l— W[ pour k un entier naturel non nul. La

2 2 2 2
dérivée de la fonction tan étant la fonction 1 + tan?, on a, pour tout x tel que fg est bien définie :
fo(x) =22 - (1 +tan?(2?))
Les fonctions z2, 2% et sin sont définies et dérivables sur R, comme f7 est définie par composition et
produit de ces fonctions elle est également définie et dérivable sur R. Pour tout x réel on a

fh(z) = 6z sin(2?) + 9z cos(z?).

. fs est définie et dérivable sur R puisqu’elle est définie par la composée de le fonction exponentielle et

d’une fonction affine, et on a pour tout réel z : f§(x) = 2e2*+1.

. fo est définie et dérivable sur R puisqu’elle est définie comme par composition et produit de fonctions

usuelles définie et dérivables sur R, et on a pour tout x réel

folz) = 2ze"” cos(3z) — 3e" sin(3x).

f10 est définie et dérivable sur R\{—2}, et pour tout réel = différent de 2, on a fio(z) = -1+ 2i
x
donc
fio@) =~ 5=
10 (2+2)%

La fonction f1; est définie pour tout = de [—1, 1], et dérivable pour tout  de | — 1, 1[. Par dérivée d'une
fonction composée on a

1 xr

- V1—22

D=

(1-2?)

N

fil(x) =-2-z-

La fonction 2 — 1+ 22 est définie et dérivable sur R, et a valeurs supérieures a 1. La fonction z — T
T

est définie et dérivable sur R, , et donc par composition fi2 est définie et dérivable sur R. On a pour
tout x réel

, 1 -i1 T
fia(z) =2z - <—2> - (1+27) T aia

La fonction In étant définie et dérivable sur |0, +o0[ et la fonction x — 1+ z* étant définie et dérivable

sur R et a valeurs dans [1, 00|, la fonction fi3 est définie et dérivable sur R. Pour tout réel z, on a :
4 3

fis(@) = HLZA.

La fonction fi4 est définie et dérivable pour tout z différent de —1 et 1. Sa dérivée est un peu plus

simple a calculer si on utilise les propriétés de la fonction In : pour tout réel x différent de 1 et —1, on

a fia(xr) =In|l+ 2| —In|1 — z|. On sait que la dérivée de In|z| est 1/x pour x >2() et —1/(—x)=1/x

également pour x < 0, donc (Inolu|) = u'/u. Ainsi fi,(z) = T =1 2
T —x -z
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15. La fonction fi5 est définie et dérivable pour tout z tel que cos(x) est non nul, c¢’est-a-dire, pour tout z

n’appartenant pas a {g + km, k€ Z}. On a alors, pour tout x € R\ {g + km, k € Z},

—sinx

fis(x) = = —tanz.

COsS T

Exercice 12: (Fonctions hyperboliques) Montrer que pour tous réels u et v, on a :
cosh? u + sinh? v = sinh? u + cosh? v = cosh(u + v) cosh(u — v)

cosh? u — cosh? v = sinh? u — sinh? v = sinh(u + v) sinh(u — v)

Solution: Soient u et v deux réels. On a

cosh? u + sinh? v =

e ¥ 2+ eV —e v\ 2
2

(e +e " +2+ e +e 2 —2)

e e
('b
<

w—l'_

(62u +€—2u —|—€2U +e—2v)

En échangeant le role de u et v dans cette derniére expression, on déduit que cosh? u + sinh? v = cosh? v +

sinh? u. Par ailleurs, on a :

cosh(u + v) cosh(u —v) = = ("™ 4+ e7"7) x ("7 + ")

N e S I SN

(eu+v+u7v + eu+v+vfu _’_efuvarufv + efuvarvfu)

(eZu +e2v +e—2v +e—2u)

D’oit le résultat demandé. De la méme fagon, et toujours pour deux réels u et v quelconques :

u —Uu 2 v —v 2
cosh? u — cosh?v = (e—|—2€) - <e+2€>

(e2u + 672u 492 621} . 6721) o 2)

(eZu + 672u o 62'0 o 67211)

NG NG

Et :
sinh(u + v) sinh(u — v) = = (" —e™"7Y) x (e"7V — ")

(equerufv o eu+v+v7u _ efuvarufv + efuvarvfu)

I SN I SN

. 6—21) + e—Zu)

|
—
@
no
S
|
@
[\~
<

On a donc bien 'égalité cosh? u—cosh? v = sinh(u-+v) sinh(u—v). De plus, on utilise la relation cosh? — sinh? =
1:

cosh?u — cosh?v = 1 + sinh? u — (1 + sinh? v)

= sinh? u — sinh? v.
Ce qui permet de conclure a la double égalité.

Exercice 13: (Equation - Fonctions hyperboliques).

1 1
1. Calculer cosh (2 ln(3)> et sinh (2 ln(3)> .
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2. A l'aide de la formule de calcul du cosh(a + b), résoudre 1’équation d’inconnue réelle z :

V3

Solution:
1. On a

cosh (;m(?,)) _

31/2 4 371/2)
1

W N —
+

NI RN~ N~
B

Sl

1
2. Notons u = 3 In(3).

e03)/2 | —(n 3)/2)

2 1
— coshz + —= sinh z = cosh(5x).

V3

et sinh <;ln(3)> _

Pour tous réels a et b, on a cosh(a + b) = cosha - cosh b + sin A - sinh b, donc, pour tout réel x, on a

2 1
—=coshz + —=sinhz = coshu - coshz + sinh u - sinh x = cosh(z + u).

V3 V3

Résoudre ’équation proposée revient donc & chercher 1’ensemble des réels z tels que cosh(u + z) =

cosh(5z).

Or on sait que deux réels admettent le méme cosinus hyperbolique s’ils sont égaux ou opposés.

On a donc

cosh(z + u) = cosh(bx) <= = +u =5z ou z +u = —bzx

<—4dr=uou —6r=u

u
ouxr = ——

> r = —
4 6

2 1
L’ensemble des réels x vérifiant — coshz + —= sinh z = cosh(5x) est donc

V3

Exercice 14: (Limite - exp).

V3

In3 In3
87 12 |-

1. Discuter en fonction de la valeur du réel a l'existence et la valeur éventuelle de la limite de a™ quand n

tend vers +o00.

2. A quelle condition la fonction x — a® est-elle bien définie sur R ? Que pouvez-vous dire dans ce cas de

la limite de a® lorsque x tend vers +oo ?

Solution:

1. Soit a un réel.

Si a appartient a ] — 1,1[, alors (a™) tend vers 0.

Sia =1, alors (a") est la suite constante égale & 1.

Sia > 1, alors (a™) diverge vers 4+oc0.
Sia < —1, alors (a") diverge.

2. La fonction x — a® est bien définie lorsque a est positif. Sa limite est la méme que la limite de la suite

(a").

Exercice 15: (Limites - Opérations). Calculer, si elles existent les limites quand x tend vers +oo de :
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2 5 1
T4 4 2z
. -z = 9. x— — In(2 3
Lofiiwe 5 f5:x xri(:v+)
: 2
9 fQ:x'_)azsmx—f—x 6. fo:x > sin—
1+ 22 x
2T+ 5 7. fr:x— x4 cosx
3f5$l—)27 8f —x h3 _'h3
Z2 + cos z . fs iz — e *(cosh” x — sinh” x)
4. frrx—=Vr+l—+vr—1 9. fg:x— x —In(coshz).
Solution:
2 5 5 -3 2 5
¢+ 2z x° 24+ . x4+ 2
1. Pour tout z, I S e donc lggm = +00
: 2 2 —1
1
2. Pour tout z, % = %% donc liorgl fo(z) = 1.
. e oT+5 2?2 145573/2 .
3. Pour tout > 1, f3(z) est bien définie et P tooss - 22 152 %cosa donc Eg‘} fs(x) = 0.
4. Pour tout x > 1, fy(x) est bien définie. On applique multiplie et on re-divise par I’expression conjuguée
(astuce classique pour « faire disparaitre » une racine carrée d’une somme) :
1-— —1) x 1 —1
ViTT o vioi= WERl=Ve- D x(Vetltve—1)
Vr+1l++vx—1
B Vit -z —1°
Vit l+Vz—1
r+l-(r—-1)
CVrFl+Vr—1
_ 2
CVrFl4+Vz—1
On en déduit que lim f4(z) = 0.
“+o0o
2 3
5. Pour tout z > 0, on a In(2z 4+ 3) = In(x) + In s :
x
De plus, la limite en 400 de 27" In(x) est nulle, et celle de In est égale & In 2.
Donc lim f5(z) = 0.
+o0o
1
6. Lorsque x tend vers 400, — tend vers 0, et lorsque u tend vers 0, sinu tend vers 0.
x
1
Donc, par composition de limites, limsin — =0
+o0 X
7. Pour tout x > 0, f7(z) =z x <1 + cosx) .
La fonction cos étant bornée, le théoréme des gendarmes permet de justifier que Em osT _ 0.
[e.e]
Donc lim f7(z) = +o0.
“+o0o
NB : on peut tout aussi bien minorer f7(x) par x — 1, et utiliser une comparaison de limites.
8. On commence par expliciter fg & 'aide de la fonction exponentielle : pour tout réel x, on a
fs(z) = e %(cosh® z — sinh® )
1
— ge—m (63:15 4 3e° +3€—x + 6—3x _ (63x — 3% +3€—x _ e—3x))
1
= ge*z (66’” + 267330)
3 1 —4x
- Z + 16
Donc lim fg(x) = 3
Yoo !® 4
9. Pour tout réel z, coshx est strictement positif, donc fo(x) est bien défini.
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Soit z un réel. On a

fo(x) = 2 — In(cosh x)
e +e”
2

—x—ln(W)

=z —In(e”) —In (1 + e_h) +1n2
=-In(1+e*)+1In2

=z —1In

Donc Em fo(z) =In2.

Exercice 16: (Fonction réciproque - Dérivée).
1. Montrer que pour tout y réel il existe un unique x réel tel que y = sinh(z), et exprimer x en fonction
de y. sinh est donc une bijection R vers R, on note sa bijection réciproque argsinh.
2. Calculer la dérivée de argsinh.

Solution:

1. Soit y un réel. Déterminons x tel que sinh(x) = y.
On a

1
y =sinh(z) <=y = i(e’” —e 7

e —e " —-2y=0
= (") —2yxe* —1=0

Il s’agit d’une équation de degré 2 en la variable X = ¢” : il nous faut donc déterminer les racines
positives de cette équation.

Déterminons les racines de X2 — 2yX — 1 = 0 : il s’agit d’un trinome en X, dont le discriminnt A est
égal & A = 4y® + 4 qui est toujours strictement positif.

Les racines de ce trindme sont donc

!

2y —2/1% + 1 2y +2Vy* +1
WISy VERT e = e

Pour toute valeur de y on remarque que 71 est négative et ro est positive.

En posant x = In X, on obtient 'antécédent de y par sinh :
argsinh(y) = In(y + V1 + y?).

2. La fonction argsinh est dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables, et pour tout y réel
ona:

2
argsinh’(y) = <1 + 5 Y

1
X
1+y2> y+V1+y?
_ V1+y?+y
(VI+9?x +V1+32)
1

Vity
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