Université Claude Bernard Lyon 1 UE Algébre 1
Semestre d’automne

Feuille 3 : Bases de logique

A. Exercices standards

Exercice 1 — Table de vérité, négation et équivalence de prédicats
Soient P,Q, R des prédicats.

1. a) Ecrire la table de vérité de non(P = Q) et celle de (P ou non Q).
b) Ecrire la table de vérité de (P = Q) ou ((non R) et P)).

2. Montrer que :
a) P=(Q = R) équivaut & (P et Q)= R.
b) (P ou Q)= R équivaut a (P = R) et (Q = R).

Exercice 2 — Implication et divisibilité
Soient a et b deux entiers naturels. On considére les deux assertions P et Q définies par :

P : (a divise b) = (a* diviseb) et Q : (a* divise b) = (a divise ).

a) Donner la négation de P, ainsi que celle de Q.

b) Lesquelles des propositions P, Q, (non P), (non Q) sont-elles vraies ?

Exercice 3 — Quantificateurs et négation

Enoncer la négation de chacun des énoncés suivants. Est-ce ’énoncé ou sa négation qui est vrai ?
1)V € R, (x = |x| oux = —|x|) 2) (Vx € R, z = |z|) ou (Vx € R, z = —|x]|)
3)3zeRWWeR, y—z+22<0 4)IyeR Ve eR,y—z+22>0

Exercice 4 — Implications et équivalences

1. Compléter les pointillés ci-dessous par le symbole mathématique approprié (implication ou équivalence)

a)V]jeR7x2:4 ......... €r = b)VxER’:L‘ZE} ......... x229
c)\v’q;ERng’:ﬂ- ......... cos(x)z—l
2. Les propositions sont-elles vraies ou fausses ? Justifier.
1 1
a)VeeR 2 >2=22>3 b))V e R VyeR", s <y=— — > —
r oy

c) Jz € Ry, tel que z < \/x

Exercice 5 — Condition nécessaire, condition suffisante
Soit P et Q) deux propositions. Traduire les propositions suivantes a l’aide des symboles mathématiques.

1. Pour que P soit vraie, il faut que Q soit vraie

Pour que P soit vraie, il suffit que Q soit vraie

La proposition @ est une condition suffisante de la proposition P.
Pour qu’un réel x soit supérieur a 2, il suffit que x > 4.

Pour qu’un réel x soit supérieur a 2, il est nécessaire que x > 0.
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Pour que 2 =1 il faut et il suffit que x =1 ou x = —1.



B. Exercices supplémentaires (plus difficiles)

Exercice 6 — Expressions avec des quantificateurs et leurs négations

1. Exprimer a Daide de quantificateurs les propositions suivantes définies sur N :
a) Tout entier est le carré d’un entier.
b) Tout entier a pour carré la somme des carrés de deux entiers.
c) Certains entiers ont pour carré la somme des carrés de deuz entiers.
d) Aucun entier n’est plus grand que tous les autres.
e) L’entier n est impair.

2. Exprimer la négation de ces propositions

Exercice 7 — Quantificateurs et fonctions nulles... ou pas!
1. Dans chacun des cas suivants, les propositions P et ) sont-elles équivalentes ?
a) P:Vx e R, (f(x)=0et g(x) =0); Q: (Vx eR, f(x) =0) et (Vz € R,g(x) =0)
b) P:VzeR,(f(x)=0o0ug(x)=0); Q: (VreR, f(x) =0) ou (Vz € R,g(x) =0)
2. Donner un exemple de fonctions f et g, toutes deux non nulles et dont le produit est nul.

Exercice 8 — Carré et parité
Soit n € 7.

1. Montrer que : n?® pair = n pair. La réciproque est-elle vraie ?
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2. En déduire que : n° impair <= n impair.

C. Exercices d’entrainement (a faire en autonomie)

Exercice 9 — Tautologie
Soient P,Q des propositions. Montrer que P = (Q = (P et Q)) est une tautologie.

Exercice 10 — Implications et équivalences
Compléter si cela est possible avec —> ou < :

1. Pour tout réel x : (z — 1)(z+2) = (x —1)(3x 4+ 5) cccvee. r+2=3x+5
2. Pour tout réel x 21 : (x —1)(z+2) = (z—1)(Bz +5) ccev.... r+2=3x+5
2z — 3
3. Pour tout réel x # 2 : x 2>1 ........ 20 -3 >2 -2
2z — 3
4. Pour tout réel x > 2 : a 2>1 ......... 2 -3 >x—-2
x_

Exercice 11 — Contraposée
Soit x € R. On considére la proposition suivante :

(Ve>0,z<¢e)=2<0.

1. Exprimer la négation de cette proposition.

2. Montrer cette proposition.

Exercice 12 — Quantificateurs et négation

Enoncer la négation de chacun des énoncés suivants. Est-ce ’énoncé ou sa négation qui est vrai ?
1)IzeRVyeR,x+y >0 2)Vr e R,y eRz+y >0
3)VeeR,Vye R,z +y >0 4) 3z € R,Vy € R,y > .



