Correction Mini-DM 4 : Nombres complexes

Exercice 4.1 : Déterminer les racines carrées de w =

i
sous forme algébrique puis expo-
b/ /4
nentielle et en déduire les valeurs de cos T et sin 1z
Correction. On cherche z € C tel que z?> = w. On pose z = x + iy avec (x, y) € R? et on a donc
(x+iy)? = x* — y* +2ixy ce qui nous permet d’écrire, par identification et en calculant le carré
du module :

2_.2_ V3
X"=y = -
2
202 112 _ _ V3 1\2 _
xX*+y =zl = ol = (7) +(3) =1
2xy = %
En ajoutant les deux premieres lignes, on obtient 2x% = @ +1, donc x2 = @ + % = ‘/§4+2 et donc
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En soustrayant les deux premiéres lignes, on obtient 2y? = 1- ‘/7§ etdonc,deméme, y = +
D’apres la troisieme ligne, les deux réels x et y ont méme signe, donc on trouve finalement

VVEE | VIV VViv: VEVA
Z= +1 ou z2=-— —1 .

2 2 2 2
On note maintenant z = re avec r > 0 et 6 € R et on trouve
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On trouve donc que r = 1 et 0 = {5 + kx, k € {0,1}, ce qui permet de dire que les deux racines
carrées de w sont, sous forme exponentielle,

Les parties réelles et imaginaires de z; (respectivement z;) étant positives (respectivement néga-

tives), on obtient donc que zg = ‘/2§+2 +iY 22_‘/§ et comme zo = cos (75) + i sin (%), puisque ces
cos et sin sont nécessairement positifs car I’angle est entre 0 et 7/2, on a donc
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On peut aussi remarquer (en élevant au carré) que cos (E) =— =~ ctaue de
N . ( T ) V6—12
meme, Sin|— | = ——.
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Remarques aprés correction.

e Attention a bien comprendre |'esprit de 1'exercice : ici on calcule de deux manieres dif-
férentes les racines carrées de w pour raisonner par identification a la fin. Si vous utilisez
les formules de trigonométrie pour calculer cos (% -1 5
1 pour calculer cos (%), vous passez complétement a coté de I'exercice. Regardez bien, il
est écrit "en déduire", donc vous devez utiliser ces racines carrées pour conclure (et non

pas les formules de trigonométrie).

%) = cos (¥ — F) oubien cos (%) = 2cos* (%

)_



e [l faut étre capable de retrouver clairement le systeme permettant de calculer les racines
carrées sous forme algébrique, comme on I'a fait dans la preuve du résultat en CM.

e Pour la résolution du systeme, relire les notes de cours, car certain.es passent par des
calculs un peu trop "risqués" (équation bicarrée).

e On n’écrit JAMAIS /w pour w € C (2 part quand w est un réel positif).
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entend que vous avez recopié ce résultat quelque part (car ¢a ne saute pas aux yeux)...

* Si vous ne justifiez pas proprement que (par exemple) , cela sous-
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Exercice 4.2 : Ecrire
k; 1+i)k

sous forme algébrique.

. . . . 1 .
Correction. Il s’agit d'une série géométrique de raison q = 37 ce qui donne
+1i
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i - 32 . De plus, on a

N-il=V12+12=/2,

et, en notant f un argumentde 1 — i, on a

On remarque maintenant que
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cosf=—=— et sinf=—-——=—-——,
V2 2 V2 o2
n 1 2w et
douf =—-——etdonc — = £€_T = ——. On obtient ainsi, en constatant que
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avec 506 =2 x 253 €27,

&1 —j2026m 1013 -iZ,-1013 -1013 -1013
Y =—i(1-e R TIO) — (1RO = i1 a2 100 = 21O
= (1L+ i)k

Remarques apres correction.

¢ L'expression finale doit étre sous forme algébrique, donc de la forme a+ib avec a et b des
réels. Si vous obtenez une expression o1 il y a encore du (1 + )2°%6, c’est que votre calcul
n’est pas terminé...!
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