5 Arithmétique

5.1 Divisibilité et nombres premiers

Définition 5.1 (Divisibilité). Soient a € Z* et b € Z. On dit que a divise b, et note a|b s’il existe k € Z tel que
b = ka. On dit alors aussi que b est un multiple de a.

Pour tout b e N, on noteradiv(b) = {a € N: a|b} l'ensemble des diviseurs (positifs) de b.

Pour tout a,b €N, on notera div(a, b) = div(a) ndiv(b) l'ensemble des diviseurs communs (positifs) a a et b.

Définition 5.2. On dit que p € N est un nombre premier si p = 2 etdiv(p) = {1, p}.

Lemme 5.3 (Existence d’un facteur premier). Soit n €N, n = 2. Soit p le plus petit diviseur de n supérieur ou
égal a 2. Alors p est premier.

Théoreme 5.4 (Théoreme d’Euclide). Il existe une infinité de nombres premiers.

Théoreme 5.5 (Théoreme fondamental de I'arithmétique). Soit n = 2 un entier, alors il existe une unique
écriture de n sous la forme

k
n=[]p;"
i=1
ott, pour tout i € {1,...,k}, p; est un nombre premier, a; € N* et p; < p2 < ... < Pg.

Proposition 5.6 (Division euclidienne). Soientac Z etb € Z*. Il existe un unique couple (q,r) € ZxN d’entiers
tels que
a=bg+r et 0=<r<|b.

Lentier q est le quotient et r est le reste de la division euclidienne de a par b.

5.2 PGCD et PPCM et algorithme d’Euclide

Définition 5.7 (Plus Grand Commun Diviseur (PGCD)). Soit (a,b) € 72 tels que (a, b) # (0,0), alors 'ensemble
div(a, b) des diviseurs communs a a et b est fini et non-vide (car il contient n = 1). Il admet donc un plus grand
élément noté PGCD(a, b).

Proposition 5.8 (Homogénéité du PGCD). Soient (a, b) € Z? deux entiers non-nuls. Alors,
VkeN*, PGCD(ka,kb) =k x PGCD(a,b).

Proposition 5.9 (PGCD et décomposition en facteurs premiers). Supposons qu'il existe k nombres premiers
distincts {py, ..., px} et 2k nombres entiers (éventuellement nuls) {a, ..., a, B1, ..., Bx} tels que

koo £y
a:lel) et b:lel,
i=1 i=1

ko
alors on aPGCD(a,b) = [ | p;nm(aivﬁi).
i=1

Algorithme d’Euclide pour calculer le PGCD.
Remarques préliminaires : PGCD(a, b) = PGCD(b, a — b), PGCD(a, b) = PGCD(b, a) et PGCD(a,0) = a.
Principe de l'algorithme d’Euclide : quitte a échanger a et b, on peut supposer que a = b.

- si b=0, alors on a PGCD(a, b) = PGCD(a,0) = a.

- si b #0, alors on effectue la division euclidienne de a par b, a = bg + r et on utilise la remarque prélimi-
naire (q fois) pour dire que PGCD(a, b) = PGCD(b, a— qb) = PGCD(b, r).

On réitere ce principe jusqu’a obtenir PGCD(d, 0) ou d sera donc d = PGCD(a, b).
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Définition 5.10 (Plus Petit Commun Multiple (PPCM)). Soient (a,b) € Z? tels que (a,b) # (0,0), alors l'en-
semble des multiples communs a a et b
{neN":aln et b|n}

est non-vide (car il contient ab). Il admet donc un plus petit élément noté PPCM(a, b).

Proposition 5.11 (PPCM et décomposition en facteurs premiers). Supposons qu'il existe k nombres premiers
distincts {pn, ..., px} et 2k nombres entiers (éventuellement nuls) {a, ..., a, B1, ..., Bx} tels que

k

k
alors on aPPCM(a, b) = [ | p;nax(ai,ﬁi)_
i=1

Proposition 5.12 (Lien entre le PGCD et le PPCM). Pour tout (a, b) € Z? tels que (a, b) # (0,0),

PGCD(a, b) x PPCM(a, b) = ab.

Définition 5.13 (Nombres premiers entre eux). Soient (a,b) € Z2. On dit que a et b sont premiers entre eux si
PGCD(a, b) = 1, c’est-a-dire si le seul diviseur commun positifde a et b est 1.

Proposition 5.14. Soient (a, b) € N? deux entiers non-nuls. Soit d un diviseur commun d a et b et posons a = da’
ainsi que b= db' avec (a’,b")eN. Ona

PGCD(a,b) =d < a’ et b’ sont premiers entre eux.

5.3 Coefficients de Bézout et équations diophantiennes

Théoréme 5.15 (Identité de Bézout). Soient a et b deux entiers non nuls, alors il existe (u,v) € Z2, appelés
coefficients de Bézout, tels que
au+ bv =PGCD(a, b).

En particulier,
a et b sont premiers entre eux <= 3(u,v) € Zz, au+bv=1.

Théoreme 5.16 (Lemme de Gauss). Soient a,b,c € Z* tels que a et b soient premiers entre eux. Si a|bc alors
alc.

Définition 5.17 (Equation diophantienne). On appelle équation diophantienne toute équation de la forme
ax+ by = c avec (a,b,c) € Z° et d’inconnues (x, y) € Z2.

Théoreme 5.18 (Solutions d’'une équation diophantienne). Soienta,b,c€ Z, alors:
1. Léquation ax + by = ¢ admet une solution (x, y) € Z* si et seulement si PGCD(a, b)|c.

2. Si a et b sont premiers entre eux et (xo, yo) est une solution particuliere de l'équation ax + by = c, alors
I'ensemble des solutions de cette équation est S = {(xo + kb, yo — ka) € Z* : k€ Z}.
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5.4 Congruences

Définition 5.19 (Congruences). Soit n € N*. On dit que a€ Z et b € Z sont congrus modulo n si n|a— b, c’est-
a-diresidkeZ, a=b+kn.Onécrita=b [n].
C’est aussi équivalent a dire que les divisions euclidiennes de a par n et de b par n donnent le méme reste.

Proposition 5.20 (Opérations sur les congruences). SoitneN* et (a,b,c,d) € 74,
1. Sia=b[nletc=d [n]lalorsa+c=b+d [n].
2. Sia=b[nletc=d [n] alorsac = bd [n].
3. Sia=b[n], alorsVkeN*, a* = b* [n].
Théoréme 5.21 (Petit théoréme de Fermat). Soit p un nombre premiereta€N tel que p Ja, alorsaP™' =1 [p).

Théoreme 5.22 (Théoreme des restes chinois). Soient a, b deux entiers naturels non-nuls premiers entre eux
et soient y,z € Z. Alors le systeme d’inconnue x € Z

x=ylal
X =2z [b]

admet une unique solution xo dans{0,1,...,ab — 1} et l'ensemble des solutions dans Z de ce systeme est

S={xo+kab:keZ}.

5.5 Bases de numération

Théoreme 5.23 (Base de numération). Soit b = 2. Tout entier x € N peut s’écrire d’'une maniere unique sous la
forme
x=a,b"+ an1b" ' +...+ a1b+ ay,

ouneNetViel0,..n}, a; €1{0,..., b—1}. On dit alors que x = anan_l...aob (aussi noté x = (a,an_1...ag)p) est
l'écriture de x en base b.
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