1 Calculs algébriques dans R

1.1 Ensembles de nombres et régles de calculs

Dans tout ce chapitre, le terme “ensemble” signifiera “ensemble de nombres réels".

Définition 1.1 (Généralités). On dira qu'un ensemble E est vide, noté E = @, s'il ne contient aucun élément.

Si E et F sont deux ensembles non-vides, on dit que :

1. (appartenance) x appartient a E, noté x € E, si x est un des éléments de E.

2. (inclusion) E est inclus dans F, noté E C F, si tous les éléments de E appartiennent a F. On dit aussi que

E est un sous-ensemble, ou une partie, de F.

De plus, dans ce cas, on note F\E désigne I'ensemble des éléments de F qui n'appartiennent pas a E (on

reverra cette notion dans le chapitre sur les ensembles).

3. (famille, suite) On note (ax) ke < R une famille de réels indexée par un ensemble I, c’est-a-dire que ay € R

pour tout k € 1. Quand I <N est infini, il sagit d’'une suite de réels.

4. (opération) si * est une opération (par exemple l'addition ou la multiplication),

* ondit que E est stable par * si, pour toutx€e Eety€ E, x* y€E.

* ondit que * est commutative si E est stable pour cette opération et que, pour toutx,y € E, xxy = y*X.

* on appelle élément neutre e de E pour * un nombre e € E tel que, pour toutx€ E, x*e=e* x = X.

e six est cummutative d’élément neutree, X € E est l'inversedexe Esix*X=X*x=e.

Remarque 1.2. Les opérations + et x sont commutatives, d’éléments neutres respectivement 0 et 1, et on
parle habituellement d’'opposé (pour +) et d'inverse (pour x). De plus, x est distributive par rapport a + :

pourtoutx,y,ze€R, x(y+2z)=xy+xz.

En terme de notation, si E est un ensemble de nombres, on écrira {x € E : P(x)} '’ensemble des éléments

de E qui vérifient la propriété P.

Mis a part R\Q, les ensembles définis ci-dessous Nc Z c D c Q < R sont stables par + et x.

Notation Nom Définition Opposé (général) | Inverse (général)
N entiers naturels {0,1,2,....} Non Non
A entiers relatifs {...,—1,0,1,2,...} -n Non
D décimaux {n-107%*:nez kenN} -n-107F Non
a a ay-1 b
Q rationnels {—:aez,bez,b;éo} 4 (—) -2 (a#0)
b b b a
1
R réels “toutes les quantités” -X xl=—(x#£0)
X
o . . a1
R\Q irrationnels les réels non-rationnels —-X X =-
X
Remarque 1.3. Quelques précisions :
) . . . L1 V7 0.5
e Un nombre réel peut avoir plusieures écritures: 0.5=5-10"" = - = —— =1In(e ) = ....

* Les décimaux sont les nombres qui possede une écriture avec un nombre fini de chiffres apres la virgule.

Par exemple, on a 0.99999999... =1 € D.
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* Les nombres réels peuvent étre vus comme l'ensemble des limites de suites de rationnels ou d’irra-

tionnels. On dit alors que @ et R\Q sont “denses" dans R. Entre deux réels distincts, il y a toujours un
rationnel et un irrationnel (une infinité en fait).

Définition 1.4. Si E est un des ensembles de nombres ci-dessus , on notera alors :
1. E_={x€eE:x=<0}, parexempleZ_={....—2,-1,0} et E; = {x € E: x =0}, parexempleZ, ={0,1,2,...} =N.
2. E* ={x e E:x#0}, par exemple Q™ est 'ensemble des rationnels non-nuls.
3. E*={xe€eE:x<0}etE} ={x€E: x>0}, par exempleR* =] —o0,0[ et R} =]0, +o0].

aE+b={ax+Db:xe E}, oua etb sontdes réels, par exemple 2Z est I'ensemble des nombres pairs et27 + 1
celui des nombres impairs.

Proposition 1.5 (Puissances, racines). On rappelle que :
1. La quantité a’ existe si:

e acRetbeNetonaal=ax...x a,oiLa apparait b fois, avec pour convention que a® = 1,

e acR* etbeZ_etonaa’=a'x..xa', oiva”! apparait b fois,

o acR: etbeR etsécrita’ = e’

. . .o . 1 n
2. Soit n € N*, la racine n-iéme d'un nombre réel x = 0 se note {/x = xn de telle sorte que /x = x. On
rappelle la convention définissant la racine carrée : /x := {/x.

Remarque 1.6. On a:
e pour tout x € R, vV x= =|x|;
e pour tout x =0, (\/})2 =X.

On rappelle maintenant les regles élémentaires des opérations sur les réels, avec a, b,c,d,a,B,n,p,x,y
réels tels que les quantités suivantes aient un sens :

Fractions Puissances Racines n-iemes
a ¢ ad+bc o .
Somme i + R Bindme de Newton (cf. apres) YTy s Yx+ Yy
Produit %2 = % xxP = 7P (x3)7 = x%y%, (x)P = x| yxy = Yy, Y Ux= Y
a
Quotient Q:E'g:a—d x—a:x“‘ﬁ,(f)a:x_a nf:W
2 b ¢ bc x.B vy yOf y W




