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Chapitre 1 : Calculs algébriques )
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Rappel sur I'ensemble des nombres réels

Comme abordé au Collége puis au Lycée, I'ensemble des nombres réels est
représenté en mathématique par le symbole R.
Il existe dans R un ordre naturel que I'on note "<" entre les nombres et
qui vérifie les trois propriétés fondamentales suivantes :
© Pour tout x € R, x < x  (Réflexivité)
@ Pour tout x,y,z€ R, six <yety<zalors x <z (Transitivité).
© Pour tout x,y € R, si x <yety <xalorsx=y. (Antisymétrie).

Avec cette relation d'ordre, il existe ce que I'on appelle I'ordre strict sur R,
noté "<" ot x < y si "x <y et x # y". Cette ordre strict n'est ni réflexif
ni antisymétrique.
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Intervalle de R

La relation d'ordre "<" dans R permet de définir les intervalles.

Definition

Soient a et b deux réels, tels que a < b. Un intervalle de R est un
ensemble de la forme suivante :

e [a,b] ={xeR,a<x<b}

o [a,b[={xeR,a<x< b}

e Ja,b] ={xeR,a< x < b}

e Ja,b[={xeR,a< x < b}

o |—o0,a={xeR x<a}

o] —o0,a[={xeR,x < a}

@ |a,+oo[={x € R,x > a}

o [a,+oo[={x € R,x > a}
Les intervalles suivants [a, b] ; [a, +00[ et | — oo, b] sont dit fermés.
Les intervalles ]a, b[; ]a, +o0o[ et | — oo, b[ sont dits ouverts.
Les intervalles [a, b| et ]a, b] ne sont ni ouverts ni fermés.
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Intervalle de R

Soient x,y,z,t € R.

Q Six<zety<talorsx+y<z+t.

Q Sio<<x<yet0<z<talors0<xz< yt.
© On ax <y siet seulement si —x > —y.

Q Six<yetz<O0 alors xz> yz.
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Valeur absolue

Soit x € R. On définit la valeur absolue de x, notée |x|, par :
xsi x>0
x| =

—xsi x<0

|—1=1;10]=0; |x+1=x+1six>—-1let|x+1=—-x—1si
x < —1.

e Pour tout x € R, on a |x| > 0.

Pour tout x € R, on a |x| = | — x|
|x| = 0 si et seulement si x = 0.
xy| = Ix[lyl

Pour tout x € R et a >0, |x| < a équivaut 3 —a < x < a.
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Pour tout x,y € R,




Valeur absolue

Théoreme (Inégalités triangulaires)
a) x+y| < Ix|+lyl

b)

x| |y|\ < x—y.
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Notion de Majorant, Minorant, Maximum, Minimum

Definition (Majorant, Minorant)
Soit A une partie composée de nombres réels. On dit que A est :
@ majorée s'il existe un réel M tel que x < M pour tout x € A. On dit
que M est un majorant de A
@ minorée s'il existe un réel m tel que m < x pour tout x € A. On dit
que m est un minorant de A

@ bornée si A est a la fois majorée et minorée

L'’intervalle |16, 17] est majoré par 17 et minoré par 10 par exemple.
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Notion de Majorant, Minorant, Maximum, Minimum

Remarque

@ Une partie majorée (resp. minorée) n’admet pas un unique majorant
(resp. minorant). Elle en a une infinité.

o Les intervalles (sauf ] — oo, +o0o[= R) sont des parties de R majorées
ou minorées.

.

Definition (Minimum, Maximum)
Soient A une parties de R et m et M deu nombres réels
@ si m € A et mest un minorant de A, on dit que m est le minimun de
A, noté min(A)
@ si M € A et M est un majorant de A, on dit que M est le maximun
de A, noté max(A).

\
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Notion de Majorant, Minorant, Maximum, Minimum

o l'intervalle | — 1,2] admet 2 comme maximum

o [l'intervalle | — 1,2[ est borné mais n'admet ni maximum ni minimum.

Exercices d’application :
Q Est-ce que [—m, 7] admet un maximum ? un minimum ?
@ Donner I'ensemble des majorants des parties A =]0,2[ et B =] — 1, 2].
© Mettre sous forme d'intervalle les ensembles {x € R, |[x — 1| < 2} et
{x €R, [3x — 4| <1}.
O Mettre I'intervalle | — 7, 2[ sous forme d'un ensemble utilisant une
valeur absolue.
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L’'ensemble des entiers naturels N

La construction de I'ensemble N des entiers naturels a été formalisée pour
la premigére fois au 19éme siécle par le mathématicien italien Giuseppe
Peano et le mathématiciens allemand Richard Dedekind. Cette
construction dépasse le cadre de ce cours de L1 ol nous nous contenterons
d’admettre |'existence de N et supposons qu'il vérifie les régles suivantes :

@ N est non vide.
© N est totalement ordonné : pour tout i,j € N,onai<jouj </

© Toute partie non vide de N possede un plus petit élément : si A est
une partie de N non vide, alors il existe a appartenant a A tel que

pour tout /i appartenant a A, a < /.
© Toute partie non vide et majorée de N posséde un plus grand élément.

11/33
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L’'ensemble des entiers naturels N

Propriété

@ L'ensemble N posséde un plus petit élément, noté Q.

o N\{0}, I'ensemble des entiers naturels privé de 0, posséde un plus
petit élément, noté 1.

On peut ainsi nommer les entiers successifs :
@ pour tout n € N, la partie {p € N, p > n} possede un plus petit
élément, appelé successeur de n et noté n+ 1.
@ pour tout n € N, la partie {p € N, p < n} posséde un plus grand
élément, appelé prédécesseur de n et noté n— 1.
Ainsi N ={0,1,2,---} est I'ensemble des nombres entiers naturels.
A partir de I'ensemble N, on peut définir I'ensemble des entiers relatifs
noté Z, comme étant les entiers naturels et leurs opposés. Ainsi
Z={--,-2,-1,01,2,---}.
En d’autres termes, un nombre est appelé entier relatif si c'est un entier
naturel ou si son opposé est un entier naturel.
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L’'ensemble des entiers naturels N

Remarque

Un entier naturel est donc un entier relatif. On dit que N est inclus dans
Z, ce que I'on note N C 7.
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Opération d'addition et de multiplication sur N et Z

Pour tout a,b et c dans N ou Z on a :
o (a+b)+c=a+(b+c)
@ (axb)xc=ax(bx*c)
Il s'agit de I'associativité de |'addition et de la multiplication
@a+0=0+a=a2a
@ axl=1xa=a

0 est I'élément neutre de I'addition et 1 celui de la multiplication.
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Opération d'addition et de multiplication sur N et Z

@eat+b=b+a

@ axb=bxa
Il s’agit de la commutativité de I'addition et de la multiplication

@ (a+b)yxc=axc+bxc

@ ax(b+c)=axb+axc
Il s'agit de la distributivité de I'addition par rapport a la multiplication et
de la multiplication par rapport a I'addition.

@ Pour tout a € Z, il existe un unique &’ € Z tel que a+a’ = a3’ +a=0.
On note cet élément a’ par —a (symétrie ou opposé).
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Rappel sur les fractions et les opérations sur les fractions

Definition

. 8 O E a .
Une fraction est un nombre qui s'écrit sous la forme 5 ouacZetbe 7.
/

. . a p . .
On dit que deux fractions b et b sont égaux si et seulement si ab’ = a’b.

Propriété (Simplification)

. am
Pour tout a € Z, b et m appartenant a Z* alors P
m
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Opérations sur les fractions

@ Pour deux fractions — et — on définit la somme par la formule
a ¢ ad+cb
b d " bd

@ Pour deux fractions Z et 2 on définit le produit par la formule
a ¢ ac
b d bd

Definition

L'ensemble des fractions, c'est-a-dire des nombres pouvant s'écrire sous la
a . 1
forme 5 avec a € Z et b € Z*, constitue |'ensemble des nombres

rationnels, noté Q en mathématique.
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Regles sur les puissances

Definition
Soient a un nombre réel non nul et m un entier strictement positif. On
définit a” =axaxax---xa pris m—fois

Propriété

Pour deux entiers strictement positifs m et n on a :

03" xa"=axax---xaxaxax---xa=artn

m—fois n—fois
@ (aM)"=ax---xax---xax---xa=ax---xa=am
m—fois m—fois mn—fois
n—fois

e %=1

@ Pour m € N, on peut définir a—™, pour tout réel a non nul, par
1

am’
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Regles sur les puissances

Ainsi, on peut généraliser les formules précédentes dans le cas ou m et n
sont dans Z.

Pour deux nombres réels a et b non nuls et m € Z, on a aussi
(ax b)™=2a"x b".
Généralisation :

@ Soient a # 0 un nombre réel, m un entier relatif et n un entier
strictement positif. Si a > 0 on définit arn = v/a™.

@ Pour a et b deux réels strictement positifs et pour tous x,y € Q on
a:a‘a =", (&¥) = a¥; (ab)X = a*b~.
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Définitions et propriétés élémentaires

Definition (Symbole > et [])

Soit / un ensemble fini non vide et (a;);c/ une famille de nombres réels. On
note :

° Z a; la somme des éléments de la famille (a;);e/.

iel
° Ha,- le produit des éléments de la famille (a;);e/-
i€l
v
Remarque
Par convention, si | = () : Z aj=0et Ha,- =i
iel icl

A\

Cas fondamental : Si | = [m, n] avec m, n e Zetm<n:

Za,—am+am+1+am+2+ ta, et Haizamxam+1><-~><an-

i=m i=m
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Définitions et propriétés élémentaires

Remarque

" n

L 'indice ne sert qu'a compter c'est la raison pour laquelle

Z3l+2—23k+2—23s+2
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Définitions et propriétés élémentaires

Q SoitneN*; Y7 128=28+28+---+28 =28n

n—fois

n
Q@ > 28=28+28+---4+28=28(n+1)
k=0 (n+1)—fois
© somme des n premiers naturels :
- n(n—+1)
> k=1+243+ - 4+n=—7"
2
k=1
© somme des carrés des n premiers entiers :
n

SR 4 3y 2o OE DAY
k=1

6

© somme géométrique : pour q réel et q #= 1 on a
n 1— n+1
qu:1+q+q2++q”:7q

k=0 l-gq
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Définitions et propriétés élémentaires

Plus généralement, si m,n € Z avec m< non a

n _
1_qn+1 m

qu:qm( T )

k=m aq

La preuve de ce résultat découle du raisonnement suivant : On note par
Sm,n cette somme. Ainsi on écrit d'une part

Smn=q"+q" g™ g
qXSm,n: m+1_’_qm+2+‘_.+qn+qn+l

En faisant la différence des deux lignes précédentes on trouve :

m

Sm,n —gx Sm,n =q — qn+1 — Sm,n(l - q) = qm - qn—|—1
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Définitions et propriétés élémentaires

Propriété (Linéarité de la somme)

Soit 1, un ensemble fini, (a;)ic; et (b;)ic; deux familles de nombres. On a :
(1) Z(ai+bi) :Zai+zbi
il il icl
@ Pour tout réel A, Y Xai =X\ a.
icl icl
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Définitions et propriétés élémentaires

Soit n > 5 un entier et x, y deux réels. Nommer et calculer la somme :

En:3k 2x) = Z3k sz—32k
k=0

n(n+1) _( )(3n—4x)
oD x(s+y)=xD (s+y)=xD s+x) y=
s=0 s=0 s=0 s=0
xis—i—(nz—i—l)xy_x(nZ—’_zl)nZ—i—( +1)xy (n +1)(n*+2y).
s=0

n—1
e > (2+3)= 22'+Z3—Z2'+3 n—4)=
i=4

_2n—4 24 2n
1o P = 43 -4 =274 30— 28
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Définitions et propriétés élémentaires

Propriété (Pour le produit)

@ Pour tout \ réel, H A = \" ou n est le nombre d'élements de |.
i€l
@ [[aibi=(Ja)(]b)
iel icl icl
(s H Aaj = A”(H a;) avec n le nombre d’'éléments de .
iel icl

Propriété (Exponentielle d'une somme)

at+b _

La propriété e e?eP se généralise 3 une famille de réels

d1,d2,d3, " ,dp eXp(Z?:l ai) = H?:l eXp(ai)'

Propriété (Logarithme d'un produit)
Pour by, by, b3, -, b, € R% - In(TT7Lq bi) = Y71 In(by).

=
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Sommes et produits télescopiques

n
Partons de la somme suivante Z(k +1)% — k3. Si on déroule cette
k=1
somme on a pour différentes valeurs de k :

k=1ona23-13
k=2ona33-23
k=3ona43-33

k=n—1lonan®—(n-1)3

k=nona(n+1)3-nd

En faisant la somme on remarque que beaucoup de termes se télescopent
n

et on obtient (n+1)3 — 13 Ainsi » (k + 1)3 — k3 est une somme
k=1

n
télescopique qui vaut aprés simplification Z(k +1P -k =(+1)> -1
k=1
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Sommes et produits télescopiques

Definition

n
Si (Uk)ke[m,n] est une famille de nombres, la somme Z (Ug+1 — ug) est

k=m
n

dite somme télescopique. Cette somme vaut Z (Uk+1 — Uk) = Un+1 — Um-

k=m
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Sommes et produits télescopiques

Exemple
N @2(k+1) 2k o2k

e
——— — — =7 En posant u, = — alors on reconnait la somme
P (k+1)2 k2 k2

de termes télescopiques d’ou

N e2(k+1) o2k e2(n+1) )
/5 " 75 —Upt1 — Ul = —5 — €.
m(k+1)2 k2 (n+1)?
n o e(k+1)?

De méme, partons du produit
k=1

2 . s 7 1z -
ux = eX°, le produit précédent s'écrit
n

e =7. Pour ce produit, en posant

Uk41 us uz u Upt1 .. . .
11 kel 22 B x 2 x ™ et ainsi par simplification on a
—1 Uk up W Un—1 Un
n 1 2
H Uk+1  Upy1l e(r+1)
Uk uy e

k=1
C'est ca qu’on appelle un produit télescopique.
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Sommes et produits télescopiques

Definition (Produit télescopique)

n
On dit qu'un produit H ay est télescopique si pour tout k € {0,1,--- , n},
k=0

on peut écrire de facon simple a, sous la forme ay = ——

bit1 _ bni1
by by

brt1
oit un produit télescopique. Alors
kHO b, NP piq H
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Sommes et produits télescopiques

Exercice
Soit n > 1 un entier et soit y € R. Calculer

n
o Up:=> In(j+1)—In(2))
Jj=3
Indication : On commence par remarquer que In(2j) = In(2) + In(j)
puis on remarque une somme télescopique.

n
2y(k +1)3
o Vi(y):=]1 B
k=1
Indication : ici 2y ne dépend pas de k donc en le sortant du produit,

le reste devient un produit télescopique.
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Application des sommes télescopiques

factorisation de a" — b" par a— b
n—1

Pour tout a, b € R et pour tout n € N*, a” — b" = (a — b) Z akpmik,
k=0

Preuve de la formule :

n—1 n—1 n—1
(a _ b) Z AKpn—1—k — Z(a _ b)akbn—l—k _ Z gktLlpn—1—k _ jkpn—k
—_—
k=0 k=0 k=0 k+1pn—(k+1)

ainsi on remarque une somme télescopique. Ce qui donne

n—1
(a—b) Z akpm 17k = a"p0 — Op" = a" — b".
k=0

Remarque
e Pourn=2, a>— b?>=(a—b)(a+b)

n—1
e Pourb=1eta#1, a"—lz(a—l)Zak
k=0
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Changement d'indice

Soit la somme Z ak, ol am, - ,a, sont des nombres. L'intervalle des
o k=m
indices de la somme est

[m, n] = {k, k € [m, n]]} _{/+3l€[[m 3,n—3]}.

Ainsi on a I'égalité : Z ay = Z ajy3-

k=m i=m—3

Exemple

On veut faire les changements d’indices i = k+2 et j = k — n a la somme
2k+

S= Zk nk\/ﬁ

2n+-2 ez;_3
e Pouri=k-+2 alorsk=i—2doncS = Z

i—n+2(i_2)vi+1

e2(+n)+1

e Pour j=k — n alors k = j+ n donc S = ZJ-FH)\/H‘T

Léon Matar Tine Algebre 1 Info (MAT1074L) L1 Maths-Info 2(

Automne 2025



	Chapitre 1: Calculs algébriques
	Rappel sur l'ensemble des nombres réels
	Les entiers naturels et les entiers relatifs
	Rappel sur les fractions et les opérations sur les fractions
	Règles sur les puissances
	Sommes et produits de familles finies de nombres réels
	Techniques classiques de calculs algébriques


