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Algebre 1 et Analyse 1

Feuille d’exercices n° 6

NOMBRES REELS ET SUITES REELLES

Exercice 1. Pour chacun des ensembles qui suivent, déterminer s’ils possedent des bornes supérieure et

inférieure. Le cas échéant, donner ces bornes et décider si ce sont également des extrema.

a) [0,1] b) { (=" +; | neN}
c){#ﬂl(m,n)eNxN*} d) [0,v2] NQ
Solution :

a) 0 est la borne inférieure et le minimum de l'intervalle, 1 la borne supérieure mais n’est pas un
maximum puisqu’il n’est pas dans I'intervalle. En effet, la suite u,, = 1 — %, n € N* est composée
de terme de l'intervalle, converge vers 1 et n’est majorée par aucun réel de 'intervalle.

b) Notons B = { (-1)" + 1 | n € N* }. D’une part 3/2 € B puisque 3/2 = (—1)? +1/2, et d’autre
part, Vn. > 2,3/2 > 1+ 1/n > (=1)" + 1/n, et 3/2 > (—=1)! +1/1 = 0, donc 3/2 est la borne
supérieure et le maximum de 'ensemble B. La suite u;, = —1 + ﬁ,Vk € N est une suite
d’éléments de B puisque —1 + ﬁ =(-1)"+ % pour n = 2k + 1, et cette suite converge vers -1.
Or Vn € N* (—=1)" + % > —1, donc —1 est la borne inférieure de B et ce n’est pas un minimum.

¢) Notons C' = { Pl ‘ (m,n) € N x N* } D’une part 0 € C puisque 0 = ﬁ, et d’autre part
Vo € C, x > 0 donc 0 est la borne inférieure et le minimum de C'. Remarquons que puisque n > 1,

alors o < o < 1. De plus, lorsque m — +o0, 5 — 1 donc 1 est la bonne supérieure de C

mn+1 —

et n’est pas son maximum.

d) D’une part 0 € [0, \/i] NQ, d’autre part Vq € [0, \/5] NQ, ¢ > 0 donc 0 est la borne inférieure et le
minimum de cet ensemble. En revanche, v/2 majore cet ensemble mais n’y appartient pas. Puisque
Q est dense dans R, pour tout € > 0, il existe un rationnel dans l'intervalle |v/2 — €,v/2], et donc
un élément de [0, \/i] N Q, c’est donc qu’aucun nombre plus petit que v/2 majore ’ensemble, et

donc v/2 est la borne supérieure de [0, \/ﬂ NQ.

Exercice 2. Soient A et B deux parties non vides de R.
1. Onnote —A={—-ala€ A}.
a) Montrer que inf A existe si et seulement si sup(—A) existe et qu’alors inf A = —sup(—A4).
b) Montrer que sup A existe si et seulement si inf(—A) existe et qu’alors sup A = —inf(—A).
2. Supposons B C A.
a) On suppose A majoré. Montrer que B posséde une borne supérieure et que sup B < sup A.

b) On suppose A minoré. Montrer que B posséde une borne inférieure et que inf B > inf A.

3. Onnote A+ B = {a+b|a € A be B}. A quelle condition sup(A4 + B) existe-t-elle ? Dans ce cas,

Pexprimer en fonction de sup(A) et sup(B).



Solution :

1.

a) Puisque A est non vide, alors

inf A existe <= Im e R,V e Am <z
<— dmeRVreA—-m>—z
— IMeRVzeAM>—=x

<= sup — A existe.

Soit x € —A, —x € A donc par définition de la borne inférieure inf A < —x et donc Vx €
—A, —inf A > z, donc par définition de la borne supérieure, sup(—A) < —inf A.
Soit x € A, alors —z € —A donc —z < sup(—A). Donc Vo € A,z > —sup(—A), donc
—sup(—A) < inf A. On en conclut que sup A = inf A.

b) On applique la question précédente a I’ensemble —A. On sait que inf(—A) existe si et seule-
ment si sup(—(—A)) existe. Or —(—A) = A, donc inf(—A) existe si et seulement si sup A
existe. De plus inf(—A) = —sup(—(—A4)) = —sup A, d’ou le résultat.

a) A est majorée, donc il existe M tel que Vo € A,z < M. Or B C A, donc Va € B,z € A et
donc x < M. Donc B est majorée et non vide et possede donc une borne supérieure. Enfin,
Vr e B,z € A donc Ve € B,z <supA, donc sup B < sup A.

b) A est minorée, et non vide, donc Vo € A, z > inf A. Or Va € B, x € A, donc = > inf A,

donc d’une part B et minorée et non vide donc possede une borne inférieure, et d’autre part
inf B > inf A.

3. Montrons que sup(A + B) existe si et seulement sup A et sup B existent. On commence par le sens

sup(A + B) existe <= sup A et sup B existent.

On suppose donc que sup A et sup B existent. Alors V(a,b) € Ax B, a <sup A et b < sup B, donc
a—+b<supA+supB, donc A+ B est majorée, non vide, et admet donc une borne supérieure.
De plus, sup(A + B) < sup A + sup B.

Traitons le sens direct par contraposée. Montrons donc que non(sup A et sup B existent) = non
(sup(A + B) existe).

On suppose donc que A ou B n’est pas majorée. Puisque A et B jouent un role symétrique, on
peut supposer que A n’est pas majorée (quitte a échanger les noms de A et B), c’est a dire qu'il
existe une suite d’éléments de A que 'on note (ay)nen telle que a, njw +00. Soit b € B. Alors
la suite b, = a,, + b définie pour tout n € N, tend elle aussi vers +o0o par somme des limites. Or
c’est une suite d’éléments de A + B. Donc A + B n’est pas majorée, elle n’a donc pas de borne
supérieure.

Reste a prouver que lorsque ces bornes supérieures existent, sup(A+ B) > sup A+sup B, puisqu’on
a déja montré I'inégalité inversée. Soit (ay)nen une suite d’éléments de A qui converge vers sup A,
et soit (by)nen une suite d’éléments de B qui converge vers sup B. Alors la suite (ay, + by )nen est
une suite d’éléments de A 4+ B qui converge vers sup A + sup B, donc sup A+ B > sup A + sup B,

ce qui conclut ’exercice.



Exercice 3. Soit f : R — R une fonction majorée. Pour tout y € R, on pose :

1.

f*(y) = sup f(x).

<Y

Illustrer la définition de f* par des figures rapides sur différents exemples de fonctions f.

2. Déterminer f* dans le cas ou f est croissante.

3. Etudier la monotonie de f.

Solution :
1. Notons que f* est toujours définie puisque f est majorée, donc admet une borne supérieure sur
n’importe quel sous ensemble non vide de R.
2. Si f est croissante, alors V(z,y) € R, z <y = f(z) < f(y). Ainsi Yy € R, f*(y) = sup,<, f(z) =
max<y f(x) = f(y) donc f* = f.
3. Montrons que f* est croissante. Soit z > y. f*(z) = sup,<, f(x), donc Vz < z, f*(2) > f(x).

Or Vz <y, on a que z < z puisque z > y. Donc Vz <y, f*(2) > f(z), et donc sup,<, f*(2) >
sup, <, f(z). puisque P'expression f*(z) ne dépend pas de z, on a que sup, <, f*(z) = f*(z) et donc

f*(2) = f*(y), c’est a dire que f* est croissante.

Exercice 4. Soit f : [0,1] — [0, 1] une fonction croissante. On veut établir que f posseéde un point fize,

c’est-a-dire qu’il existe zg € [0, 1] tel que f(zg) = xo.

Posons
T={ze€l0,1] | f(z) < z}.
1. — Démontrer que T possede une borne inférieure t.
— Démontrer que f(¢) minore 7.
— Etablir linclusion f(T') c T.
— En déduire que t est un point fixe de f.
2. Ce résultat est-il toujours vrai pour une fonction croissante de [0, 1[ dans [0, 1] 7

Solution :

1.

. Non! La fonction définie par f(x) =

— T est une partie non vide de R puisque 1 € T', qui est minorée par 0, donc T' admet une borne
inférieure que I'on note t.

— Purtout x € T, t <z, on adonc f(t) < f(x) puisque f est croissante, or x € T donc f(x) < z,
donc f(t) < x, c’est a dire que f(t) minore T

— Soit y € f(T), c’est a dire que Iz € T, f(x) = y. Puisque z € T, y = f(z) < x, donc puisque
f est croissante, f(y) < f(z) =y, donc y € T, donc f(T) C T.

— Nous venons de montrer en particulier que f(t) € T'. Puisque c’est un minorant de 7', c’est que
inf T'= f(t), donc t = f(t) et c’est donc un point fixe.

H‘Tx est croissante et n’a pas de point fixe dans l'intervalle

[0,1]. La preuve précédente échoue parce que l'ensemble T est vide et n’a donc pas de borne

inférieure!



Exercice 5. On appelle nombre dyadique tout nombre rationnel de la forme g3, avec m € Z et n € N.

Démontrer que ’ensemble des nombres dyadiques est dense dans R.

Solution : Soit ]a,b[ un intervalle non vide de R, c’est a dire tel que a < b. Montrons qu’il existe un
nombre dyadique dans l'intervalle ]a, b[. Puisque la suite de terme général u,, = 2% converge vers 0, il
1

existe n € N tel que 57 < b —a, c’est & dire 2"b — 2"a > 1. C’est donc qu’il existe un entier m € Z tel

que 2"a < m < 2"b. Et donc a < g < b. L’ensemble des nombres dyadiques est donc dense dans R.

Exercice 6.

1. Soit (up)nen une suite a valeurs dans Z.
Montrer que (uy) converge si et seulement si elle est stationnaire, c’est-a-dire si elle est constante

a partir d’un certain rang.

2. Soit D C Z un ensemble non vide et majoré. Montrer que D possede un plus grand élément.

Solution :

1. Si (up) est stationnaire a partir du rang ng, alors Ve > 0 et Vn > ng, |up — un,| = 0 < &, donc
(up) converge vers uy,. (Et ceci est vrai méme si (uy,) est & valeur dans R).
Réciproquement, si (u,) converge vers | € R, alors Ing € N tel que Vn > ng, |u, — ] < 1/4.
En particulier, on a donc que |up — tp,| < |up — | + [l — up, < 1/2. Or dans lintervalle [u,, —
1/2,un, + 1/2] il n’existe qu’un seul entier : u,,. Donc pour tout n > ng, u,, qui est un entier
dans cet intervalle, ne peut étre que u,,. La suite est donc stationnaire.

2. Puisque D est une partie de R non vide et majorée, D possede une borne supérieure d. Montrons
que d € D et que c’est donc le plus grand élément de D. Soit (d,,) une suite d’éléments de D qui
converge vers D. Puisque c’est une suite d’éléments de 7Z, alors d’apres la question précédente elle

est stationnaire. Il existe donc ng € N tel que d,,, = d et donc d € D.

Exercice 7. Soit (uy)nen une suite réelle convergeant vers £ € R .

Montrer qu’il existe Ny € N tel que Vn € N, n > Nog = u,, > %.

Solution : Par définition, Ve > 0,3ng € N,Vn > ng, |u, — £| < €. On choisit € = ¢/2 et 'on a donc qu’il
existe ng € N tel que Vn > Ny, |u, — €| <1/2 et donc £ —£/2 < wu,, — € < L+ {/2 et donc u, > {/2.

Exercice 8. Soit (uy)nen une suite réelle bornée et (vy,)nen convergeant vers une limite ¢ € R.
1. On suppose ¢ = 0. Montrer que (uy, v,)nen converge vers /.

2. Est-ce toujours vrai si £ # 07

Solution :

1. La suite (upn)nen est bornée, il existe donc M € R% tel que |u,| < M. Soit € > 0. Puisque
v, — 0, cest qu'il existe ng € N tel que pour tout n > ng, on ait |v,| < 37 puisque 57 > 0.
n—-+0oo
Ainsi pour tout € > 0,3ng € N,Vn > ng, [upvp| = |un||vn] < M5 = e, ce qui est la définition de
(upvy) converge vers 0.
2. Non! La suite définie par u,, = (—1)"™ est bornée par 1, la suite définie par v, = 1 converge vers

1, mais le produit des deux n’a pas de limite.



Exercice 9. Soient (up)nen €t (vn)neny deux suites réelles convergentes. Etudier la convergence de la

suite (max{un,vn}),cy de deux manicres différentes :

1. en commengant par chercher une expression simple de max{x,y} en fonction de x et y pour tous

x,y € R (Indication : on pourra s’intéresser ¢ max{z,y} + min{z,y} et max{z,y} — min{z,y});

2. en revenant a la définition de la limite.

Solution :

1. Siz <y, alors max{z,y}+min{z,y} = y+=. Si au contraire, z > y, alors max{x, y}+min{z,y} =
x+y. Si x = y bien entendu, max{z,y} + min{z,y} = z+y. Donc dans tous les cas, max{z,y} +
min{z,y} = = + y. De méme, max{z,y} — min{x,y} = |x — y|, pour s’en convaincre, il suffit de

tester les trois cas.

Or
max{z, y} max{z,y} + min{z,y} —;— max{z,y} — min{z, y}7
et donc
z+y+lz—y
max{z,y} = — s

Ainsi puisque les suites (up)nen €t (vpn)nen convergent, en notant respectivement leurs limites u
et v, par somme de limites et continuité de la valeur absolue, la suite (max{u,, v, })nen converge

utv+|u—v| _
vers ——5—— = max{u, v}.

2. Soit £ > 0, et notons u et v les limites de (u,) et (v,). Distinguons deux cas :

— Si u = v, puisque (u,) et (v,) convergent toutes les deux vers u, on a d’une part
dn; € N,Vn > ny, |u, —u| <e,

et d’autre part
dng € N,Vn > no, v, —u| <e

et donc sin > nj et n > ng, c’est a dire sin > n3 = max{ny,n2}, on a a la fois u,, € [u—e,u+-¢]

et v, € [u— e, u + ¢] donc max{u,,v,} € [u—¢e,u + €] et donc en conclusion,
Ve > 0,3ng € N,Vn > ns, | max{u,, v, } — max{u,v}| <e,

c’est a dire (max{uy, vp})nen converge vers max{u,v}.
— si u # v, alors par symétrie du probleme, supposons que u > v. Alors puisque (u — v)/2 > 0
on a d’une part
Ing € N,Vn > ny, ju, —u| < (u—v)/2,

et d’autre part
dns € N,Vn > ns, v, —v] < (u —v)/2,

et donc Vn > max{n4,ns}, on a v, < (u+v)/2 < u, et donc max{u,,v,} = uy, & partir
du rang ng = max{ng,n5}. De ce fait, les deux suites partagent la méme limite et donc

(max{uy, vp })nen converge vers u = max{u,v}.



Exercice 10. Etudier la convergence de la suite (uy)nen+, dont le terme général est donné par :

n 2\°3
a) Un = 37 b)un=<n+nQ> —n3, ) up=(n+1)(n—121)—n?
—1)" 2nS +5n +1
d) up =vn?+n—Vn2+1l, e Unzgw)y B un=—6_5
on _ gn )
g) Uy, = (—1)”717 h) Up = m7 1) Uy = %7
sin(n) — 4 1 5" +n
.]) un_2+(n;’ k) un:nlnn7 1) un—(3n)_1’
n!
m)un:n—n
Solution :

a) Vn € N*, 0 <u, < % = % donc par le théoreme des gendarmes, u, — 0.
n—-+oo

b) VneN*,un:n3+3n2%+3n%+%—n3:6+%+% donc par somme de limites u,, — 6.

n—+oo
) VneN u,=n?+1-1-34 —n?= %doncun — 0.
n n—+o0
d) Vn € N*,u,, = (VnZ4n— Vit D(Vaintveltl) Loy et donc par somme
Vn2+n+v/n?+1 /14l —I—n\/l—i-l \/1+%+\/1+%
et produit de limites, v, — %
n—+o0o

* —1 1 7
e) Vn € N*, L Sun < g donc par le théoreme des gendarmes, u,, njoo 0.

2+5+5%
2

f) ¥n € N* u, = 5T donc par somme et produit de limites, u,, — 2.
—2-% n——+0o0o

g) La suite (u,,) n’a pas de limite, puisque ug, — 00, mais ug,+1 — —00, limites qui ne sont
n—+4o00 n—+o0o
pas égales.

h) Vn € N*, u,, = g;gg a1 or [2/3] <1 donc la suite géométrique de terme (2/3)" converge vers 0, et
donc par somme et produit de limites, u, —> —1.
n—-+00
i) ¥n e N* u, =n'/"= en In(n). Par croissance comparée, % In(n) —+> 0, et donc par composition
n—-+00
de limites, u,, — 1.
n—+oo

j) Vn e N*2— i < u, <2— =%, donc par le théoreme des gendarmes, u, — 2.

n—-+oo

k) ¥n € N* u,, = e! donc la suite est constante et converge vers son unique valeur, e.

1) Vn e N* u, = % Par propriétés des suites géométriques, (1/3)" —+> 0, par croissance
n—-+0oo
comparée, 55 —+> 0, et la suite (5/3)" —+> +o00. Ainsi la suite par somme et produit de limites,
n—+00 n—+o00

Ugn, —> 400, et ugpr1 —> —o0. Les limites n’étant pas égales, la suite (u,,) n’a pas de limite.
n—-+00 n——+0o0

* _ 1x2X..Xn ) N TP
m)Vn € N*, 0 <y, = 25521 S donc d’apres le théoreme des gendarmes, u, n_>—+>oo 0.

Exercice 11. Etudier la convergence de la suite (uy)pen+ définie pour n € N* par

- 1
Up = _—.
; vn2+k



Solution : Puisque la fonction x — ﬁ est décroissante sur R , pour tout n € N* on a

k=1 k=1
donc
n e, <N
T <y, <=
n1+1/n~ "~ n
c’est a dire .
- <u
V1+1/n
: 1 ’ S AT o
Puisque WFSy n_}—+>oo 1, d’apres le théoreme des gendarmes u, n_:)m 1.

Exercice 12. Pour tout n € N, posons
up = /n — |Vn].

1. Etudier la convergence des suites (2 )nen €t (1,2 +n)neN-

2. En déduire que la suite (uy)nen ne converge pas .
Solution :
1. Pour tout n € N, u,2 = Vn? — |V/n’] =n—n=0, et

Un2in = V12 +n—[Vn® +n]

=vn?+n-—n car n® <n?+n < (n+1)>%
[ 1 1++4-1 1
:n( 1+—1>:n = = :
n 1+1+4+1 1+1+1

Par somme, produit et composition de limites, w2, njw 1. Puisque (u)nen a deux sous suites

qui convergent vers des valeurs différentes, alors elle ne converge pas.

Exercice 13. Irrationalité de e.
n

1 1 1
* — PR— —
Pour tout n € N* on pose u, = EOP! et v, = E p—!—|——n!,
p: —

1. Montrer que les suites (u,) et (v,) convergent vers la méme limite.

2. Posons e = nETm u,. Nous allons démontrer que e est un nombre irrationnel en raisonnant par
l’absurde. Supposons qu’il existe deux entiers naturels p,q > 1 tels que e = 2.
— Etablir 'encadrement Uy < e < v, pour tout n € N*,

— Vérifier que q'u, et glvg sont deux nombres entiers consécutifs.

— Conclure le raisonnement.



Solution :

1. Pour tout n € N*, on a :

Upt] — Up = (n—ll—l)‘ >0
“ 1 1 1 1 2
Unt+1 — Up = (n+1)!+(n+1)! _n!:n!<n—i—1_1> <Ocar2<n+1,
donc la suite (u,) est croissante et la suite (v;,) est décroissante. De plus v, — u, = 7 ST 0
donc les suites (uy,) et (v,) sont adjacentes. Ainsi, elles convergent vers la méme limite.
2. — Puisque la suite (u,) est strictement croissante, pour tout n € N*, u,, < e. Puisque la suite
(vp) est strictement décroissante a partir du rang 2, alors pour tout n € N*| e < v,,.
— Puisque q¢lu, = Zgzo%i = (p+1) x ... x ¢, la quantité qlu, est donc un entier. De plus,

q'vg = qlug + Z—i = qlug + 1, donc ¢lv, est un entier égal qlug + 1.
— Puisque uq < e < vy, on a donc qlug < (¢ —1)!p < qlug + 1, 'entier (¢ — 1)!p est donc compris

strictement entre deux entiers consécutifs ce qui est impossible. Ainsi, e n’est pas rationnel.

Exercice 14.
1. Montrer que pour tout x > 0Oon a : x — %:cQ <Iln(l+x) <z

2. En déduire la limite des suites de terme général :

a) u, = (1+1)" b) vn =Ty (1+ 35)-

Solution :
1. Soit f: 2z~ In(1 4 ) — z + 322, définie sur | — 1, +oo et dérivable. On a d'une part f(0) =0 et

d’autre part pour tout x > 0, f'(z) = 1%& —14+x= w = 1%6 > 0. La fonction f est
1.2

croissante sur [0, oo[ et donc pour tout > 0, f(x) > f(0) = 0, c’est a dire que In(1+2) > z — 52°.

De méme, on dérive g(x) = In(x 4+ 1) — = pour obtenir ¢'(z) = I%rl — 1= 5 <0, et puisque

g(0) = 0, par décroissance de g on a In(z + 1) < z pour tout x > 0.

= nIn(1+1/n) qone puisque la fonction exponentielle est croissante,

9 a) Pourtout n € N*, on a uy,
on a

1 1
nl=— n
e (" 27?) <u, <en

c’est a dire

et donc d’apres le théoréeme des gendarmes, u, T e.
n——+0oo

b) On a pour tout n € N*,In(v,) = >p_; In (1 4+ %), et donc

"k 1k? "k
<nz - 2n4> <o) <)

par conséquent
n(n+1) nn+1)2n+1)
m2 6n* < Infvn) <

n(n+1)
2n?

On a % — 0, et n(2"+21) — 1. Ainsi la suite (In(v,)) converge vers 3 et donc
n n—+00 " pn—+too

par composition avec 'exponentielle, la suite (u,) converge vers el/2.



Exercice 15. Somme harmonique

n
1
Pour tout n € N*, on pose u,, = Z a
k=1
dz

— <
x

el e

k+1
1. Montrer que pour tout k& € N*, /
k

2. En déduire la nature de la suite (up)pen-

Solution :
1 1 k+1 d k+1 d 1
1. Pourtoutaze[k:,k:—l—l],S,donc/ xg/ & _ 2
2. On a donc pour tout n € N*,
n n k+1 n+1
1 dx dx
Un, ; > ; S /1 =M+ 1) 1) =(+1) — foo

Exercice 16. Lemme de Cesaro.
1. Soit (uy,) une suite réelle. On définit la suite (v,,) dont le terme général est la moyenne arithmétique

des n premiers termes de la suite (uy,) :

up +ug + ... +un
Up = .

n
Montrer que si (u,) converge vers £ € R alors (v,) converge également vers .

2. Soit (u,,) une suite réelle. On suppose que la suite (u,+1 — Uy )nen converge vers £ € R. Démontrer

Un

- )neN* converge vers /. .

que la suite (
3. Soit (up)nen une suite strictement positive telle que

. Un+1
lim
n—+o00  Up

Démontrer que la suite (/uy,)nen+ converge vers /.

4. Déduire de ce qui précede

n—-+o0 n n—+oo {/nl

lim ¢ (2n> et lim n

(Indication : pour la seconde suite, on pourra utiliser ’exercice 14 )

Solution :

1. On suppose d’abord que £ € R. Soit £ > 0. On sait qu’il existe ng € N* tel que Vn > ng, |u,—¥¢| < €.
De plus, la suite % converge vers (. Donc il existe un rang nj tel que pour tout n > n; et pour
tout k£ tel que 1 < k < ng on ait w < nio. Ceci est possible parce qu’on a pris un nombre

fini et fixé d’indices k (ou parce que la suite (u,) converge et donc est bornée). Ainsi pour tout

n > max{ni,na}, on a

n 1 no n
o === (up—£) = EZ(uk—f)—l—ﬁ > (up—10)
k=1 k=1 k=no+1



et donc .
nge N —ng—
o — 0 < 25 BT 2

no n

e < 2e.

Ainsi, v, — /.
n—-+oo
On suppose désormais que [ = +o0. Soit M € R’. On sait qu’il existe ng € N* tel que Vn > no,

up, > 2M + 2. On sait ensuite que la suite (u,) est minorée, puisqu’elle diverge vers +oo0, il existe

donc m € R minorant la suite (u,) et donc il existe un rang n; € N* tel que pour tout n > ny

et pour tout k tel que 1 < k < ng on ait & > ™ > — L pyisque £ — 0. Ainsi pour tout
1o " n—+4oo

- n =

n # max{ni,na}, on a

-n n—mng—1
Euk—i-f § up > 0 4 0= " (2M +2).
no n
k=ngp+1

Puisque %‘H — 1, il existe un rang ns tel que pour tout n > ng, %0*1 > % Par conséquent,

n—+400
pour tout n > max{ng,ni,n2}, on a v, > M, et donc v, —+> ~+00.
n—-+0o
Sif = —o0, alors —u, — -+oo et donc —v, — -+o00 comme on vient de le prouver, c’est a
n—-+00 n—+00
dire que v,, — —o0.

n—-+o0o
. Utilisons la question précédente en introduisant les suites définies pour n € N* par a,, = Up+1 —up,

et b, = % On a donc que b, = %Zzzl(Uk+l — ug) qui est une somme télescopique : en

effet, on a
n n+1

D (g1 — ) Zuk—f—l —Zuk = ZW;—ZW = Un41 — U1

k=1

Donc pour tout n € N*, b,, = w Or la suite ( ) est une suite qui converge vers 0, et donc la

suite (b,) a la méme convergence que la suite (”T“) D’apres le lemme de Cesaro précédemment
démontré, puisque a, — ¢ € R, on sait que b, — £ €R.
n—+oo n—+oo

Puisque +1

suite (“7") aussi.

—> 1, par produit de limites la suite ( nﬁjl) tend elle aussi vers £ € R, et donc la

. On introduit cette fois a,, = In(u,), bien définie puisque w,, > 0 pour tout n € N. On a alors

Un+1

que pour tout n € N, ap41 —ap, =1n ( - — In(¢) par composition des limites si ¢ € R, et

n n—+oo
diverge vers +o0o si | = +o0o0. On peut donc appliquer la question précédente a la suite (a,) : on

sait alors que * — Infsif € R, et vers +oo si £ = +o0.
n—-+00

Or pour tout n € N*, p/u,, = en In(un) — e, et par composition des limites, {/u,, — e — ¢

n—-+00
sifeR, et Yu, n_>—+>oo 400 si £ = 400, ce qui conclut la preuve.
. On pose u, = (27:”) pour tout n € N. Calculons :
2n+2
tnir (0D )2 (2n+2)!  (2n+1)2n+2)
= 5 = ' 2 = 12 — 4.
Un, ™ 2n)! (n+ 1)! (n+1)! n—+00
Donc d’apres la question précédente, { (27?) — 4.
n—-+00
De méme, pour tout n € N* posons v, = %, et calculons :
v n" (n+1)! n \"n+1 1\"
il nt (n+ DU o+ 2] e
Un, n! (n+ 1)n+t n+1l) n+1 n) n—+too
d’apres l'exercice 14. Ainsi, puisque % = p/u,, on sait d’apres la question précédente que
_n_
Vil nSgeo
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Exercice 17. Suites arithmético-géométriques.

Soit (a,b) € R? tel que a # 1 et soit u(?) € R. On définit par récurrence (uy)nen telle que : ug = u(® et,

pour tout n € N, up4+1 = aup + b.

1. Montrer qu’il existe o € R tel que a = aa + .

2. Montrer que la suite (v, )neny = (Un — @)pen est une suite géométrique.

3. En déduire 'expression de u,, pour tout n € N.

4. Btudier la convergence de (uy). (Indication : on distinguera les cas |a| <1, a > 1 et a < —1).

5. Calculer, pour tout n € N, la somme Y ;. uy.

Solution :

1. L’équation o = acx + b est équivalente a a(1 — a) = b. Celle ci possede une solution, 1 ~— Ppuisque
a # 1.

2. Calculons : Vn € N,v,41 = tpy1 — @ = auy, + b — (aa + b) = a(u, — a) = avy, donc (v,) est une
suite géométrique de raison a.

3. Par conséquent, pour tout n € N, v, = vpa™ = (ug — a)a™ et donc u, = v, + @ = (ug — @)a" + a.

4. La convergence dépend de la valeur de a, ainsi que du signe de (uyp — ).
— Si ug = «, alors la suite est constante égale a ug.
— Si ug # «, alors si |a| < 1 la suite converge vers «, si a > 1 alors la suite diverge vers l'infini

du signe de ug — a, et si @ < —1 alors la suite n’a pas de limite.
5. Calculons, pour tout n € N :

_ onetl
Zuk—z [(uo — a)ak + a] = (ug — ) Za +Za—u0—a)11fa+ +(n+1)a
k=0

k=0"

Exercice 18.

Le but de cet exercice est d’étudier la suite définie par récurrence comme suit :

Upt1 = 2up (1 — uy), Vn>0,
ug € R.

Soit f : R — R définie par f(z) = 22(1 — z) pour tout x € R. Dresser le tableau des variations de

f et dessiner son graphe.

. Etudier le signe de f(z) — 2 pour tout = € R.

Montrer que si (uy) converge, alors elle converge vers un point fixe de f. Déterminer les points

fixes de f. Que peut-on dire de la suite (uy,) si ug est I'un des points fixes de f 7

. Montrer que les intervalles | — 0o, 0[ et ]0,1/2[ sont stables par f et que f est croissante sur ces

intervalles. On dit qu’un intervalle I est stable par f si f(I) C I.

On suppose que ug €]0,1/2[. Montrer que la suite (u,) est alors croissante (On pourra s’aider de

la question 3.) En déduire la nature de la suite (u,). Méme question si ug €] — 00, 0.

Etudier la nature de la suite (u,) lorsque ug €]1/2, +ocl.

11



Solution :

1. Puisque pour tout x € R, f'(z) =2—4x et lim f(z)= lim f(z)=—-ocoona:

T—r+00 T—>+00
x —0 3 +00
/() + 0 -
1
f (@) T
—00 —00

2. Vo € R, f(x) —x = —22% + 2 = 2(1 — 22). Dressons un tableau de signe :

T —00 0 % +o00
T — 0 + +

1 -2z + + 0 -

flx) —= - 0 + 0 -

3. Si (up) converge vers ¢ € R, par passage a la limite dans la relation de récurrence, on a £ = 2¢(1—/)
c’est & dire £ = f({). D’apres le tableau de signe, les points fixes de f sont 0 et 1/2. Si la suite

démarre & un point fixe, puisque u,+1 = f(uy,) pour tout n € N, alors (u,) est constante.

4. On a déja montré que f est strictement croissante sur ces deux intervalles. Il suffit donc de montrer
que pour tout z < 0, f(z) < 0 pour montrer que | — oo, 0] est stable, et que Yz €]0,1/2[, f(x) €
10,1/2[. Puisque f(0) =0 et f(1/2) =1/2, ceci est prouvé.

5. Montrons par récurrence que de fagon générale si ug € I ou I est un intervalle stable, alors
VYn € N,u, € I On note Hy, : "u, € I. Hy est vraie puisque ug € I. Soit n € N, et supposons
H,,. Puisque up+1 = f(un), et u, € I par hypothese de récurrence, puisque I est stable on a donc
Upy1 € I c’est a dire Hy 41, ce qui conclut la récurrence.

Ainsi dans notre cas, Vn € N, uy €]0,1/2], intervalle sur lequel f(z) > z. Puisque u,1 = f(uy),
on a donc un41 > uy,. La suite (uy,) est donc strictement croissante. Elle est également majorée
puisque évolue dans l'intervalle |0,1/2[. Ainsi elle converge, et donc d’apres la question 3, elle
converge vers 0 ou 1/2. Puisqu’elle est croissante et ug > 0, elle converge nécessairement vers 1/2.
De méme, si ug €] — 00,0[, c’est un intervalle stable donc Vn € N,u, €] — oo, 0], intervalle sur
lequel f(z) < x, donc (uy,) est décroissante. Si (uy,,) était minorée, elle convergerait vers 0 ou 1/2,
ce qui est impossible. Elle est donc décroissante et non minorée, c’est donc qu’elle diverge vers

—0Q.

6. Cette fois ci, 'intervalle |1/2, 400[ n’est pas stable. Au contraire, si ug €]1/2, 400, alors d’apres le
tableau de variation déja dressé, u; €] — o0, 1/2[, et l'on est ramené au cas précédent. Précisément,
puisque f(1) = 0, alors si ug €] —1/2,1], u1 €]0,1/2[ et u, - 1/2, si up = 1 alors u; = 0 et

n—-+0oo

(up) est stationnaire & partir du rang 1, et si ug > 1, alors u; €] — 00, 0[ et uy, 7, oo
n—-—+0oo
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Exercice 19.

Le but de cet exercice est d’étudier la suite définie par récurrence comme suit :

{ Upi1 = up(u? — 1), Vn>0,

1. Soit f : R — R définie par f(z) = x(2? — 1) pour tout z € R. Répéter pour f I’étude des questions
1 & 3 de ’exercice précédent.

1

2. Montrer que l'intervalle [—%, -

| est stable par f et que f est décroissante sur cet intervalle.

&l

3. On suppose que ug € [—%, %] Montrer que les suites (ug2,) et (u2,+1) sont monotones et déter-

miner leur monotonie en fonction du signe de ug (On pourra montrer que pour x € [—%, %], on

a |f(x)| < |z|). Montrer que ces suites sont convergentes et déterminer leurs limites.

4. En déduire la nature de la suite (u,) lorsque ug € [—%, %]

1
VB
la nature de la suite (u,) lorsque ug €] — v/2, —

uQ 6]%, \/5[7
6. Etudier la nature de la suite (u,) lorsque ug €] — 0o, —v/2[ et lorsque ug €]v/2, +00].

5. On suppose que 1y €] — /2, [. Montrer qu’il existe ng € N tel que uy, € [—%, %] En déduire

1

\/g[ Quelle est la nature de la suite (uy,) lorsque

Solution :
1. On pour tout z € R, f'(z) = 322 — 1 qui satisfait f(z) = 0 <= z = j:% et f(z) <0 <=z €
| — %, %[ et 'on a également xll}rf@() f(x) = +o0 et xli)r_noof(x) = —o0. Ainsi,
r —© _% % 400
f'(z) - 0 + 0 _

2 +00
f(@) W,

—00 3v3

De plus Vz € R, f(z) — x = 2% — 22 = z(2® — 2). Dressons un tableau de signe :

x —00 -2 0 V2 +00

z - - 0 + +
z? — 2 + 0 - - 0 +
flx)—= — 0 + 0 — 0 +

Enfin, si (u,) converge vers ¢ € R, par passage a la limite dans la relation de récurrence, on a
¢ = f(¢). D’apres le tableau de signe, les points fixes de f sont —v/2, 0 et v/2. Si la suite démarre
& un point fixe, puisque un4+1 = f(uy,) pour tout n € N, alors (u,,) est constante.

2. On a déja démontré que f est décroissante dans cet intervalle. D’apres le tableau de variation la

fonction f y est donc stable si [—=2=, 2] C [-—=, 1] ce qui est le cas puisque 2/3 < 1.

3v373V3 V3’ V3
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25:0) = 10,5251 et (10, 3] =
) C

[—ﬁ,O]. De fait f o f([[—%,()]]) C [—%,0] et fo f([0, %] [0, %], donc les deux inter-

valles sont stables pour fo f qui satisfait a la fois ug(,11) = fo f(un) et ugpmi1y11 = fo f(uant1)-

3 et 4. Puisque f(0) = 0, on remarque plus précisément que f(|

Puisque /2 > %, on sait donc que f(z) — x est positif sur I'intervalle [, 0] et donc f(f(x)) >

\/g I
f(z) > x également sur ce méme intervalle, et de méme que f(f(x)) — x est négatif sur I'intervalle
L
(.0

Ainsi si ug € [0, %], alors la suite (ugy,) évolue dans 'intervalle [0, %] et est donc suite décroissante

minorée, donc convergente, et ce nécessairement vers 0. De plus la suite (ug,+1) évolue dans
I'intervalle [—\%, 0], c’est donc une suite croissante majorée, donc converge également vers 0, et

de fait, u,, — 0.
n—-+o00

Siug € [—%, 0] les roles de ug, et ug,4+1 sont inversés, mais la conclusion reste la méme, les deux

sous suites convergent vers 0, la suite (u,) converge donc vers 0 pour tout ug € [—%, %]

5. Siup €] — V2, —%[, d’apres le tableau de signe alors u; = f(ug) > wup. Deux cas se produisent

alors : soit u; €] — /2, ——=[, et 'on peut répéter le raisonnement pour uj, soit u; ¢] — v/2, ——=
V3 V3
_ 1 L]

2
V37 3v3 NERRVE]
Deux occurrences surviennent donc : soit dng € N tel que uy,, € [—%, %}, soit Vn € Ny u, €

et alors d’apres le tableau de variations de f, u; € |

] -2, —%[ Dans ce cas, (u,) serait une suite croissante majorée donc convergente, or elle ne
pourrait converger que vers —/2, 0 ou v/2, ce qui sont trois possibilités absurdes. Cette occurrence

est donc impossible et nécessairement, Ing € N tel que uy,, € [—%, %]

6. (cf exercice précédent) Sur lintervalle | — oo, —/2[ on a f(z) < x et donc par récurrence, la
suite (u,) est décroissante. Puisqu’elle ne peut converger que vers des valeurs qui ne lui sont pas
accessibles, c’est que u, — —o00. De méme, sur I'intervalle ]v/2, +oo[ on f(x) > z et donc la

n—-+o0o
suite (uy) est croissante, et ne pouvant pas converger, c’est qu’elle diverge vers +oo.

Exercice 20.
En suivant la démarche des exercices 18 et 19, étudier les suites définies par ug € R et Vn € N,

Un+1 = f(up), ou la fonction f est donnée par :

2) fla) = a2, b) fla) = a® + 1, 0 f&) =VIFT,
a) f() = 1+ In(x), &) f(z)=e* 1, 0 f@) = 5o

Pour certaines valeurs de ug, la suite (uy) peut ne pas étre définie a partir d’un certain rang.

Solution : Rédaction PARTIELLE s’appuyant sur les exercices précédents.

a) La fonction f a deux points fixes, 0 et 1. Elle est décroissante sur R™ et croissante sur R, . Enfin,
f(z) <z < z € [0,1]. L’intervalle [0, 1] est donc stabilisé. L’intervalle [—1,0] est envoyé dans
I'intervalle [0, 1], et lintervalle | — oo, —1] est envoyé dans l'intervalle [1,4o00], qui lui aussi est
stabilisé. De fait, si |ug > 1| la suite (up) est croissante a partir du rang 1 et ne pouvant pas
converger vers un point fixe de f tend donc vers +oo. Si ug = |1| alors la suite est stationnaire a
partir du rang 1 donc converge vers 1. Enfin, si |up| < 1, la suite est décroissante & partir du rang

1 et est bornée donc converge vers 0 (puisque 1 n’est pas accessible).
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b) Puisque I'équation f(x) = x n’a pas de solution, f(x) > = pour tout = € R. Ainsi la suite (uy,) est

croissante et ne peux converger puisque f n’a pas de point fixe, donc diverge vers +o0.

c) La fonction f est définie sur I = [—1,, +oo[, donc on se restreint a ug € I. L’équation f(x) = x
a une unique solution, qui est p = @ Puisque f est croissante sur I, f stabilise les deux

intervalles [—1, ¢] et [p, +00[,. Dans l'intervalle [—1,¢|, f(z) > =, et dans I'intervalle [¢, +o0],,
f(z) < z. Ainsi si ug € [p, +00[ la suite est décroissante et minorée donc converge vers le point
fixe ¢. Si ug € [—1, ¢] alors la suite est croissante et majorée donc converge vers le point fixe .

Ainsi quel que soit ug € I, u, —> .
n—-+00

d) Puisque f est définie sur I =0, +ool, on se restreint & uy € I. L’équation f(x) = x a une unique
solution, qui est 1. Puisque f est croissante, I'intervalle [1, +00[ est donc stabilisé. Sur I entier on
a f(x) < x donc la suite (uy,,) est toujours décroissante. Ainsi si ug € [1, +00], elle converge vers 1.
En revanche, si ug < 1, alors la suite étant décroissante et ne pouvant pas converger, il existe un
rang n tel que u, < e~!, et alors u,4+1 < 0 et donc la suite n’est plus définie & partir de ce rang.

e) La fonction f est croissante sur R. De plus I’équation f(x) = x a une unique solution, 0. Les
intervalles R_ et Ry sont donc stabilisés. De plus, sur R_ on a f(z) > =z, et sur Ry, f(z) >

également. Donc la suite (uy,) est toujours croissante. Ainsi si ug € R_, alors u, —+> 0, et si
n—-+0oo

ug > 0, alors u,, — +o0.
n—-4o00

f) La fonction f a deux points fixes, —1 — V2et —1 + v/2. Dressons le tableau de variation de
x flx)—x:

x —00 —1-+2 -2 —14++2 +00

+00 +oo
flx)—=x \O \0
— —

—00 —00

et celui de f :

x —00 —1-+2 -2 —14++2 +00

0 +o00
\ ~

f() —1-+2 —14+2
\

On voit donc que l'intervalle | — 2, +00[ est stabilisé. Or f y est décroissante, donc f o f stabilise
les intervalles | — 2, —1 + /2] et [~1 + /2, +-00[. Sur ces intervalles, f o f est croissante et donc

I'étude de f(x) — = nous donne que si ug €] — 2, 4+00], les suites (ugy) et (u2,+1) sont monotones,

celle évoluant dans l'intervalle | — 2, —1 4 /2] est croissante, et I’autre est décroissante. Donc les
deux convergent vers —1 + \/Q, et donc u,, — —14+ 2.
n——+oo

Le comportement de la suite pour ug < —2 est tres long a étudier !

Exercice 21.
1. Montrer que : Vz € [3,5],3 <3+ % < 5.
2. On définit ¢ : [3,5] — [3,5], = — 3+ 2.
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a) Déterminer ’ensemble des points fixes de .

r—4
b) Montrer que : Vx € [3,5], |p(x) — 4] < ‘Tl

* ) 4
3. On considere la suite (u,) € [3,5]" définie par u; = 5 et, pour tout n € N*, u, 1 = 3+ —.
Un
a) Montrer que (u,) converge et donner sa limite /.
b) Déterminer un entier N € N* tel que, pour tout n € N* tel que n > N, u, soit une valeur

approchée de ¢ 3 1076 pres.

Solution :
1. Pour tout x € [3,5],0na3§x§5donc%§ % S%et ainsi?)—i—% §3—|—% §3+§. Puisque
333—1—%et3+§§5,aonbien3§3+%§5.
2. a) On résout pour x € [3,5],

4 35
X

4 4— —4 —4
b) Calculons pour z € [3,5], [p(x) — 4] = [3+ 1 — 4] = | 2] < ‘13 | < ‘x2 L car > 3.
3. a) En appliquant la question précédente a u,,, on a donc pour tout n € N*, |u, 11 —4| < %\un—éll.
Ainsi la suite v, = |u, — 4| vérifie v,41 < %vn. Par une récurrence immédiate, ceci donne

que v, < vlw%l. Puisque v, > 0, alors v, — 0, c’est a dire u,, — 4.
n—-+o0o n—-+o0o

b) On cherche N € N* tel que |uy — 4| < 1076, c’est & dire v, < 1076, c’est & dire v;27 V! <
1075. Or u; = 5 donc v; = 1 et donc en appliquant le logarithme, (—N +1)In(2) < —61n(10),
c’est & dire N > 611;1((21)0)

exemple 21 convient.

+ 1. N’importe quel entier supérieur a ce nombre convient, et par

Exercice 22. Calcul approché de +/a.
Soit a > 0 et (uy) la suite définie par ug > 0 et Vn € N, u,q1 = % <un + i)

Un

1. Donner 'ensemble de définition et le tableau de variations de la fonction ¢ : z +— % (:c + %)

2. Etudier la convergence de la suite (uy,).
Un —a
up +a

Calculer vy, 11 en fonction de v,, puis v, en fonction de vg et n.

3. On pose pour tout n € N, v,, =

4. Montrer que, si ugp > v/a, on a |u, — v/a| < 2ug.v2".

. . 7 . . . N R n
Ainsi, u,, réalise une approximation de y/a & la précision 2u0.vg .

Solution :

1. En raison du terme %, I’ensemble de définition de ¢ est R*. Elle est dérivable sur cet ensemble et
Vo € R*,¢/(z) = 1 — 3%. Onrésout ¢/(z) =0 <= 2 =a <=z =+a, et ¢/(z) <0<z €

| — va,+/a[\{0}. Apres le calcul des limites, on a donc
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2. On remarque tout d’abord que pour tout x > 0, ¢(x) > 0, donc par récurrence, pour tout
n € N, u,, > 0. Ensuite, on remarque que U'intervalle [\/a, +oo] est stable puisque ¢([v/a,+00[) =
[va,+oo. Enfin, ¢(]0,/a|) = [v/a,+oc], et donc pour tout n > 1, u,, € [\/a,+oo[. Or p(z) —x =

“5;2 et donc sur Uintervalle [/a, 400, on a p(z) — z < 0, donc la suite (u,) est décroissante a

partir du rang 1. Elle est donc décroissante et minorée, donc converge vers un point fixe de f.

D’apres le tableau de variation f a deux points fixes, ++/a. Puisque u,, > 0 pour tout n € N, c’est
— .
que up — Vva
3. On a pour tout n € N,

(Y 1:un+1_\/a:un—i_ﬁ_z\/5:(un_\/&)zzv2
T gt Ve ot E+2Va (up+ya)? o "

’ n
Par récurrence, on montre alors que pour tout n € N, v, = v% . Notons que |vg] < 1 donc

v, — 0.
n—-+oo

4. Si ug > +/a, alors pour tout n € N, u,, > y/a. On a donc pour tout n € N,
lun, —Va|  up —+a

3 = = up +va < up+ va < 2ug
v3 Un

puisque la suite (u,) est décroissante, et ug > /a.

7 2n
On a donc montré que |u, — +v/a| < 2upvg .

Exercice 23.

Montrer que :

1
\/1+\/1+\/1+-~-:1+1+1

1+

1
Solution:Notonsa:\/1—|— 1+metb:1+1+71,

1+ -

Analyse (non nécessaire ici) : Admettons que ces expressions aient un sens. Alors a? = a+1, et l—i—% = b,
ce qui donne puisque b # 0, que b? = b+ 1. Résolvons ’équation 22 —2—1 = 0. On calcule A = 1+4 = 5,
donc cette équation a deux solutions réelles qui sont LQ/S Or % < 0, donc si a et b existent, alors
a:b:#. Onnotegsz—Q‘/g.

Synthese : Prouvons désormais que a et b ont bien un sens. On définit les suites par récurrence w1 =
fun) et vppq = g(vy) avec ug = 1, vo = 1, f(z) = V1+z, et g(x) = 1 + L. Puisque f est croissante
sur Ry, alors Ry est stable. De plus, sur cet intervalle, f(z) —x > 0 <= x < ¢, et puisque ¢ est un

point fixe de f, alors [1, ¢| est stable par f donc la suite (uy,) est croissante et majorée et converge vers
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un point fixe de f dans cet intervalle, a savoir ¢. Donc a = ngrfoo Uy, existe et I'on vient de remontrer
que a = .

On montre pour g que g o g est une fonction qui stabilise les intervalles [0, p[ et |, +o0], et telle que
gog(x) —x >0 <= x < ¢. Par conséquent, les suites (v2,) et (v2p+1) sont monotones, 'une croissante
et majorée, l'autre décroissante et minorée. Elles convergent donc chacune vers un point fixe de g o g,

qui ne peut étre que . Ainsi, b= lim v, = .

li
n—-+00

Exercice 24. Soit (ap)nen+ € (R%)N". Pour tout n € N*, on note f, la fonction

R — R
r — 1-0 a2

fn:

1. Montrer que, pour tout n € N*| il existe un unique z,, € Ry tel que f,(x,) = 0.
2. Montrer que la suite (z,)nen est décroissante.

3. En déduire qu’elle converge.

Solution :
n

1. Pour tout n € N*, la fonction f,, est dérivable, et Vo € Ry, f/ (z) = — Zmiﬂ;l. Puisque pour
i=1
tout n € N*,a,, > 0, alors Vx € Ry, f/(z) < 0, et donc f, est strictement décroissante sur R .

Puisque f,(0) =1 et fn(x) oo T alors f, réalise une bijection de Ry dans | — oo, 1]. Donc
il existe un unique z,, € Ry tel que f,(x,) = 0.

2. On a pour tout n € N* et pour tout € Ry, fri1(x) — fu(x) = —app12™™ < 0. Donc 0 =
frtr1(@n+1) < fa(xne1). De plus, f, est décroissante sur Ry et donc fr(xp41) > 0 = fr(z,) =

Tnt1 < xp. La suite (z,) est donc décroissante.

3. Cette suite est décroissante et minorée par 0, donc elle converge.

Exercice 25.

Soit n un entier naturel et E, 'équation x + tanz = n d’inconnue = €] — 7/2,7/2].
1. Montrer que I’équation E, possede une solution unique notée x,,.

2. Montrer que la suite (x,) converge et déterminer sa limite.

Solution :

1. Posons f(x) = x + tanz pour tout = € I =| — 7/2,7/2[. Cette fonction est dérivable sur cet
intervalle et f/(x) = 2 + tan?(z). Puisque f/(x) > 0 sur 'intervalle I et que f(z) —>/ —00 et
T——m/2
f(x) —;2 400 par somme de limites, f réalise donc une bijection de I dans R. Ainsi pour tout
T—T

entier naturel n, I’équation F, : f(x) = n admet une unique solution.

2. On a pour tout n € N, f(xp41) = n+1 > n = f(x,). Puisque f est croissante, c’est que
Tpt1 > Tp. Alinsi la suite (x,) est croissante, et majorée puisque évoluant dans Uintervalle I.
Par conséquent, elle converge vers ¢ € [—7/2,7/2]. Or si ¢ €] — w/2,7/2[, par continuité de la
fonction f, f(xy,) = f(0), ce qui est absurde puisque f(z,) = n n:t)o +o00. C’est donc que

—+00

Tn — /2.
n—-+o0o
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Exercice 26.

Soient I un intervalle et (fy,)nen une suite de fonctions de I dans R. On suppose que, pour tout n € N :
— D’équation f,(z) = 0 d’inconnue = € I admet une unique solution x,, ;
— la fonction f;, est strictement croissante sur I ;

— pour tout x € I, fr(z) < fryi1(x).
1. Conjecturer, a partir d’un dessin, le sens de monotonie de la suite (z,)nen-
2. Démontrer rigoureusement cette conjecture.

3. Application : considérer la suite des fonctions f, définies sur R* par f,(z) = 2" In(z) — 1.

Solution :

2. Montrons que la suite (z,) est décroissante. Soit n € N. On sait d’une part que fp(z,) =
frot1(@ny1) = 0. De plus, fr(zn+1) < fot1(@nt1), par hypothese, donc fr(xn41) < fn(zy). Puisque
fn est strictement croissante sur I, c¢’est donc que x, 41 < z,. Donc la suite (z,,) est décroissante.

3. On pose donc fp(xr) = z"In(xz) — 1, pour tout = > 0. Pour tout n € N, c’est une fonction
dérivable et f!(z) = nz" !ln(z) + 2" = 2" (1 + nln(z)). En particulier, cette quantité est
du signe de 1+ nln(z) sur R%. Or 1+ nln(z) > 0 <= In(z) > =L +— z > e /" car la

fonction exponentielle est croissante. On cherche un intervalle I sur lequel toutes les fonctions f,

sont strictement croissantes. Puisque e M <1 pour tout n € N*, alors l'intervalle I = [1,4o00]

convient. De plus, f,(1) = —1 et f,(z) S T donc f, réalise une bijection de [1,4+o0o[ dans

| — 1, +00[ et en particulier I’équation f,,(z) = 0 admet une unique solution dans I = [1, +oo[.

De plus, sur cet intervalle, f,1(x) — fu(z) = 2" In(z) — 1 — 2" In(z) + 1 = 2" L In(x)(z — 1) > 0,

donc fry1(z) > fn(z) pour tout x € I. D’apres la question 2, on sait alors que la suite (x,,) des

solutions de f,,(x) = 0 existe et est décroissante. De plus, puisque I est minoré, elle est convergente.

Exercice 27.
Montrer que ’équation xe® = n possede pour tout n € N, une unique solution x, dans R. Etudier la

convergence de la suite (z,,).

Solution : On pose pour tout z € R, f(z) = xze”. La fonction f est dérivable sur R et f/(x) = e* +ze” =
(1+ z)e*. Pour tout x > 0, on a f(z) > 0. De plus, f(0) =0 et f(z) fwnd +00, et donc f réalise une
bijection de l'intervalle [0, +oo[ dans [0, +oo[. Ainsi pour tout b € N, équation f(z) = n possede une
unique solution dans [0, +oo].

On a pour tout n € N, f(zp4+1) =n+1>n = f(x,). Puisque f est croissante, c’est que x,, 11 > . Ainsi
la suite (x;,) est croissante. Ainsi soit elle converge vers £ € R, soit elle diverge vers +o0o. Or si £ € R,
par continuité de la fonction f, f(xzy) = f(0), ce qui est absurde puisque f(z,) = n n~>—+>oo +00.

—+00

C’est donc que x©,, — +o0.
n——+oo
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