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Feuille d’exercices n° 8

CONTINUITE ET DERIVABILITE

Exercice 1. Soient (a,b) € R? tel que a < b, g € ]a, b et f : Ja,b[— R. On suppose que f est continue
en xg et que f(xg) > 0. Montrer qu’il existe un intervalle ouvert I inclus dans ]a, b] et contenant zg, tel
que Vr € I, f(x) >0

Solution : f est continue en xg : Ve > 0,35 > 0 tel que :

[zo —yl <0 = [f(z0) — f(y)| <e

On choisit € = (mo) alors il existe un § > 0 tel que Yy €]a, b[, |0 —y| <0 = |f(xo) — f(y)| < £(zo)
— Vy €]ao — 5,1:0 + 6], f(zo) — fly) < L&

= Wy €|z — 0,20 +9[,0 < @ < f(y)

Donc, en prenant Uouvert I =|zg — 6, x9 + d[N]a,b[ on a bien : f(y) > 0Vy € I.

Exercice 2. Etudier la continuité des fonctions suivantes sur leur domaine de définition :
x? si0<zr<1

1. f:]0,2] — R définie par f(x) =
f:0.2 par /() {230—1 sil<a <2

2. f: R — R définie par f(x )—m—l—rSIx#O et £(0)

3. f: Ry — R définie par f(z) ==z E(E) siz#0,et f(0) =1, ou E est la fonction «partie entiére».
4. f:[-2,2] — R définie par f(z) = 2?sin (Z) siz # 0 et f(0) =

Solution :
1. f est continue sur [0, 1] et & gauche de 1 par continuité de = +— 22 sur R.
Ensuite, f est continue sur |1,2] et a droite de 1 par continuité de x — 2z — 1 donc il suffit de tester la
limite & droite en 1 :
lim f(x)= hm 2 —1=1= f(1).

r—1t z—1

Par conséquent, f est continue sur [0, 2].

2.f est continue sur R* par continuité de la fonction z — x + @, il faut donc tester la continuité
en 0 .
Sur R™, f(x) =z + % =z +1,donc lim f(z)=1= f(1).
xz—0+
Sur R™, f(z) =z + m =z —1,donc lim f(x)=—1+# f(1). Conclusion : f est discontinue en 0.
z—0+

3.Siz €)1, 400 on a 1 €]0,1[ et donc f(z) = zE(L) = 0 alors, f est continue sur |1, +o0l.

1 1
Si mainteanant z e]n—ﬂ, ~Jona
1

g n] il nous reste maintenant qu’a tester la continuité aux points de la forme 1/n avec

€ [n;n+1[, et donc f(z) = nax. f est alors continue sur les intervalles

de la forme |—=



n € N et en 0.

Ona lim f(r)= lim a2(n-1)= lim 2let lim f(z)= lim an =1 Donc f n'est

z—(1/n)*t z—(1/n)t z—(1/n)* " z—(1/n)~ z—(1/n)~
pas continue en (1/n),Vn € N.
On a finalement, Vz G]n%_l, 1], a1 < f(z) <1 donc 12%1+ f(x) =1= f(1) ainsi f est continue a droite
en 0.
4. f est continue sur [—2,2] \ {0} par continuité de la fonction z — z*sin(Z)
Maintenant il suffit de tester la continuité en 0.

On a |f(x)| < 22 donc lim f(x) = 0.
z—0
Exercice 3.

1. Montrer que si f: R — R est une fonction continue telle que

dim f(z) =400 et lm_f(z) = o0,

alors f est surjective.
2. Soit P € R[X] un polynéme de degré impair. Montrer que P admet une racine réelle.

3. Donner un exemple de polynéme a coefficients réels, de degré pair, n’admettant pas de racine réelle.

Solutions :

1. f est surjective < Vy € R,3x € R f(x) = ».

Soit maintenant y € R, comme acgr—fl:loo f(x) = +o0 alors il est existe z € R tel que f(2) >y, de méme il
existe p € R tel que f(p) < y. Par le théoréme des valeurs intermédiares il existe € R tel que f(z) = y.
2. Soit P un polyndéme de degré impair, quitte a considérer —P, on peut supposer que le coeflicient
dominant est strictement positive, dans ce cas on a :

lim P(x) =+occ lim P(z)=—00

T—+00 T——00

Donc P est surjective (d’apres la question.1), en particulier P(x) = 0 admet ou moins une solution dans
R.

3. z — 2% 4 1 ou tout simplement x — ¢, avec ¢ une constante # 0.
Exercice 4. Montrer qu’il existe = € [%’r, 77] tel que
x
tan(z) + 3= 0.

Solutions :
On considére la fonction f définie sur [27, 7] dans R par : f(z) = tan(z) + 2.
sin(‘%’) V2
cos(%r) _ V2

Par le théoréme des valeus intermédiares, il existe € [2F, ] tel que : f(z) = 0.

3m
Ona f(r) =tan(m)+ 5 =0+ % >0, et f(3) = tan(3F) + &+ =



Exercice 5.
1. Soit f:[0,1] — R une application continue, telle que f([0,1]) C [0, 1]. Montrer que f posséde un
point fixe.
2. Soit g : [0,1] — [0, 1] une application. On suppose que pour tout (x,%) € [0, 1]? tels que = # y, on
a |g(x) —g(y)| < |z —y| . Montrer que g admet un unique point fixe.

Solutions :

1. On considére la fonction h définie sur [0, 1] dans R par : h(x) = f(z) — «.

On a h(0) = f(0) —0 > 0 et h(l) = f(1) —1 < 0 alors il existe = € [0,1] tel que h(x) = 0 et par
conséquent, il existe z € [0, 1] tel que f(z) = =.

2. On remarque que |g(z) — g(y)| < |z — y| Vo # y. Donc, la fonction g est 1-Lipschitzienne, ce qui
implique que g est continue.

Par la question .1, g admet un point fixe, ensuite on suppose qu’elle en admette plus qu’un, soient x et

y deux points fixes différents de g, on a :

lz —yl = lg(z) —g(y)| < |z -yl

Contradiction, du coup g admet un et un seul point fixe.

Exercice 6.

1. Soit f: R — R une fonction continue et périodique. Montrer que f posséde un maximum et un

minium.
2. Calculer
lim In(z)
z—+oo g (sin®(z) + cos'4(z))
Solutions :

1.Comme la fonction f est périodique (on suppose que sa période est L), il suffit de montrer qu’elle
posséde un minimum et un maximum sur [0, L] pour en déduire qu’elle un maximum et un minimum
sur R.

Pour cela, on considére la fonction h définie sur [0, L] par  — f(z). La fonction h est continue et définie
sur un segment, donc par le théoréme du maximum h atteint son maximum, noté M. Ensuite, comme
max —h = — min h, en appliquant le théoréme du maximum & —h on trouve que le minimum m de h est
aussi atteint. Pour tout z € R il existe k € Z tel que y :== x—kL € [0, L] (prendre k = |x/L]). On a alors
m < h(y) < M, et puisque f(z) = f(y) = h(y) (par L-périodicité) on en déduit que m < f(z) < M.

Donc m (resp. M) est un minimum (resp. maximum) global de f sur R.

2. Soit ¢ : R — R définie par = :— sin®(z) + cos'(z), g est continue et périodique, par la ques-

tion 1. elle posséde donc un minimum m. Notons que pour tout € R on a sin®(z) > 0 et cos'*(x) > 0,

en particulier g(z) > 0. De plus g(x) = 0 et seulement si sin(z) = 0 et cos(z) = 0, ce qui n’est pas

possible car cela impliquerait sin?(z) + cos?(z) = 0 (on sait que sin?(z) + cos?(z) = 1 pour tout = € R).

Donc g(x) > 0 pour tout x € R. On en déduit que m > 0 (car le minimum est atteint).

Par conséquent, g(z) > m > 0,Vz € R. D’ou*
In(z)

0< lim lim In(z)
1 = 1
~ a=too g (sin®(z) 4 cos(z))  e—too xg(x) T amtoo am




Exercice 7. Montrer que la fonction f: R — R, x — z? n’est pas uniformément continue.

Solutions :

On rappelle que f est uniformément continue sur I C R si Ve > 0, 30 > 0 tel que Vz,y € I | |z —y| <
0 = |f(x) — f(y)| < e. On prend la négation de cette proposition on a :

f n’est pas uniformément continue s’il 3¢ > 0,V > 0,3(z,y) e Rona: [z —y| < de et |f(x)— f(y)] > €.
lei, f(z) = f(y) = 2% —y* = (x — y)(z +y) et donc |f(z) — f(y)| = |z — yllz + y/.

II faut donc touver des z,y tels que |z + y| est trés grand méme si |z — y| < § est trés petit. On
pose € = 1 et pour tout § > 0 on prend x = § et y = §+gonabien |l —y| = g < d et

|f(x) — f(y)| = g(2§ + %) =€+ % > €. D’oti, f n’est pas uniformément continue.

Exercice 8. Le but de cet exercice est de déterminer ’ensemble des applications f : R — R continues

qui vérifient la condition

(x) : V(z,y) R’ flz+y)=f(=)fy).

Soit f vérifiant (x).
1. Montrer que : Vn > 2, V(z1,...,z,) € R", f(x1+ -4+ 2p) = f(x1) -+ f(2n).
2. Quelles sont les valeurs possibles pour f(0)?

3. On suppose qu'il existe zg € R tel que f(zp) = 0. Que peut-on dire de f 7

On suppose désormais que f ne s’annule pas.

4. Montrer qu'il existe v € R tel que pour tout n € N, f(n) = ™.
5. Montrer que : Yk € Z, f(k) = oF.
6. Montrer que : Vr € Q, f(r) = a".
7. Conclure.
Solutions :

1. On procéde par récurrence, soit (FP,) : V(x1,...,zn) € R", f(x1 4+ -+ zp) = f(z1) -+ f(zn).
Initialisation : pour n = 2, d’aprés (*), V(x1,29) € R? f(x1 + 29) = f(x1) + f(z2).
Hérédité : On suppose que (P,) est vraie et on démontre que (P,41) est vraie :

Soit (21, ..,Tpr1) € R™ on :
flxr+ 22+ o+ zn) =f((x1 + 22+ oo + 2n) + Tpt1)
= f(r1+ 22+ ... + 2n) + f(Tnt1) par(x)
= f(z1)f(@2)...f(zn) f(Tni1)  par(Pp).

Conclusion : Vn > 2, V(x1,...,2,) € R", f(x1 + -+ z,) = f(x1) -+ f(xn). 2. D’aprés (*), on a

F(0+0) = f(0) = f(0)£(0) = f(0)?, = [(0) {0,1}.
3. On suppose qu’il existe 9 € R tel que f(xo) = 0, soit x € R, d’aprés (¥) ona: f(z) = f(x—zo+z0) =
f(z —x0) f(zo) = 0 donc f(z) = 0, par conséquent f est nulle sur tout R.

4. On prenant z; = --- =z, = L on a f(n) = f(1)" on pose @ = f(1), comme f ne s’annule pas on a
f(0) =1, par la contraposé du TVI f(1) = a > 0.
5.0na f(—=1)f(1) = f(=1+1) = f(0) =1, = f(-1)=f(1) ' =a Y onprenant z; = --- = 7, = —1



ona: f(—=k)= f(=1)¥ = a~% donc Vk € Z, f(k) = .
6. Soient p € Z,q € N*, on a :

2
q

p— o) — taPN = # PP Py _ Py py_ .t
a! —f(p)—f(q(q)) f(q+q+---q) f(q) , = f(q)

Donc, Vr € Q, f(r)=a".
7. Soit x € R, par densité de Q on sait qu’il existe une suite r; € Q tel que -hgl r; = x, on a alors
1—>+00
f(z)= lim f(r;) = lim o™ lim exp(r;a) = exp(za) = a®.
1—+00 1—+00 1—+00

Réciproquement, si f(z) = a*,Vx € R et a > 0 f vérifie bien (*).

Exercice 9. Soit f : [0, 00[— [0, 00[ une fonction continue telle que f(z)/x a une limite réelle £ € [0, 1]
quand x tend vers co. Montrer que f a un point fixe.

Solutions :

On a lir_{l @ < 1, donc il existe a € R tel que Vx > a, @ <1, donc Vx > a, f(z) < z.
T—+00
On considére la fonction g : R* — R*,x +— f(z) — 2z, on a : g(0) > 0 car I'image de f est dans [0, +-o0],

ensuite, g(a) < a car f(A) <0. Par le TVI, il existe ¢ € [0, A] tel que g(c¢) =0 et donc f(c) = c.

Exercice 10. Soit f continue sur R telle que, pour tout réel positif z, on ait f(2?) = f(z). Montrer
que f est constante.

Solutions :

On démontre par récurrence que f(z) = f(:c‘%"),Vn e N.
1
Initialisation : pour n = 1 on a bien f(z) = f(z2") (car f(z) = f(2?)).
Hérédité : supposons que la propriété est vraie pour n € N et démontrons qu’elle I’est pour n+1, on a :

1

f(@) = f(@?) = f((22)77) = fazT).

Conclusion : f(x) = f(a:%),Vn e N.

: : . 1
Maintenant, on sait que lim z27

=1,Voz € R*", alors on a :
n—-4o00

flz)= lim f(z7) = f(1).

n—-+00

Par la continuité de f, on a alors f(z) = f(1),Vz # 0. Ensuite , par la continuité de f on a f(0) = f(1).

Enfin, f est constante sur R*.

Exercice 11. Soit f : R1 — R continue et admettant une limite réelle quand z tend vers oo. Montrer
que f est uniformément continue sur R .

Solutions :

Supposons que lim f(z) = [, soit € > 0, il existe A € R tel que Vo > A, |f(z) — 1| < §, comme f st
uniformément continue sur [0, A] par le théoréme de Heine (car [0, A] est compacte), alors pour ce €, 30
tel que [z —y| <6 = |f(z) - f(y)| < 5.

Soient maintenant, x,y € R tel que |z,y| < J, si (z,y) € [0, A] on a bien |f(x) — f(y)| < €/3 < ¢, si



z,y>Aona|f(zx)— fly)| <|f(x)=1+]|f(y)—1] <¢e/3+¢/3 <e. Finalement, siz < Aety > A (oule
contraire), on a |f(z) — f(y)| < [f(z)— fF(A)|+|f(A) =l +]|l— f(y)| < €/34+€/3+¢/3 < e. Conclusion :
Ve > 0,30 > 0 tel que [z —y| <J = |f(x) — f(y)| < ¢, par conséquent, f est uniformément continue.

Exercice 12. Soit f:[0,1] — R continue et vérifiant f(0) = f(1).

1. Soit n un entier naturel non nul et soit a = 1/n. Montrer que ’équation f(x + a) = f(x) admet

au moins une solution.

2. Montrer (en fournissant une fonction précise) que, si a est un réel de |0, 1[ qui n’est pas de la forme

précédente, il est possible que 'équation f(x + a) = f(x) n’ait pas de solution.

Solutions :
1. Vn € N on définit h: [0,21] - Rpar : z — f(z+ 1) — f(z), on a

n—1 . n—1

SH) =3 (fat 1) - £C)) = £ - O =0,

1=0 =0

Donc il existe 4,5 € {0, 1,...n — 1} différents tels que 'on a : h(£) < 0 et h(%) > 0 par suite, par le TVI

i
n

il existe ¢ € [£, %] (‘on suppose que j > i ) tel que h(c) = f(c+2) — f(c) = 0.

2. Soit a € [0,1] n’étant pas de la forme L pour un certain n dans N. Soit g(z) = [sin(“X)| on sait que

g(x +a) —g(x) =0,Vz €0,1].
Soit maintenant la fonction P : R — R définie par z — g(x) — xg(1), on a :

Pz +a) - Px) = g(z +a) — (x+a)g(l) — g(z) + 2g(1) = —ag(1) # 0.

Pour P, il n’existe aucun z € [0,1] tel que P(z 4 a) — P(a) = 0.

Voici un exemple avec a = 0.3 (P(z) = |sin(%E)| — z|sin(Z)|.) .



