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Exercice 1 : (Arithmétique)

1. Résoudre dans Z le systéme de conguences suivant :
r=4 mod6 et x=7 mod?9.

2. (a) Montrer que tout entier naturel congru a 3 modulo 4 posséde au moins un diviseur premier congru
a 3 modulo 4.

(b) Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers congrus a 3 modulo 4.
3. On pose F,, = 22" + 1, le n® nombre de Fermat.

(a) Montrer que F,, = 2 + [[}Zg Fi.

(b) Montrer que F,,, A F,, = 1 pour m # n entiers.

(c) Montrer que tout entier naturel n qui n’est pas de la forme 2™ posséde un diviseur impair autre
que 1. En déduire que, si 2" + 1 est premier, alors soit ¢’est un nombre de Fermat, soit n = 0.

Solution

l.z2=4 modbetz=7 mod9ss’ilyay,z€Zavecby+4=x=9z+7,s0it 6y —92=7—4 =3, ou

encore 2y — 3z = 1. Il y a une solution évidente (yo,20) = (—1,—1). Si (y, z) est une autre solution,

alors 2(y — yo) = 3(z — 20). Ainsi 2 | 3(z — 2¢) ; puisque 2 A 3 =1, le lemme de Gauss donne 2 | z — z

etily ak € Z avec z = 29 + 2k = 2k — 1. Ceci nous fait 2y =32+ 1 = 3(2k — 1) + 1 = 6k — 2, soit

y =3k — 1, et finalement z = 6y +4 = 6(3k — 1) + 4 = 18k — 2, avec k € Z. On vérifie aisément que

tout entier de cette forme satisfait le systéme.

2.(a) Soit n =3 mod 4, et n =[], p; la décomposition de n en facteurs premiers. Puisque n est impair,
aucun p; vaut 2. Les autres nombres premiers sont impairs, et congrus a soit 1 soit 3 modulo 4. Si
tous les p; =1 mod 4, alors n = [[,p; = [[;1 =1 mod 4, une contradiction. Donc au moins un
des p; =3 mod 4.

(b) Par 'absurde, on suppose qu’il n’y ait qu'un nombre fini de nombres premiers congrus & 3 modulo
4, disons p1,...,pp. Soit k = [[;_; p;. Alors k est impair, et congru & 1 ou & 3 modulo 4. Dans le
premier cas on pose m = k + 2, dans le deuxiéme cas m = k + 4. Alors m =3 mod 4; d’aprés la
partie (a) il y a un diviseur premier p de m avec p = 3 mod 4. Donc p est parmi les p;, et p | k.
Mais p | m, d’ot p | m — k € {2,4}. Or, p est impair, une contradiction. Ainsi il y a une infinité
de nombres premiers congrus a 3 modulo 4.

3. (a) Par récurrence sur n. Pour n = 0 le produit est vide et vaut 1. On a donc Fy = 22 41=214+1=
24+1=3 Pourn=1onaF =22 +1=2241=5=2+3=2+Fy =2+ [[}_4 Fi-
Supposons donc que F, =2+ Hz;é F}., et calculons.

n n—1
2+ [[Fe=2+Fu(-2+2+ [[ Fr) =2+ Fa(—2+ F,) =2+ (2% +1)(-2+2"" +1)
k=0 k=0

2n+1

=242+ 12 —1) =242 -1=2"" +1=F,,

ce qui montre ’énoncé.

(b) On peut suppose m < n. Alors Fp, | HZ;S F, = F, —2; d’aprés le théoréme d’Euclide F, A F,,, =
F,, A 2. Mais F,, est impair, d’ou F;, A2 =1.

(c) Soit n = [[, pi la décomposition de n en facteurs premiers. Si aucun des p; n’était impair, alors
tous les p; = 2 et n est une puissance de 2, ce qui démontre le premier énoncé par contraposition.

Si 2™ 4 1 n’est pas un nombre de Fermat, n posséde un facteur premier, et n = pg avec p impair.

Alors .

M+ 1 =24 1=(290P +1=(2941)) (-29)~
k=0

bS]

Or2<27+1<2"41; ainsi 2" + 1 n’est pas premier.



Exercice 2 : (Dérivabilité)
1. Soit f: R — R convexe. Montrer que si f est majorée, alors f est constante.

2. Soient a < b des réels, et g € C?([a,b],R). On suppose que g(a) = g(b) = 0 et ¢ €]a, b[. Montrer qu’il
existe d €]a, b tel que

o) = - == g

(Indication : Considérer G : t — g(t) + A(t —a)(b—1t) o A est choisi pour que G(c) = 0. Utiliser Rolle
deux fois pour G puis pour G'.)

3. Soit A : R — R continue en 0 et £ € R. Montrer que h est dérivable en 0 avec h/(0) = ¢ si et seulement
si

h(z) — h(—
Ve>036> 0¥ (zy) co o |ME =PV o
r+y
Solution
1. Supposons f non-constante. Il y a donc a # b avec f(a) < f(b); en remplacant éventuellement f(z)
par f(—z) (qui est également convexe), on peut supposer a < b. Soit z > b et A = % [0, 1]. Alors
b= Az + (1 — A)a, et par convexité f(b) < Af(z)+ (1 — X)f(a), soit
fb) — f(a x—a T—00
£a) = fla) + 1O IO ) 1 T2 10 - pla))

Ainsi f n’est pas bornée.

2. On a G(a) = G(c) = G(b) avec G € C*([a,b
acd €la,c| et " €]e,b| avec G' () = G'(")
de)d,d"[ avec G"(d) = 0. Alors d €la, b et 0

I,R) et a < ¢ < b. D’aprés le théoréme de Rolle il y
= 0. Or, G’ est encore dérivable sur [¢/,c"] et il y a
=G"(d) = ¢"(d) — 2\. Or, G(c) = 0 nous donne

o(0) = ~Me—a)b— ) = - C == gy

3. Supposons d’abord que h est dérivable en 0 avec h'(0) = £. Soit € > 0. Alors il y a § > 0 tel que pour
0<x<dona !M —6‘ < §. Alors pour z,y €]0, 4],

’h(x)_h(_y) _4 _ ‘h(w) — h(0) + h(0) — h(—y) _4
T+y Tty
T h(z) —h h(—y) —h
:‘l‘-i-y( : )x (O)_e)_‘_JU‘yFy( ( y)_y (O)_eﬂ
x ‘h(x)—h(O)_ ‘+ y ‘h(—y)—h(O)_g‘
T4y T r+y )

T €.V €
x+y2 x+y?2

IN

= €.

Réciproquement, supposons Ye > 038 > 0V (z,y) €]0, §[2 ‘%}ly(_y) —E‘ < e. Alors par continuité

de f en 0 on a pour z €]04[ fixé que

> g M) b))
y—0 r+y x
De méme, pour y €0, d] fixé on a

€ > lim M_g‘:‘w

~.
z—0 Tty -y

Ainsi 2/(0) = lim,_o ‘M .y



Exercice 3 : (Polynémes)
1. Soient a # b éléments d'un corps K et P € K[X]. Exprimer le reste de la division euclidienne de P
par (X — a)(X — b) en fonction de P(a) et P(b).

2. Soit P € R[X]\ {0} tel que P(X?) = P(X)P(X +1). Montrer que si z est une racine de P, alors 22 et
(z — 1)? aussi. En déduire que toute racine # 0 est de module 1, puis que les seules racines possibles
sont 0 et 1. En déduire tous les polynémes solution de cette équation.

Solution

1. D’apreés la division euclidienne il y a Q € K[X] et o, 5 € K tels que

P(X) = (X — a)(X - b)Q(X) + aX + B.

- P(a)=P(b
Alors P(a) = aa+ (B et P(b) = ab+ (3. Ainsi P(a) — P(b) = a(a —b) et a = %b()

" , ce qui donne

a  aP(b)—bP(a)
a—b a—1b )

f = P(a) — aa = P(a) = (P(a) — P(b))

Le reste est donc P(ag:éj(b) X + aP(bC)L:ZP(a).

2. Soit z une racine de P. Alors P(22) = P(2)P(2+1) =0 et P((z —1)?) = P(z — 1)P(z) = 0. Donc 22
et (z — 1)? sont également des solutions.
Comme P n’a qu'un nombre fini de racines, il y en a une de module maximal, disons z. Mais |z| > 1
alors 22| = |z|?> > |z|, une contradiction puisque z? est aussi racine. De méme, si z est une racine de
P de module minimal avec 0 < |z| < 1 alors 0 < |22| = |2|> < |2|, une contradiction. Ainsi toutes les
racines de P sont soit 0, soit de module 1.
Soit maintenant z une racine de module 1. Alors P((z —1)?) = P(z = 1)P(z —1+1) =0et (2 — 1)?
est 0 ou de module 1, donc z =1 ou |z — 1| = 1. Mais les seuls nombres complexes z de module 1 tels
que |z — 1] = 1 sont —j et —j2. Ainsi les racines de P sont parmi 0,1, —j, —j2. Mais si —j est une
racine, (—j)? = j2 aussi, une contradiction. De méme, si —j2 est une racine, (—j2)? = j aussi, une
contradiction. Ainsi les seules racines possibles sont 0 et 1.
Donc P(X) = aX™(X — 1)™. Alors

aX"(X —1)"a(X +1)"X™ = P(X)P(X +1) = P(X?) = aX? (X2 - 1)™ = a X" (X +1)™(X —1)™.

D’aprés la factorisation unique en facteurs irréductibles, a®> = a et a = 1, et n = m. Donc P(X) =
X™(X — 1)" pour n € N. Le calcul ci-dessus montre que tout polyndéme de cette forme est solution
de I'équation.



