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Mathématiques - E2C Algébre 1

Documents et calculettes interdits

Exercice 1 : Logique.

1. Est-ce que les deux propositions suivantes sont équivalentes ? Justifier la réponse.
(a) P+ (Q+ R) et (b) (P+ Q)<+« R.
2. Que signifie ’énoncé suivant (ot u : N — R est une fonction) :
(Fx>0VneN, jun)|<z) = (FLERVe>0Vn e NIn' >n, |u(n) 1] <e).

Donner sa négation.

3. Soient X et Y deux ensembles. Montrer que
(o) P(X)NP(Y)CPXNY). b)) P(X)UP(Y)CP(XUY).

Est-ce qu’on a égalité?

Exercice 2 : Applications.

Soient E, E’, F.F " quatre ensembles, et u : B/ — E et v : I — F’ deux applications. On définit I’application
. FEP 5 ¥ par f — vo fou. Rappel : YX est 'ensemble des fonctions de X vers Y.
¥

1. Vérifier que ¢ est bien définie.

2. Montrer que si v est injective et u surjective alors ¢ est injective.
Indication : Il ne s’agit pas de montrer que ¢( f) est injective en tant que fonction de E’ vers F”. Utiliser
le critére connu de 'injectivité. Pour montrer que deux fonctions dans F'¥ sont égales, montrer qu’elles
ont méme valeur pour tout z € E.

3. Montrer que si v est surjective et u injective alors ¢ est surjective.
Indication : Prendre f/ € F'E' et trouver des fonctions réciproques unilaterales «/, v’ bien choisies
pour que f =" o f ou’ € FF satisfasse o(f) = f'.

Exercice 3 : Les complexes.
1. Soit n € N* et a,b € R. Calculer

n

zn: <Z> cos(a+kb) et Y <Z> sin(a + kb).

k=0 k=0
2. Déterminer algébriquement les racines 4%° dans C de —119 + 120s.
Indication : 119% 4+ 120% = 1692 et 169 = 132

3. Caractériser géométriquement la similitude directe z +— (2 + 2i)z — (7 + 44).

Exercice 4 : Arithmétique.
1. Donner toutes les solutions entiéres de I’équation diophantienne 1077z — 711y = 297.

2. Montrer que sin € N est & la fois un carré d’un entier et un cube d’un entier, alors n est une puissance
6"¢ d’un entier.

Exercice 5 : Polynémes.

Soit P € R[X] un polynéme tel que P(x) > 0 pour tout z € R. On cherche & montrer qu’il existent des
polynémes S, T € R[X] tels que P = S? +T2.
1. Montrer que les racines réelles de P sont de multiplicité paire.
2. Pour aw € C\ R, écrire (X — a)(X — &) comme somme de deux carrés de polyndmes.
3. Montrer que si S;, T; € R[X] pouri =0,...,n, alorsily a P,Q € R[X] avec [[1_,(S?+T?) = P?+Q>.
Indication : (S% + T%)(S"? +T"?) = (SS"+ TT")? + (ST + S'T)2.
4. Conclure.



