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§1. Notions de base - & - xrne )

Définition 5 ! é‘x@ .,apg [’{'/0") HZ{JL{
Un groupe est un ensemble non vide G avec opération * interne vérifiant
1. (élément neutre) de € G avec xxe=exx=x Vx € G
2. (associativité) Vx,y,z € G, x*x (yxz) = (x*y)*xz=xxy *z
3. (inversibilité) Vx € G, 3x’ € G avec xxx' = x"* x = e
(24) 2150 (R

b 2
Remarques S vy A& R gy =& er(/;'
» [ 'élément neutre et ['inverse de x |(pour x donné) sont uniques
» [e groupe est abélien (commutatif) si, Vx,y € G, x*xy = y *x X,
» Notations usuelles .'Mplicativ ou additive (abélien)
b gxbz gbzgb Aeb = gila

Résultat. Soient x,y,z € G, xz = yz => x = y (simplification) et
(xy)~! = y~1x~! (inversion inverse [Tordre) i)
~

M) kv vy Fe(2X=2y) ~



S ' ' '\/, _,, J
~—/ Z£Y$2—427¢)
4 -

o />
Définition e e j 2!

Soient x € G et n € Z, on pose

n ( —
W A e sin=20 N
X C(X) X XXX sin>0 X
Xn:< nt;:mes ';Zo}v- JZ
r\z\ K__\ 5_1-X_1---X_1-X_1/ sin<0
\ —n;cgrmes /V\X
— /2;)4
G + L)

Résultat. Soient x € G et n,m € Z, x"x™ = x"™M et (x")" = x
Résultat. Soient x,z€ Get ne€ Z, (zxz71)" = zx"z71
"2'2@7525(% 23" e’
e EXD \. - 7
Définition Urpusrrs Ao 2o ppc 2
Soit x € G, le plus petit n > 1 tel que x" = e est I'ordre de x (ordre fini).
Si n n'existe pas, alors x est d’ordre infini. -

Extets s (RX,) 26K%, 2" k] o L bwke i
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Définition é',K [ ) /rff/t(z
Soit x € G, le plus petit n > 1 tel que‘ x" = ©est 'ordre de x (ordre fini).

Si n n'existe pas, alors x est d’ordre infini. Po ol

(Bl s £zns o 2Po (20T A4n
LemmeG@m\ PM’ WM 0[4}”<r\ 15'/6/1%1 2P

Soit x € rdre fini n >
D Pour t € 7, x* = e si et seulement si n divise t. Z e ") ve 0 —')”7/5

» Pour ! € 7, l'ordre de x* est fini et est égal 3
,, é<7 =iyee

PGCD(n, ¢)

€ X et y commutent a/ors 'ordre

[ Soit y € G d’ordre fini

de xy divise PPCM(n, m).
u e

Remarque (

Si le groupe G est fini alors tous les éléments de G sont d’ordre fini

XEG, [)L"',ne'Zf }@:m&/d@ boe A sy nEm
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M e 2" 2", fomy M>n/ﬂé 2
Définition "R 21 = zd:%
Un soud-groupg est un sous- ensemble non vide stable par |"'opération x et
I'inversion %contlent forcement e) /4«

Hee $h# Fos col
Sous-groupes particuliers. '%ijé#ff =) zgé’H

» Centre du groupe G : Z(G) = {X €G:VgeG,xg=gx! 42’6’//
Note. G = Z(G) ssf G est abélien.

» Pour H sous-groupe de G, le centralisateur d@ /z',é’y’-/

|Vh € H,xh /—}}
%———
Note(H/g Z1(G) ssi H est abélien: XA)(".,. ] Z@ = XGZ@J
» Pour H sous-groupe de G, le normalisateur de H : %Bf@c §

%MM,—D Nu(G) = {x € G : ¥h € H,xhx"! ¢ H}.

\/

)]

£ haw,

Note. xh = hx <= xhx~! = h donc Zy(G) C Ny(G).

—_— >
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H{#‘A‘oé’*m scl

-groupe de G
oupe engendré par S. Si (§) = G, on

Définition ~ SE S
Soit S un partie de G, on not
contenant S. On 'appelle le s
dit que S est générateur.

Si S ={g}, on note plutét (g). Un groupe est monogéne s'il est F
=)

engendré par un seul élément. éé& M e

Résultat. (S) est I'intersection des sous-groupes de & contenant S,
c'est aussi I'ensemble des produits de la forme

<S> & s{'sy?---sit avec t > 0,5 € SJa; = £1

Proposition ﬁ{; 20 7)€
Soit g € G. Si g\#kt d’ordre infini alors le grous
infin, Si g est d’ordre fini égal a n, alors le cardirat-de (
-'/\ ’
exactement

(g) ={g’=eg.8° .. ,g”_li?
Définition N h 9 "‘7{5 m

L'ordre d'un groupe G est le cardinal du groupe G. On note |G]|.

3 R psrdror

Lo 8
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Définition
SO|ent Gy et G, deux group

G, est un

.2l.de plus, f
e et on note G; >~ G». Une
re G et lui-méme est un automorphisnje ..

Remarque 'dp/&] Q dp[z ) OP&]', }&)///2’?

L 'ensemble des automorphlsmes de G est un groupe pour la composition

de’noté(Au/t Z/j é’—a«?ﬁ%ﬂf’”j & xte Srip
Proposition [’lg” /"Q’/(x”) j/gﬁj

Soit f : Gi — G, un morphisme de groupes. Alors, les ensembl

Isomorp isme

Im(f) = {f(x) : x € G} image de f
Ker(f) = {x € G; tel que f@ noyau de f (]/% )7¢ 27)

sont des sous-groupes de G, et Gy resp. De plus, f est surjective ssi
Im(f) = Gy et injective ssi Ker(f) = {e1}.
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“/ﬂré/’ln/g] AL%WAM)/ Fpe

Matrices élémentaires E; j = (0 partout sauf 1 en ligne /, colonne j).

/ / “or
| o MO )
Matrices de dllatatlons p [
A
IA“K (}/)k AE; i = diag(1,--- , 1+ A,---,1) ave

e

Partie génératrice de GL, (k)

Matrices de transvections
—_—

lh + AE; avec)\;éO 17éj

./

Théoreme
L 'ensemble des matrices de dilatation et des matrices de transvection
engendre le groupe (multiplicatif) GL, (k).

e ———



Ves-lpses 2
Partie génératrice de O (k) Sot J/@“ /7

;o Geps ke G0 S

Matrice orthogonale. Mt*M = I, «~s M inversible et M—! =/t M.
L— -

Une Reflexion orthogonale est (la matrice d') une symétrie orthogonale
par rapport a un hyperplan.

Soit H hyperplan de k" (= s.e.v. de dim n! 1), tout v" k" se décompose
v=h+pavech" Hetp# H (dou p=0oup3$"H). La réflexion
correspondante est la fonctiong %&h! p.

4
Théoreme
[ 'ensemble des réflexions orthogonales engendre le groupe (multiplicatif)
On(k) (qui est un sous-groupe de GL,(k)). é

he? 6w nez? 64 55(7—7_:
e %/0?\



2. Quotients de groupe
Notation. Pour@t:ﬁg £ G)On pos¢ gAl={ga:ac A}
pour Ag). C'est U e de G.

bee [as:achf

Définition
Soit H sous-groupe de G. Relation d'équivalence sur G
0xD.
X ~H Y SS| ((z)yler

On note G/H I'ensemble quot\ent ou encore ensem}g ﬂ cIasses a

g_avij_cie, c’est—é—dir@i %I g E Cjz //-t/ g
Remarques /")jl (Zé‘/}{

» On définit de mé ‘ensemble des classes a droites.
N . . , e
» Joutes les classes ont Te méme cardinal qui est |'ordre de H.
» Une autre relation d’équivalence importante est x ~ y sidg € G
avec x = gyg ' qui donne les classes de conjugaison

b sdly)| 6] as M@‘/@V//é/




Théoreme (Lagrange)
l/ On a card(G/H) = catd
En particulier, si |G| est fini,
élément de G divise
On appe//e[card(G /

at |G| = card(G/H) |H|.
ordre de tout sous-groupe de G et de tout
-

indice de H dans G.

Remarque. La réciproque en fausse en général : si d divise l'ordre de G, il
n'existe pas forcément d'élément ou de sous-groupe de G d'ordre d. (Cas

ulier : d premier, G cycli
/,flﬁmfv Arte f

6l
V/‘\QG) d, = e
plication au petit théoreme de Eermat.
L'ensemble (Z/pZ)* des classes inversibles modulo p aveg p premier est
un groupe multiplicatif d'ordre p — 1 et donc pour tout a € (Z/pZ)*, on
obtient 3P~! = 1, c'est-3-dire pour tout entier a non divisible par p

krMM Pl =1 (mod p). G f/ %f—_,—/




Défthition

H de G est disti H(G) = G, (e V c G, ‘v’hE hg

(<=\"g H) .
R ' . ‘,<-u...wu

On not | . ?g? f"“}\:

3 N /Q@ H
Resultat e noyau morphisme est un sous-groupe distingué

Résultat. L'intersection de sous-groupes distingués est un sous-groupe

Gy = f ,w) W 5

Théoseme
5 alors G/H avec | ’ope’rati n groupe et
I'apptication de G — G/H définie par\g ~"’-‘— ST_UN_Ao phlsme

SUI’jeCtlf de t"*».,,, bm s,-rz’ i" o h'(, \

De plus, si f : G — G’ est un morphjsme alors on a

rG/Ker ~ Im(f)

w8l ) g% s Jly- JMW@

\mu 'n 41,4}

Théoréme de factorisation)
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Quelques applications du théoreme de factorisation 54 68\ ﬁ‘({/ Qe M%)

1. Reconnaitre les groupes suivants :
Sl An,  On(R) SO,(R), GL,(R)/SL,(R), R /R,.

2. Démontrer les isomorphismes suivants :
RIZ' &, R /[{x1}' R, C/S' R,

avec Sy = {z" C' :|z| =1}, le cercle trigonométrique.
g

Sous-groupe caractéristique

Un sous-groupe H est caractéristique dans G s'il est stable par tout
automorphisme de G. On note alors H C G.

1. Montrer qu'un sous-groupe caractéristique dans G est distingué.
2. Démontrerque HC KC GH HCG.

3. Démontrerque HC K! G = H! G.
4

. Démontrer que le centre d'un groupe est toujours un sous-groupe
caractéristique.

5. Soit " l'application qui a x " G associe |'automorphisme intérieur iy, défini
par: ) g" G, ik(g) = xgx . Montrer que " est un morphisme de
groupes. Déterminer son noyau. En déduire I'isomorphisme suivant :

J < G/ Z(G)' Int(G).
A}.Oj\l\ % AM —
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Définition v jg) & &
Soient H, K sous-groupes d@vec G es&produit’sm
&S con

(interne) de H par K si une ditions équivalentes est vérifiée
$ [

PE ok te N (A2 Rpho Lok
p out élément de g € G s’écrit de maniére unique g = hk avec KH

M"&/’ hetH-et ke K~— K——o'-?é/v

la la surjection canonique k — kH

On note G = H x K. )q M,Gé %02/44

, [t/
Résultat. On a aussi G = KH et donc G = K x H.
~__~— « -

Si on a aussi K < G, on dit que c'est un produit direct.
ans ce cas, pour tout k € K et h € H, on a kh = hk et |'application

. G de:init par
"2 e [Pk = (58] el o



3. Quelques gyoupes partlcullers

I/léZ)/
Lemme % ég f, <§7 Zg /
Soit G un groupe ogén . Si /infini a/or@smon G est

I~
PropomtufqﬁaM fbu, o/ 8 #5 ‘}L%#lﬁ«\

Soit m € Z/nZ. L'ordre deZi} PGCD(m, n) donc m est générateur
ssi n et m sont premiers entre eux ssi TSt Tversible modulo n

r- "
Définition @Afmlu n: ??& W %7 =/
I/__’e/nsemble des inversibles modulo n forme un groupe multiplicati
§r! Z/ (Z/nZ)* = {m tel que PGCD(m, n) = 1}
V\

d’ordre o(n) (fonction indicatrice d'Euler).

Théor‘emeéj(jT{héor‘eme des restes chinoys)

Soient n et eux entiers > 1 ef*premiers entre eu
iIsomorphismes naturels

on a les

Z/nmZ\~= 7./nZ x Z/mZ et (Z/nmZ)* ~ (Z/nZ)" x (Z/mZ)*
— A\ -/



Nombres d'éléments d'ordre donné dans un groupe cyclique

Soit G un groupe cyclique d'ordre n.
1. Soit d * 1 un entier. Déterminer le nombre d’'éléments d’ordre d dans G.
|

2. En déduire la formule  #(d) = n.
d|n

Le but de cet exercice est de déterminer la structure du groupe Aut ((Z/ 227)%)
des automorphismes de (Z/ 227)" .

1. Déterminer I'ordre de (Z/ 227)".

2. Montrer que 7 est un générateur de (Z/ 227)". En déduire que (Z/ 227)"
est cyclique.

En déduire tous les sous-groupes de (Z/ 227)" .
Déterminer tous les générateurs de (Z/ 227)".

Déterminer tous les automorphismes de (Z/ 227Z)".

S

Ecrire la table de multiplication de Aut ((Z/ 22Z)*) et en déduire que
Aut ((ZI 22Z)") est isomorphe 3 Z/ 47Z.



Définition

Soit n > 1, on appelle groupe symétrique sur n lettres, I'ensemble

S, = Bij({1,--- n}). C'est un groupe pour la composition et son ordre
~>estn!:1><2><---><n.

ple

Les permutations peuvent s'écrire de deux manieres essentiellement

(écriture sur deux lignes)
- —

(produit de cycles disjpints)

w1
Remafques

» La multiplication se fait oite a gauche (1,2)(2,3) = (1, 2,3)
g ) v

> Ona(a,as...,as) = (a2,83,...,35,81) = - = (a5, a1, .., 35" 1)

-~ - - _”
Un cycle de longueur ¢ est un /-cycle et on appelle un 2-cycle une
transposition.

Résultat. Les transpositions engendrent S,,. \
r —




Lemme
L ordre d’un f-cycle est . L’

de cycles disjoints est le PP es longueurs des cycles.
= ———

3 6¢ 3
Proposition v Cuzh(o’) = |

Il existe un unique morphisme sign : S, — {£1} non trivial. On I'appelle
la signature. Soit ¢ un f-cycle, on a sign(c) = (—1)**1.

Une permutation 7 est paire si sign(mw) = 1 et impaire si sign(mw) = —1.
Le groupe des permutations paires (= noyau de sign) est le groupe
alterné, noté A,. Son ordre est n!/2.

C'est le seul sous-groupe d’ordre n!/2 dans S,,.

[ '/l? [ 1 'ﬂ) 4
Remarque é_/\ D enl
Un groupe G dont les seuls sous-groupes distingués sont {e} et lui-méme

est un groupe simple. Le plus petit groupe simple non abélien est As
d’ordre 60 et pour tout'n > 5, le groupe A, est simple.



{/QDP\

Soit n > 3. Le groupe diédral D, est le groupe des isométries du plan
qui fixe un polygone régulier a n cotés.

C'est un groupe d’ordr engendré par la rotation qui envoie un
sommet sur le sommet suivant et une des symétries axiales passant par
un des sommets.

De maniere abstraite, Dy, est le groupe engendre par o et 7 avec les
relations

On a alors (Tov-/_[ﬁ)g__ h

» Pour tout entier i, To'Tr = o',

» Pour tout entier i, I'élément 7o' est d'ordre 2. a
» Les éléments de D,, sont exactement les éléments #
L= S0

. d e, o, o1 . .
bl L/j\/r S
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4. Actions de groupe

Définition Xﬂf/f/ %E W 54&;%

Une action du groupe G sur un ensemble X est la donnée d'un 9 -1 %J

Définition

Pour x € X, on pos

> O(x) :@: {g-x:g € G} est I'orbite de x.

» S(x) = Gy ={g € G tel que g- x = x} est le stabilisateur de x
(sous-groupe de G) .- 2 e

L ’ . N Aiplle
Le noyau de I'action est l'intersection des stablllsateug./

On note X /G I'ensemble des orbites de X. ._72({/ (} [L
L’action est transitive s'il existe une seule orbite._f&gf/é

L 'action est fidele si le noyau est trivial. ;

. ) S e ¥ % b
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THx
Lemme g )
Soit K le no;au de I'action alors K est distingué et G/K hérite d'une

action/ fidéle sur X T 1
Théor? ool S G
éoreme (Cayley) bib Al se

Soit G un groupe d’ordre n. Alors G est isomorphe a un sous-groupe

de S,.
Théoreme (Formules des classes) | X_fuhs & & )’i&fﬁ

Deux orbites sont ou bien ega/es ou bien dls ointes, et donc

card C— Umina A"'J‘"’g
[:QEX/G> ?

IGXI

Soit R un systéeme de représentants des orbites de X, on a
card(X) = Z

XER |

Xl = (Ay a2k MMJ/

Soit x € X, on a




Quelques résultats sur les p-groupes

Un p-groupe, avec p premier, est un groupe fini dont I'ordre est une
puissance (non triviale) de p.

1. Soit G un p-groupe. On montre que Z(G) n'est pas réduit a {e}.

1.1 Soit X un ensemble fini sur lequel G agit. On note X¢ I'ensemble
des points fixes de X sous cette action. Montrer que

card(X) + card(X®) (mod p).

1.2 Déterminer une action de G pour laquelle I'ensemble des points fixes
est Z(G), puis conclure.

2. Soit G un groupe fini. On suppose que G/Z(G) est un groupe
cyclique. Montrer que G est abélien.

En déduire la structure des groupes d'ordre p? avec p premier.



Sous-groupes d’'indice p avec p plus petit facteur premier de |G|

1. Soit H un sous-groupe d'indice 2 dans G. Montrer que H< G.

2. Soit G un groupe fini. Soit p le plus petit premier divisant |G].
Soit H sous-groupe d’indice p, on montre que H < G.
On considere I'action de G sur G/H par multiplication a gauche.
2.1 Montrer que cette action est transitive.
2.2 Soit K le noyau de I'action. Montrer que K, H.

2.3 Montrer que G/ K est isomorphe a un sous-groupe de S,.

2.4 En déduire que H = K et le résultat.



. (
Proposition (Lemme de Burnside) WP I
Pour g € G, on pose X8 = {x € X tel que g -x = x}. On a‘}

card(X/G) = |G| Z card(X8) & <(/ 2 2o,

geG s gp ‘L

1. Montrer qu'avec 5 perles blanch S nolires, on ne peut

faire que 5 colliers différents de 8 perles.

2. Montrer que le nombre de bracelets de 5 perles qu'on peut faire en
utilisant des perles rouges, vertes ou bleues est 39.



5. Théoremes de Sylow

Théoreme
Soit G un groupe d’ordre n. Soit p un nombre premier. On écrit n = p'm

avec p 1 m.

» || existe un sous-groupe P d’ordre p". On appelle un tel groupe, un
p-Sylow de G

» Soient P et Q deux p-Sylow, il existe g € G tel que Q = gPg !
(les p-Sylow sont conjugués deux a deux)

» Soit H un p-sous-groupe de G, alors H est contenu dans un p-Sylow

» Le nombre n, de p-Sylow vérifie n, | m et n, =1 (mod p)

Un groupe G d’ordre n posséde un élément d’ordre p si et seulement si p

e M 1 i o Gy e il
Exemple vz P

Soit G un groupe d'ordre pg aveq p < remiers. Alor
,otu ng = 1.1l sifu'il - e,\%[gxe g-Sylow @ quiest distingué.

w Corollaire

oit P un p-Sylow, on 3§ P - elel G = ou G~ ZI pZ X ZIqZ-



Déterminer tous les groupes d'ordre 12 a isomorphisme preés.

Soit G un groupe d'ordre 12.
1. Déterminer les valeurs possibles pour n» et ns.
2. Montrer que G est abélien si et seulement si no = n3 = 1.

2.1 On suppose que G est abélien. Montrer que G contient au moins un
élément d'ordre 6 ou 12.
2.2 En déduire la structure de G dans le cas abélien.

3. On suppose a présent que G n'est pas abélien.
Montrer que si n3 & 1, alors on a n, = 1.

4. On suppose que n3 = 4. On considere |I'action de G sur les 3-Sylow par
conjugaison.

4.1 Montrer que le stabilisateur d'un 3-Sylow pour cette action est
lui-méme.
4.2 En déduire que I'action est fidele, puis que G ' As.

5. On suppose que n3 = 1 et donc n; = 3. Montrer qu'on a dans ce cas

G' ZI3ZXZI4AZ ou G' 7/37Z x (ZI 27)°.

6. (Question subsidiaire.) Montrer Z/ 3Z x (ZI 2Z)* "'  Ds».



