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Objectifs du cours

Etude de fonctions

ƒquations di!Žrentielles

Bases du calcul vectoriel

SymŽtries

Outils : nombres complexes, graphes, dŽrivŽes, primitives, vecteurs, matrices, gŽomŽtrie
cartŽsienne...



Programme du cours

Partie I : Fonctions et équations différentielles
Ch. 1 Ð Nombres complexes, polyn™mes complexes
Ch. 2 Ð Fonctions, graphes, rŽciproques
Ch. 3 Ð DŽrivŽes, extrema locaux, dŽveloppements limitŽs
Ch. 4 Ð Primitives, intŽgrales, calcul dÕaires
Ch. 5 Ð ƒquations di!Žrentielles

Partie II : Vecteurs, transformations linéaires et géométrie
Ch. 6 Ð Syst•mes linŽaires et matrices
Ch. 7 Ð ƒlŽments succincts dÕalg•bre linŽaire
Ch. 8 Ð GŽomŽtrie euclidienne dansR2 et R3



TMB Ð Chapitre 1
Nombres complexes

Dans ce chapitre :

1.1 DŽÞnition, premi•res propriŽtŽs

1.2 Changement de coordonnŽes, exponentielle complexe

1.3 Racines dÕun nombre complexe, polyn™mes complexes
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1.1 – Définition, premières propriétés

Dans cette section :

‚ DŽÞnition des nombres complexes : forme algŽbrique

‚ Plan complexe, coordonnŽes cartŽsiennes

‚ Partie rŽelle, partie imaginaire, conjuguŽ

‚ Module, argument, coordonnŽes polaires
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Définition des nombres complexes : forme algébrique

LÕensemble des nombres complexes, notŽC, est une extension de lÕensembleR des
nombres rŽels (R Ä C). Dans C, il existe un nombre i tel que i

2 “ ´1. (i P C mais i R R)

DŽÞnition : Un nombre complexe est un nombre qui sÕŽcrit sous la formez “ x ` iy ,

o• x P R et y P R. On Žcrit z P C pour exprimer le fait que z est un nombre complexe.

Exemples : 3 ` 2i, 0 “ 0 ` 0i (zŽro), 1 “ 1 ` 0i (un), i “ 0 ` 1i.

‚ On Žcrit C “ tz “ x ` iy | x, y P Ru lÕensemble des nombres complexes. Il

contient deux sous-ensembles remarquables :

¨ les nombresrŽels : R “ tx “ x ` 0i | x P Ru ;

¨ les nombresimaginaires purs : iR “ tiy “ 0 ` iy | y P Ru .

‚ LÕexpressionz “ x ` iy sÕappelle la formealgŽbrique (ou cartŽsienne) du nombre
complexe z.

‚ LÕensembleC se reprŽsente comme un plan (voir page suivante).
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Plan complexe, coordonnées cartésiennes

Ë tout point Mpx, yq du plan cartŽsienpO,~ı ,~| q on associe le nombre complexe
z “ x ` iy (et inversement). De cette mani•re, on identiÞe lÕensembleC avec le plan
(notŽ aussi R2) muni du rep•re cartŽsien pO,~ı ,~| q.

Le complexez est appelŽa!xe de M (ou, de mani•re Žquivalente, a"xe du vecteur››Ñ
OM “ x~ı ` y~| ), px, yq sont appelŽes lescoordonnŽes cartŽsiennes de z

1

1
M(x, y)

x

y

O

~ı

~|

Plan cartésien :
`
R2

, pO,~ı ,~| qù
1

i

x

iy

z = x + iy

Plan complexe : C

Attention : i ‰~ı : ~ı est un vecteur unitaire du plan alors quei P C est tel que i
2 “ ´1.

Exemples :
‚ z “ 2 ` 3i est lÕa"xe du point Mp2, 3q (ou du vecteur ››Ñ

OM “ 2~ı ` 3~| )

‚ z “ i est lÕa"xe du point Mp0, 1q (ou du vecteur ››Ñ
OM “ 0~ı ` 1~| “ ~| )

‚ z “ 1 est lÕa"xe du point Mp1, 0q (ou du vecteur ››Ñ
OM “ 1~ı ` 0~| “~ı )

‚ Les nombres rŽels forment lÕaxe des abscisses. On les notez “ x, o• x P R.

‚ Les nombres imaginaires purs forment lÕaxe des ordonnŽes. On les note
z “ iy, o• y P R
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Opérations élémentaires sur les nombres complexes I

Soit z “ x ` iy et z1 “ x
1 ` iy

1 deux nombres complexes

DŽÞnition : On a lÕŽgalitŽ z “ z
1 si est seulement leurs coordonnŽes cartŽsiennes sont

Žgales, cÕest-ˆ-dire si et seulement six “ x
1 et y “ y

1.

DŽÞnition : On additionne les deux nombres complexesz et z1 ˆ lÕaide de leurs
coordonnŽes cartŽsiennes de la mani•re suivante :

z ` z
1 “ px ` x

1q ` ipy ` y
1q

On a de même z ´ z
1 “ px ´ x

1q ` ipy ´ y
1q.

Exercice (r•gle du parallŽlogramme) : représenter dans le plan cartésien z “ 1 ` 2i, z1 “ 2 ` i,
z

2 “ z ` z
1. Que pensez-vous du quadrilatère dont les affixes des sommets sont O, z, z

2 et z
1 ?

DŽÞnition : On multiplie le nombre complexez par � P R de la mani•re suivante :

�z “ �x ` i�y

PropriŽtŽs : Si M et M 1 sont deux points du plan dÕa"xes respectivesz et z1, alors

‚ le vecteur
›››Ñ
MM

1 a pour a"xe z
1 ´ z,

‚ le milieu du segment rMM
1s a pour a"xe

z ` z
1

2
,

‚ le vecteur ››Ñ
OM ` ›››Ñ

OM
1 a pour a"xe z ` z

1,
‚ le vecteur �››Ñ

OM , � P R a pour a"xe �z.
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Partie réelle, partie imaginaire, conjugué

DŽÞnition : Pour un nombre complexez “ x ` iy, o• x P R et y P R,

‚ x est la partie rŽelle de z et on Žcrit x “ Repzq

‚ y est la partie imaginaire de z et on Žcrit y “ Impzq

Exemple : Pour z “ 3 ´ 2i, on a Repzq “ 3, Im pzq “ ´2 et p3, ´2q sont les coordonnées
cartésiennes de z.

DŽÞnition : le nombre complexe conjuguŽ de z est dŽÞni par z “ x ´ iy .

z est donc le point symŽtrique dez par rapport ˆ lÕaxe des abscisses.

z = x + iy

z = x � iy

Exemple : Pour z “ 2 ` i, on a z “ 2 ´ i. Que vaut le conjugué de z ?

PropriŽtŽs :

‚ le conjuguŽ dÕun nombre rŽel est lui-m•me (exemple : z “ ?
2, øz “ ?

2),

‚ le conjuguŽ dÕun nombre imaginaire pur est son opposŽ (exemple : z “ 5i, øz “ ´5i).
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Opérations élémentaires sur les nombres complexes II

Soit z “ x ` iy et z1 “ x
1 ` iy

1 deux nombres complexes (x, x1
, y, y

1 P R)

DŽÞnition : On multiplie les deux nombres complexesz et z1 ˆ lÕaide de leurs
coordonnŽes cartŽsiennes de la mani•re suivante :

zz
1 “ pxx1 ´ yy

1q ` ipxy1 ` yx
1q

En effet,

zz
1 “ px ` iyqpx1 ` iy

1q
“ xx

1 ` xpiy1q ` piyqx1 ` piyqpiy1q
“ xx

1 ` xpiy1q ` piyqx1 ` i
2
yy

1

“ xx
1 ` ixy

1 ` iyx
1 ´ yy

1 (car i
2 “ ´1)

“ pxx1 ´ yy
1q ` ipxy1 ` yx

1q

Application : Exprimer la rapport
z

z1 en coordonnŽes cartŽsiennes.

Idée : On multiplie le numŽrateur et le dŽnominateur par z̄1 pour utiliser le fait que z
1
z̄

1
est un nombre rŽel. On obtient :

z

z1 “ zz̄
1

z1z̄1 “ px ` iyqpx1 ´ iy
1q

px1 ` iy1qpx1 ´ iy1q “ xx
1 ` yy

1

x12 ` y12 ` i
yx

1 ´ xy
1

x12 ` y12

Exemple :
2

2 ´ i
“ 2p2 ` iq

p2 ´ iqp2 ` iq “ 4 ` 2i

22 ` 12
“ 4

5
` 2

5
i
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Propriétés des opérations élémentaires

Soient z “ x ` iy et z1 “ x
1 ` iy

1 deux nombres complexes (x, x1
, y, y

1 P R). Alors :

‚ !z ` z1 “ z̄ ` z̄1

‚ "z z1 “ z̄ sz1 et
!« z

z1
ø

“ z̄

sz1 si z1 ‰ 0

‚ ¯̄z “ z

‚ Repzq “ z ` z̄

2
“ x et Impzq “ z ´ z̄

2i
“ y

‚ Pour tout n P N, #zn “ szn et, si z ‰ 0, "z´n “
"1

zn
“ 1

z̄n
“ z̄

´n

‚ z P R ñ z “ z̄ et z P iR ñ z “ ´z̄

‚ zz̄ P R` (En effet, zøz “ px ` iyqpx ´ iyq “ x
2 ´ xpiyq ` piyqx ´ piyq2 “ x

2 ` y
2 qui est

un nombre rŽel positif.)
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Exemples : opérations en coordonnées cartésiennes

Soient z “ 2 p3 ` 2iq et z
1 “ 5 ´ i. Alors :

z ` z
1 “ p6 ` 4iq ` p5 ´ iq “ 11 ` 3i

z ´ z
1 “ p6 ` 4iq ´ p5 ´ iq “ 1 ` 5i

zz
1 “ 2 p3 ` 2iqp5 ´ iq

“ 2 p15 ´ 3i ` 10i ´ 2i2q
“ 2

` p15 ` 2q ` p´3 ` 10qiù

“ 2 p17 ` 7iq “ 34 ` 14i

z

z1 “ 2 p3 ` 2iq
5 ´ i

“ 2 p3 ` 2iqp5 ` iq
25 ` 1

“ 2 p15 ´ 2 ` 10i ` 3iq
26

“ 13

13
` 13

13
i “ 1 ` i
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Module, argument, coordonnées polaires

Outre les coordonnŽes cartŽsiennespx, yq, on peut identiÞer un nombre complexez ˆ
lÕaide de coordonnŽes polairesp⇢, ✓q comme suit.

DŽÞnition :

‚ Le module de z est la distance dez ˆ lÕorigine, notŽe ⇢ “ |z| .

Nota - Si M désigne le point du plan cartésien d’affixe z, on a ⇢ “ distance pO,Mq “ }››Ñ
OM}.

‚ Un argument de z est un angle1
✓ formŽ par la demi-droite rOxq et la demi-droite rOzq.

[Ox)
O

z
[Oz)

⇢
=

|z|

✓ = arg(z)

‚ LÕargument principal de z est lÕunique argument dez appartenant ˆ s ´ ⇡,⇡s.
On note ✓ “ argpzq Ps ´ ⇡,⇡s .

‚ p⇢, ✓q P R`ˆs ´ ⇡,⇡s sont appelŽes lescoordonnŽes polaires de z.

Exemple : pour z “ i, |i| “ 1, arg piq “ ⇡{2 et ✓ “ 5⇡{2 est un autre argument de i.

Exercice : trouver tous les arguments de z “ 0.

1. orienté dans le sens trigonométrique 14



Propriétés du module

Soit z “ x ` iy P C. DÕapr•s le thŽor•me de Pythagore, lemodule de z est donnŽ par

|z|2 “ x
2 ` y

2 .

PropriŽtŽs :

‚ |z| • 0 et |z| “ 0 si et seulement siz “ 0

‚ si z “ x P R, alors |z| “ |x| est la valeur absolue du rŽelx.

‚ zz “ |z|2

‚ |z1z2 | “ |z1 ||z2 |

‚ |z1 ` z2 | § |z1 | ` |z2 |
et |z1 ` z2 | “ |z1 | ` |z2 | si et seulement siz1 “ � z2 ou � P R`
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1.2 – Changement de coordonnées, exponentielle complexe

Dans cette section :

‚ Changement de coordonnŽes

‚ Exponentielle complexe, cercle unitŽ

‚ Applications gŽomŽtriques et trigonomŽtriques
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Changement de coordonnées : cartésiennes Ø polaires

Soit z un nombre complexe.

O

z = x + iy

⇢

✓

x

y

PropriŽtŽ (polaires Ñ cartŽsiennes) :

Par dŽÞnition2 du cosinus et du sinus, on a x “ ⇢ cos ✓ et y “ ⇢ sin ✓ .

PropriŽtŽ (cartŽsiennes Ñ polaires) : On suppose quez ‰ 0. On a (Pythagore)

⇢ “
a
x2 ` y2

Une fois connu⇢, on dŽtermine un argument ✓ de z ˆ lÕaide des relations

cos ✓ “ x

⇢
et sin ✓ “ y

⇢

Nota : ces équations donnent ✓ de manière implicite, il faut encore les résoudre.

2. cos ! “ côté adjacent
hypoténuse “ x

⇢
, sin ! “ côté opposé

hypoténuse “ y

⇢ 17



Exponentielle complexe, cercle unité

DŽÞnition : LÕexponentielle complexe dÕargument✓ est le nombre complexe dŽÞni par

e
i! “ cos ✓ ` i sin ✓

Exemples : e
i0 “ e

i2⇡ “ 1, e
i
⇡

2 “ i, e
i⇡ “ ´1, e

i
3⇡
2 “ ´i.

DŽÞnition : Le cercleunitŽ (ou trigonomŽtrique) est le cercle de centreO est de rayon1.

O 1

z = e
i✓

⇢

✓

cos ✓

sin ✓

PropriŽtŽs :
‚ Le cercle unitŽ a pour Žquation polaire⇢ “ 1 et pour Žquation cartŽsiennex2 ` y

2 “ 1.

‚ Le cercle unitŽ est composŽ des nombresz “ e
i! “ cos ✓ ` i sin ✓ , o• ✓ P R

‚ e
i! est pŽriodique de pŽriode 2⇡, i.e. e

ip! `2k" q “ e
i! pour tout k P Z.

‚ e
i! est un nombre complexeunitaire , i.e. |ei! | “ cos2

✓ ` sin2
✓ “ 1

18



Propriétés de l’exponentielle complexe

‚ e
i!
e

i! 1 “ e
ip! `! 1q,

1

ei!
“ e

´i! , "
ei! “ e

´i! , pour tous ✓, ✓1 P R

DŽmonstration : Pour la première formule, on a

e
i✓
e
i✓

1 “ pcos ✓ ` i sin ✓qpcos ✓1 ` i sin ✓
1q (par définition de l’exponentielle complexe)

“ cos ✓ cos ✓1 ` cos ✓pi sin ✓
1q ` pi sin ✓q cos ✓1 ` pi sin ✓qpi sin ✓

1q
“ pcos ✓ cos ✓1 ´ sin ✓ sin ✓

1q ` ipcos ✓ sin ✓
1 ` sin ✓ cos ✓1q (car i

2 “ ´1)

“ cosp✓ ` ✓
1q ` i sinp✓ ` ✓

1q (d’après les formules de trigo !)

“ e
ip✓`✓

1q (par définition de l’exponentielle complexe)

Les autres formules se démontrent de manière similaire.

‚ Formule de Moivre : pei! qn “ e
in! pour tout n P Z, donc

pcos ✓ ` i sin ✓qn “ cospn✓q ` i sinpn✓q

‚ Formules dÕEuler : cosp✓q “ e
i! ` e

´i!

2
et sinp✓q “ e

i! ´ e
´i!

2i

Exercice : Vérifiez l’identité d’Euler e
i⇡ ` 1 “ 0
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Forme polaire d’un complexe

ThŽor•me : Tout nombre complexe z ‰ 0 sÕŽcrit sous la formepolaire z “ ⇢e
i! , o•

⇢ “ |z| et ✓ “ argpzq.

DŽmonstration : Pour tout nombre complexe z “ x ` iy non nul, on peut écrire

x ` iy “
a
x2 ` y2

ö
x?

x2`y2
` i

y?
x2`y2

ú
et puisque

«
x?

x2`y2

ø2 `
«

y?
x2`y2

ø2 “ 1, il

existe ✓ Ps ´ ⇡,⇡s tel que cos ✓ “ x?
x2`y2

et sin ✓ “ y?
x2`y2

. En posant, ⇢ “ |z| et en se

souvenant de la définition de l’exponentielle complexe (et du module), on obtient alors
z “

a
x2 ` y2pcos ✓ ` i sin ✓q “ ⇢pcos ✓ ` i sin ✓q “ ⇢e

i✓
.

LÕŽcriture exponentielle (polaire) des nombres complexes permet de rŽaliser beaucoup de
calculs de mani•re plus simples quÕavec lÕŽcriture cartŽsienne.

‚ Multiplication des deux nombres complexes z “ ⇢ei✓ et z1 “ ⇢1ei✓
1

zz
1 “ ⇢e

i!
⇢

1
e

i! 1 “ ⇢⇢
1
e

ip! `! 1q

‚ Calcul des puissances de z “ ⇢ei✓

¨ puissance enti•re positive : z
n “ p⇢ei! qn “ ⇢

n
e

in!
, o• n P N

¨ puissance enti•re nŽgative :
1

zn
“ z

´n “ ⇢
´n

e
´in! “ 1

⇢n
e

´in! si ⇢ ‰ 0,

20



Exemples : conversion coordonnées Ø polaires

Exemple de conversion en coordonnŽes cartŽsiennes :

2ei⇡{4 “ 2 cosp⇡{4q ` 2i sinp⇡{4q “
?

2 ` i

?
2

Exemple de conversion en coordonnŽes polaires :

‚ Si z “ ?
2 ` i

?
2, alors module vérifie |z|2 “ ⇢

2 “ p?
2q2 ` p?

2q2 “ 4 d’où ⇢ “ ?
4 “ 2 et un

argument est un angle ✓ tel que

cos ✓ “
?

2

2
et sin ✓ “

?
2

2

Ainsi, ✓ “ ⇡{4 est un argument de z et donc z “ ⇢e
i✓ “ 2ei⇡{4.

‚ Si z “ ´1 ´ i, alors ⇢ “
a

p´1q2 ` p´1q2 “ ?
2. D’où

cos ✓ “ ´1?
2

et sin ✓ “ ´1?
2
.

Ainsi, ✓ “ 5⇡{4 est un argument de z. Et z “ ?
2ei5⇡{4

‚ Si z “ 5 ´ 3i, alors ⇢ “ ?
52 ` 32 “ ?

34. D’où

cos ✓ “ 5?
34

et sin ✓ “ ´3?
34

.

De cet angle on peut dire (sans calculatrice) que tan ✓ “ ´3{5 et z “ ?
34ei✓ .

Exercice :

- vérifier graphiquement que øz “ ⇢e
´i✓

- à l’aide des coordonnées polaires, vérifier que si z1 ‰ 0, alors z{z1 “ z{z1.
- montrer que z “ ´z si et seulement si z est imaginaire pur.
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Applications géométriques et trigonométriques

‚ Soient z1 , z2 deux nombres complexes. La distance dez1 ˆ z2 vaut |z1 ´ z2 | .

‚ Un cercle de rayonR ° 0 est formŽ des points se trouvant ˆ une distanceR de son

centre z0 P C. Il a donc pour Žquation |z ´ z0 | “ R

‚ Soient z1 , z2 deux nombres complexes. La mŽdiatrice du segmentrz1z2s est formŽe des
points se trouvant ˆ Žgale distance dez1 et z2. Elle a donc pour Žquation

|z ´ z1 | “ |z ´ z2 | .

‚ Soient ⇢ ° 0 et ✓ P R. Si z “ ⇢e
i! , alors e

i#
z “ ⇢e

ip! `# q. Autrement dit, e
i#

z est
lÕimage dez par la rotation dÕangle autour de lÕorigine.

‚ En dŽveloppant la relationeipa`bq “ e
ia
e

ib en coordonnŽes cartŽsiennes, on trouve les
formules de trigonomŽtrie

#
cospa ` bq “ cos a cos b ´ sin a sin b

sinpa ` bq “ sin a cos b ` sin b cos a

‚ Dans le cas particulier o• a “ b, on dŽduit

#
cosp2aq “ cos2

a ´ sin2
a “ 2 cos2

a ´ 1 “ 1 ´ 2 sin2paq
sinp2aq “ 2 sin a cos a

22



1.3 – Racines n-ièmes d’un complexe, polynômes complexes

Dans cette section :

‚ Racines deuxi•mes, troisi•mes etn-i•mes dÕun nombre complexe

‚ Polyn™mes complexes (racines, factorisation)

23



Racines deuxièmes, troisièmes et n-ièmes d’un nombre complexe

DŽÞnition : On appelle racine deuxi•me du nombre complexez tout nombre complexe

w tel que w
2 “ z .

Exemple : Soit z “ ´1.
Comme ´1 “ e

i⇡ ,
w1 “ e

i⇡{2 “ i est racine deuxième de z “ ´1.
Comme ´1 “ e

ip⇡`2⇡q “ e
i3⇡ ,

w2 “ e
i3⇡{2 “ ´i est aussi racine deuxième de z “ ´1.

Exercice : Dans le cas particulier où z “ x P R`, les racines deuxièmes de z sont la racine carrée
de x : w1 “ ?

x et son opposée w2 “ ´?
x. Que sont les racines deuxièmes de z “ x P R´ ?

DŽÞnition : On appelle racine troisi•me du nombre complexez tout nombre comple w

tel que w
3 “ z .

Exercice : Vérifier que w1 “ e
i⇡{3, w2 “ e

i⇡ “ ´1 et w3 “ e
i5⇡{3 sont racines troisièmes de

z “ ´1.

DŽÞnition : De mani•re gŽnŽrale, on appelleracine n-i•me (n P Nzt0u) du nombre

complexe z tout nombre complexe w tel que w
n “ z .

24



Racines deuxièmes, troisièmes et n-ièmes d’un nombre complexe

ThŽor•me :

‚ Un nombre complexe z “ ⇢e
i! non nul a exactement deux

racines deuxi•mesw1 et w2. Comme ⇢ei! “ ⇢e
ip! `2" q, les

racines deuxi•mes dez sont

w1 “ ⇢
1
2 e

i ✓

2 et w2 “ ⇢
1
2 e

ip ✓

2 `" q “ ´w1

Les racines deuxièmes sont opposées.

!
!

z

w1

w2

!
2

"

‚ Un nombre complexe z “ ⇢e
i! non nul a exactement trois

racines troisi•mesw1, w2 et w3 :

w1 “ ⇢
1
3 e

i ✓

3 , w2 “ ⇢
1
3 e

ip ✓

3 ` 2⇡
3 q et w3 “ ⇢

1
3 e

ip ✓

3 ` 4⇡
3 q

¨ Les racines troisièmes forment un triangle équilatéral inscrit sur le
cercle de centre O et de rayon 3

?
⇢.

¨ Si une racine troisième est réelle, les deux autres sont complexes
conjuguées.

3! !

z

w1

w2

w3

!
3

"

‚ Un nombre complexe⇢ei! non nul a exactementn racinesn-i•mes w0 , w1 , . . . , wn´1 :

wk “ ⇢
1{n

e
ip ✓

n
` 2k⇡

n
q
, k P t0, 1, . . . , n ´ 1u

Les racines n-ièmes forment un polygone régulier à n côtés inscrit sur le cercle de centre O et de
rayon n

?
⇢.
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Exercice : racines deuxièmes de nombres complexes

Calculer les racines deuxièmes des complexes suivants :

‚ z “ 1 ` i
?
3

Solution : On Žcrit z en coordonnŽes polaires :z “ 1 ` i
?
3 “ 2ei ⇡

3 . Alors,

w1 “
?
2 e

i ⇡

6 “
?
2

2
p
?
3 ` iq

w2 “
?
2 e

ip ⇡

6 `" q “ ´
?
2

2
p
?
3 ` iq

‚ z “ 15 ´ 8i

Solution : Comme on ne connait pas la forme polaire dez, on revient ˆ la dŽÞnition
dÕune racine deuxi•me en cherchantw “ x ` iy tel que w

2 “ z. Soit

px ` iyq2 “ px2 ´ y
2q ` 2xyi “ 15 ´ 8i

Astuce : pour rŽsoudre on commence par calculer|w|2 “ |z|.
ÿ
ÿw2

ÿ
ÿ“ x

2 ` y
2 “ |z| “ ?

225 ` 64 “ 17.

De sorte que
$
&

%

x
2 ´ y

2 “ 15
2xy “ ´8
x

2 ` y
2 “ 17

ô
"

y
2 “ 1

x “ ´ 4
y

ô
"

y “ 1
x “ ´4

ou
"

y “ ´1
x “ 4

On a donc w1 “ ´4 ` i et w2 “ 4 ´ i.
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Polynômes complexes et racines : définition

DŽÞnition : Un polyn™me complexe est une expression de la forme

P pzq “ anz
n ` an´1z

n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` a1z ` a0 ,

o• les nombres a0 , a1 , ..., an sont des param•tres complexes etz est une variable
complexe.

Le degrŽ de P pzq est le plus grand entierk tel que ak ‰ 0.

Exemple : z
3 ` p5 ´ iqz est un polynôme de degré 3

DŽÞnition : Une racine dÕun polyn™me complexeP pzq est un nombre complexez tel que

P pzq “ 0

Exemple : z “ i et z “ ´i sont racines de P pzq “ z
2`1.

27



Polynômes complexes et racines : propriétés

Lemme : Si z1 est une racine deP pzq, alors il existe un entierm1 • 1 et un polyn™me
Qpzq tels que

P pzq “ pz ´ z1qm1Qpzq et Qpz1q ‰ 0.

On appellem1 la multiplicitŽ de la racinez1.

ThŽor•me de dÕAlembert-Gauss : Tout polyn™me complexeP pzq de degrŽn peut
sÕŽcrire sous la forme

P pzq “ anpz ´ z1qm1 ¨ ¨ ¨ pz ´ zkqmk

o• an P Czt0u, z1 , ..., zk sont les racines distinctes deP pzq et o• m1 ` ¨ ¨ ¨ ` mk “ n.

Par consŽquent,tout polyn™me complexe de degrŽ n admet n racines (qui ne sont pas
forcŽment distinctes).

Exemple : Le polyn™meP pzq “ z
2 ` 1 a pour racinesz1 “ i et z2 “ ´i. P est de degrŽ

2, ce qui force m1 “ m2 “ 1. EnÞn, par dŽÞnition deP pzq, a2 “ 1. Par le thŽor•me, on
conclut que

z
2 ` 1 “ pz ´ iqpz ` iq
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Racines d’un polynôme complexe de degré 2

Proposition : Les solutions de lÕŽquation az
2 ` bz ` c “ 0 ˆ coe"cients complexes

sont

z “ ´b ˘ �

2a
P C

o• ˘� P C sont les racines deuxi•mes du discriminant� “ b
2 ´ 4ac P C, cÕest-ˆ-dire que

� est un nombre complexe tel que�2 “ �.

Par consŽquent, le polyn™meP pzq “ az
2 ` bz ` c poss•de

‚ une racine double z “ ´ b

2a
si � “ 0,

‚ deux racines distinctes z1 “ ´b ` �

2a
et z2 “ ´b ´ �

2a
si � ‰ 0.
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Exercice : équation complexe de degré 2

Résoudre l’équation z
2 ´ p1 ` iqz ` 6 ´ 2i “ 0.

RŽponse : Les solutions de cette Žquation sont z “ 1 ` i ˘ �

2
, o• il faut trouver

� “ x ` iy tel que �2 “ � et
ÿ
ÿ�2

ÿ
ÿ“ |�|,

cÕest-ˆ-dire :

px2 ´ y
2q ` i 2xy “ p1 ` iq2 ´ 4p6 ´ 2iq

“ 1 ` 2i ´ 1 ´ 24 ` 8i “ ´24 ` 10i

x
2 ` y

2 “ 2 |´12 ` 5i| “ 2
?
144 ` 25 “ 2 ˆ 13 “ 26

On a alors
$
&

%

x
2 ´ y

2 “ ´24
2xy “ 10
x

2 ` y
2 “ 26

ô
"

2x2 “ 2
xy “ 5

ô
"

x “ ˘1
y “ 5{x “ ˘5

et par consŽquent � “ ˘p1 ` 5iq.
On a donc

z1 “ 1 ` i ` p1 ` 5iq
2

“ 2 ` 6i

2
“ 1 ` 3i

z2 “ 1 ` i ´ p1 ` 5iq
2

“ 0 ´ 4i

2
“ ´2i

30



Racines complexes d’un polynôme réel

Proposition : Si P pzq est un polyn™me ˆ coe"cients rŽels, et z1 P C est une racine
complexe deP pzq de multiplicitŽ m1, alors sa conjuguŽez2 “ z1 est aussi une racine de
P pzq, de m•me multiplicitŽ m2 “ m1.

Exemple : Le polynôme à coefficients réels P pzq “ z
2 ` 1 a pour racines z1 “ i et z2 “ ´i.

Puisque z “ z si seulement siz P R,

‚ Tout polyn™me rŽel de degrŽ 2 tel que� † 0 admet deux racines complexes conjuguŽes
z1 et z2 “ z1.

‚ Tout polyn™me rŽel de degrŽ3 admet au moins une racine rŽelle.

Exemple : Le polynôme P pzq “ z
2 ´ 4z ` 5 est tel que ! “ 16 ´ 20 † 0. Il a deux racines

complexes z1 “ 2`i et z2 “ 2´i “ 2`i.
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TMB Ð Chapitre 2
Fonctions dÕune variable rŽelle

Dans ce chapitre :

2.1 Graphes de fonctions, opŽrations sur les graphes de fonctions

2.2 De la fonction au graphe : symŽtries, sens de variation, convexitŽ

2.3 Fonctions usuelles

2.4 Composition des fonctions et fonctions rŽciproques
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2.1 – Graphe de fonction

DŽÞnition : Une partie G du plan cartŽsien est ungraphe de fonction si toute droite
verticale coupeG en au plus un point.

Exemples : ci-dessous,

- une parabole est un graphe de fonction car toute droite verticale coupeG en
exactement un point

- une hyperbole est aussi un graphe de fonction car toute droite verticale coupeG en
exactement un point, sauf une (la droite dÕabscissex “ 0 ici), qui ne coupe G en aucun
point

- un cercle nÕest pas un graphe de fonction car au moins une droite verticale le coupe en
deux points.

•
G

•
G

•
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Du graphe à la fonction

DŽÞnition : Soit G un graphe de fonction. La fonction rŽelle f que reprŽsenteG est
dŽÞnie par

-son domaine de dŽÞnition Df , constituŽ des abscissesx de toutes les droites verticales
qui coupent G

-une relation, notŽe y “ fpxq, qui ˆ chaque abscissex P Df associe lÕordonnŽey du
point dÕintersection.

On note

f :

#
Df Ñ R

x fiÑ y “ fpxq
Exemples :

-la parabole reprŽsente la fonction carrŽ, dŽÞnie parDf “ R et fpxq “ x
2

-lÕhyperbole reprŽsente la fonction inverse, dŽÞnie parDf “ Rzt0u et fpxq “ 1{x

¥

x

f(x) = x
2 •

x

f (x) = 1 /x
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Graphes à connaître par cœur I

Fonctions dont le domaine est R :

•

x

f(x) = x ¥

x

f(x) = x
2 •

x

f(x) = x
3 •

x

f(x) = |x|

Fonctions dont le domaine nÕest pas R :

•

x

f(x) = 1/x, Df = R⇤ •

x

f(x) = 1/x2, Df = R⇤ •

x

f(x) =
p
x, Df = R+
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Graphes à connaître par cœur II

x

sin(x), Dsin = R

1

919 3⇡
2

9⇡ 9 ⇡

2

⇡

2
⇡

3⇡
2

x

cos(x), Dcos = R
1

919 3⇡
2

9⇡ 9 ⇡

2
⇡

2
⇡ 3⇡

2

x

tan(x), Dtan = R \ {⇡

2 + ⇡Z}

9 3⇡
2

9⇡ 9 ⇡

2
⇡

2
⇡

3⇡
2

x

exp(x), Dexp = R

1
x

ln(x), Dln = R⇤
+

1
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Opérations sur les graphes de fonctions 1 : translation verticale

Le graphe dÕune fonction rŽellef peut •tre :

‚ translatŽ vers le haut dÕune distanceb ° 0, ce qui revient ˆ prendre le graphe de la

fonction g de domaine Dg “ Df dŽÞnie par gpxq “ fpxq ` b ,

Df = Dg

f(x)

x

f(x) + b

b

Remarque : prendre b † 0 revient ˆ translater le graphe vers le bas.

Exercice : Si on translate le graphe de la fonctionDf “ R, fpxq “ sinpxq de deux unitŽs
vers le bas, quelle fonctiong obtient-on ? ReprŽsenter les graphes def et g.
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Opérations sur les graphes de fonctions 2 : translation horizontale

Le graphe dÕune fonction rŽellef peut •tre :

‚ translatŽ ˆ droite dÕune distancea, ce qui revient ˆ translater ˆ droite Df en un

domaine3
Dg “ a ` Df puis ˆ prendre le graphe de la fonctiong dŽÞnie surDg par

gpxq “ fpx ´ aq .

On commence par translater le domaine puis on trouve lÕordonnŽegpxq en rappellant la
valeur de f en x ´ a :

D f D g
xx ! a

f (x ! a) g(x ) = f (x ! a)

Exercice : Le graphe de la fonctionDg “ Rzt1u, gpxq “ px ´ 1q´2 est obtenu par
translation dÕune unitŽ ˆ droite dÕune fonctionf . Laquelle ?

3. Si a P R et E Ä R, on note a ` E “ tx P R | x “ a ` e, e P Eu 38



Opérations sur les graphes de fonctions 3 : dilatation verticale

Le graphe dÕune fonction rŽellef peut •tre :

‚ dilatŽ verticalement dÕun facteurµ ° 0, ce qui revient ˆ prendre le graphe de la

fonction g de domaine Dg “ Df dŽÞnie par gpxq “ µfpxq .

Df = Dg
x

f(x)

g(x) = µf(x)

Nota : Sur ce dessin, µ ° 1.

Remarque : si µ ° 1, le graphe est ŽtirŽ verticalement. Inversement, siµ Ps0, 1r, le
graphe est contractŽ.

Exercice : Soit g la fonction dont le graphe est obtenu en dilatant verticalement celui de
la fonction Df “ r´1, 1s, fpxq “ 2p1 ´ x

2q dÕun facteurµ “ 1{2. ReprŽsenter les
graphes def et g, en commen•ant par les points dÕabscissex “ ´1, x “ 0 et x “ 1.
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Opérations sur les graphes de fonctions 4 : dilatation horizontale

Le graphe dÕune fonction rŽellef peut •tre :

‚ dilatŽ horizontalement dÕun facteur� ° 0, ce qui revient ˆ dilater horizontalement Df

en un domaine4
Dg “ �Df puis ˆ prendre le graphe de la fonctiong dŽÞnie surDg par

gpxq “ fpx{�q .

xx/�

f(x/�) g(x)

⇡/2 ⇡

Df Dg

Nota : Ci-dessus, le graphe de la fonction sin a été dilaté horizontalement d’un facteur � “ 1{2.

Remarque : si � ° 1, le graphe est ŽtirŽ, si� Ps0, 1r, le graphe est contractŽ.

Exercice : Le graphe deg est obtenu en dilatant celui de fpxq “ cospxq, dŽÞnie sur
Df “ R, dÕun facteur� “ 1{2. Exprimer g puis reprŽsenter graphiquementf et g.

4. Si $ P R et E Ä R, on note $E “ tx P R | x “ $e, e P Eu 40



Opérations sur les graphes de fonctions 5 : réflexion verticale

Le graphe dÕune fonction rŽellef peut •tre :

‚ reßŽtŽ par rapport ˆ lÕaxe des abscisses, ce qui revient ˆ prendre le graphe de la

fonction g de domaine Dg “ Df dŽÞnie par gpxq “ ´fpxq .

D f = D g

f (x )

g(x )

Exercice : ReprŽsenter graphiquement les fonctionsDf “ R, fpxq “ cospxq et Dg “ R,
fpxq “ ´ cospx ` ⇡q. Que remarque-t-on ?
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Opérations sur les graphes de fonctions 6 : réflexion horizontale

Le graphe dÕune fonction rŽellef peut •tre :

‚ reßŽtŽ par rapport ˆ lÕaxe des ordonnŽes, ce qui revient ˆ reßŽter Df par rapport ˆ 0
en un domaine5

Dg “ ´Df puis ˆ prendre le graphe de la fonctiong dŽÞnie surDg par

gpxq “ fp´xq .

Df Dg
! x

f ( ! x)

x

g(x)

Exercice : Le graphe deg est obtenu par symŽtrie centrale (centrŽe ˆ lÕorigine) de celui
de Df “ R˚, fpxq “ 1{x. Exprimer g. Que remarque-t-on ?

5. Si E Ä R, on note ´E “ tx P R | ´x P Eu 42



Opérations sur les graphes de fonctions 7 : restriction

‚ restreint ˆ une partie D Ä Df , ce qui revient ˆ prendre le graphe de la fonctiong de

domaine Dg “ D dŽÞnie par gpxq “ fpxq . On note f |D “ g la restriction de f ˆ D.

D g

Nota : Ici, la fonction cos est restreinte à l’intervalle D “ r´⇡,⇡s.

Remarque : LÕopŽration de restriction est tr•s utile. Par exemple, pour quÕune fonction
admette une rŽciproque, elle doit •tre inversible. Lorsque ce nÕest pas le cas, on peut la
restreindre ˆ un sous-domaine o• elle est inversible pour y dŽÞnir une rŽciproque. CÕest
de cette mani•re quÕon construira les fonctions circulaires rŽciproques.
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2.2 – De la fonction au graphe : les symétries

DŽÞnition : Soit f une fonction rŽelle.

‚ f est paire si son domaine est symŽtrique par

rapport ˆ 0 et si fp´xq “ fpxq pour tout

xPDf .

Le graphe dÕune fonction paire est symŽtrique par rapport ˆ lÕaxe des ordonnŽes.

‚ f est impaire si son domaine est symŽtrique

par rapport ˆ 0 et si fp´xq “ ´fpxq pour

tout xPDf .

Le graphe dÕune fonction impaire est symŽtrique par rapport ˆ lÕorigine.

‚ f est pŽriodique de pŽriode p P R si son
domaine est invariant quand on le translate de

p et si fpx ` pq “ fpxq pour tout xPDf

Le graphe dÕune fonction pŽriodique est invariant quand on le translate horizontalement
de p.

Exemples :

‚ Les monômes x
n et les fractions 1

xn sont des fonctions paires si n est pair, et des
fonctions impaires si n est impair.

‚ Les fonctions sin et tan sont impaires, cos est paire. Toutes les trois sont périodiques :
sin et cos de période 2⇡, tan de période ⇡.
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Utilisation des symétries

Exemple 1 : La fonction puissance 4, dŽÞnie parDf “ R et fpxq “ x
4 est une fonction

paire. Par symŽtrie, il su"t dÕŽtudier f sur R` puis dÕe!ectuer une rŽßexion du graphe
par rapport ˆ lÕaxe des ordonnŽes.

Exemple 2 : La fonction sin, dŽÞnie surR est impaire. Par symŽtrie, il su"t de lÕŽtudier
R`. De plus, sin Žtant pŽriodique de pŽriode de2⇡, on restreint son Žtude ˆ un intervalle
de longueur⇡ (par exemple r0,⇡s), puis on e!ectue une symŽtrie centrale du graphe par
rapport ˆ lÕorigine et des translations horizontales de longueur2⇡.
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De la fonction au graphe : le sens de variation

DŽÞnition : Soit f une fonction rŽelle. On dit que :

‚ f est croissante si pour tout x P Df et tout x
1 P Df

x § x
1 ùñ fpxq § fpx1q

f est strictement croissante si toutes ces inŽgalitŽs sont strictes.

‚ f est dŽcroissante si pour tout x P Df et tout x
1 P Df

x § x
1 ùñ fpxq • fpx1q

f est strictement dŽcroissante si toutes ces inŽgalitŽs sont strictes.

Remarques :
‚ De nombreuses fonctions ne sont ni croissantes, ni dŽcroissantes. En revanche, leurs

restrictions ˆ certaines parties D Ä Df de leur domaine le sont.

Exemple : la fonction carré n’est ni croissante ni décroissante mais sa
restriction à R` est croissante et sa restriction à R´ est décroissante.

x

f(x) = x
2

‚ Une fonction peut •tre constante sur tout ou partie de son domaine :
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De la fonction au graphe : convexité, concavité

DŽÞnition : Soit f une fonction rŽelle,G son graphe.
On appelle corde tout segment rABs reliant deux points A et B du graphe.

‚ f est convexe si toute corde rABs est au dessus du
graphe entre les abscisses des pointsA et B.

•
A

•
B

‚ f est concave si toute corde rABs est en dessous du
graphe entre les abscisses des pointsA et B.

•A
•
B

Remarque : De nombreuses fonctions ne sont ni convexes, ni concaves. En revanche,
leurs restrictions ˆ certaines partiesD Ä Df de leur domaine le sont.

Exemple : la fonction Df “ R, fpxq “ x
3 n’est ni convexe ni

concave mais sa restriction à R` est convexe et sa restriction à
R´ est concave.

•

x

f(x) = x
3
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Exercice

Représenter et caractériser le graphe de la fonction définie par : fpxq “ 2 lnx ` 1

RŽponse : Le graphe defpxq “ 2 lnx ` 1 sÕobtient en dilatant verticalement dÕun facteur
µ “ 2 le graphe dex fiÑ lnx et en le translatant vers le haut dÕune distanceb “ 1 :

x

f (x) = ln( x)

¥
1

x

f (x) = 2 ln(x) + 1

1

1 •

En particulier, f a pour domaineDf “ R˚
`, f est croissante, concave et son graphe ne

poss•de aucune symŽtrie particuli•re (la fonction nÕest ni paire, ni impaire, ni pŽriodique).
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Exercice

Représenter et caractériser le graphe de la fonction définie par : upxq “ cosp2xq ´ 1

Solution : Le graphe deupxq “ cosp2xq ´ 1 sÕobtient en dilatant horizontalement dÕun
facteur � “ 1{2 le graphe de la fonctionx fiÑ cosx et en le translatant vers le bas dÕune
distance b “ 1.

•1

|
⇡

|
2⇡ x

cos(x)

�1

|
⇡

|
2⇡

✓

u(✓) = cos(2✓)� 1

En particulier, u a pour domaineDu “ R, u est paire et pŽriodique de pŽriodep “ ⇡, car

upx ` ⇡q “ cos
`
2px ` ⇡qù ´ 1 “ cosp2x ` 2⇡q ´ 1

“ cosp2xq ´ 1 “ upxq,

u nÕest ni croissante, ni dŽcroissante, ni convexe, ni concave.
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Exercice

Représenter et caractériser le graphe de la fonction définie par : zptq “ ´?
t ´ 1

Solution : Le graphe dez sÕobtient en translatant ˆ droite dÕune distancea “ 1 le graphe
de la fonction t fiÑ ?

t puis en le reßŽtant par rapport ˆ lÕaxe des abscisses

t

!
t

t

!
t " 1

t

z(t ) = !
"

t ! 1

En particulier, le domaine de la fonction z est Dz “ r1,`8r, z est dŽcroissante,
convexe et son graphe ne poss•de aucune symŽtrie particuli•re.
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2.3 Les fonctions usuelles

Dans cette section :

‚ Fonction circulaires (ou trigonomŽtriques)

‚ Polyn™mes

‚ Fractions rationnelles

‚ Exponentielle et logarithme

‚ Fonctions puissances

‚ Fonctions hyperboliques
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Fonctions circulaires

‚ Rappel : Six P R, pcosx, sinxq sont les coordonnŽes cartŽsiennes du pointz “ e
ix.

‚ Les fonctions

¨ sinus, quÕon notesin avec Dsin “R

¨ cosinus, quÕon notecos avec Dcos “R

¨ tangente , quÕon notetan et dŽÞnie par :

tanx“ sinx

cosx
avec Dtan “

!
x P R | x ‰ ⇡

2
` k⇡, k P Z

)

ont pour graphes :

x

sin(x)

1

919 3⇡
2

9⇡ 9 ⇡

2

⇡

2
⇡

3⇡
2

x

cos(x)

1

919 3⇡
2

9⇡ 9 ⇡

2
⇡

2
⇡ 3⇡

2

x

tan(x)

9 3!
2

9! 9 !
2

!
2

!

3!
2
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Polynômes

DŽÞnition : un mon™meest une fonction rŽelle dŽÞnie surR par fpxq “ x
n , o• n est

un entier naturel.
Exemples : les fonctions carrŽfpxq “ x

2 et cube gpxq “ x
3 ont pour domaine de

dŽÞnition R et pour graphes respectifs

¥

x

f(x) = x
2 •

x

f(x) = x
3

Remarque : par convention, x0 “ 1 dŽsigne le mon™me constant Žgal ˆ 1.
DŽÞnition : un polyn™meest dŽÞni surR par

ppxq “ a0 ` a1 x ` a2 x
2 ` ¨ ¨ ¨ ` an x

n
,

o• a0 , a1 , . . . an sont des constantes rŽelles. On dit aussi quep est une combinaison
linŽaire des mon™mes1, x, . . . , xn.

DŽÞnition : Une racine rŽelle de p est un nombre rŽelx tel que ppxq “ 0 .
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Fractions rationnelles

DŽÞnition : Soit p et q deux polyn™mes. Unefraction rationnelle est le quotient de deux
polyn™mesp et q, dŽÞnie par

fpxq “ ppxq
qpxq “ a0 ` a1 x ` a2 x

2 ` ¨ ¨ ¨ ` an x
n

b0 ` b1 x ` b2 x2 ` ¨ ¨ ¨ ` bk xk

pour x P R tel que qpxq ‰ 0 . Autrement dit, f nÕest pas dŽÞnie aux abscissesx qui sont

des racines rŽelles deq.
Exemples :

‚ les fonctions fpxq “ 1
x et gpxq “ 1

x2 ont pour domaine de dŽÞnitionRzt0u et pour
graphes respectifs

•

x

f (x) = 1 /x ¥

x

f (x) = 1 /x 2

‚ La fonction hpxq “ x3`2x`1
x2´1

est aussi une fraction rationnelle, de domaineRzt´1, 1u,

puisquex
2 ´ 1 “ px ´ 1qpx ` 1q a pour seules racinesx “ ´1 et x “ 1.
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Fonctions exponentielle et logarithme

La fonction exponentielle , notŽe exp (ou simplement ex), a les propriŽtŽs suivantes :

‚ Dexp “ R

‚ e
x ° 0 pour tout x P R

‚ e
a`b “ e

a
e

b pour tous a, b P R

En particulier, e0 “ 1 et e
´a “ 1{ea. x

exp(x), Dexp = R

1

La fonction logarithme nŽpŽrien , notŽe ln, a les propriŽtŽs suivantes :

‚ Dln “ R˚
`

‚ lnp1q “ 0 et lnpxq ° 0 ñ x ° 1

‚ lnpabq “ ln a ` ln b pour tous a, b P R˚
`

En particulier, ln
ö

1

a

ú
“ ´ ln a.

x

ln(x), Dln = R⇤
+

1

Les fonctions exponentielle et logarithme sont liŽes au travers des relations suivantes :

e
ln x “ x pour tout x P R˚

` et lnpexq “ x pour tout x P R.
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Fonctions puissances

Soit ↵ P R. La fonction puissance ↵, notŽe fpxq “ x
%, est dŽÞnie par

‚ Df “ R˚
`

‚ x
% “ expp↵ lnxq “ e

%ln x

Exemples :

‚ Soit ↵ “ 1{2 et x ° 0. Par les propriŽtŽs de lÕexponentielle,x1{2 ° 0 et

px1{2q2 “ x
1 “ x. Donc, x

1{2 “ ?
x pour x ° 0.

x

f(x) =
p
x

‚ Soit ↵ “ ´1 et x ° 0. Par les propriŽtŽs de lÕexponentielle,x´1 “ 1

x
.
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Fonctions hyperboliques

‚ La fonction cosinus hyperbolique , notŽe ch (ou cosh), est dŽÞnie par

chx “ e
x ` e

´x

2
avec Dch “ R

‚ La fonction sinus hyperbolique , notŽe sh (ou sinh), est dŽÞnie par

shx “ e
x ´ e

´x

2
avec Dsh “ R

‚ La fonction tangente hyperbolique , notŽe th (ou tanh), est dŽÞnie par

thx “ shx

chx
avec Dth “ R

x

f(x) = cosh(x)

1
x

f (x) = sinh( x)

x

f (x) = tanh( x)

�1

1

PropriŽtŽ : ch 2
x ´ sh 2

x “ 1 pour tout x P R.

Preuve : ch 2
x ´ sh 2

x “ pch x ` sh xqpch x ´ sh xq “ pexqpe´xq “ 1.
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2.4 Composition des fonctions et fonctions réciproques

Dans cette section :

‚ Composition de fonction

‚ Fonction inversible et fonction rŽciproque

‚ Fonctions circulaires rŽciproques
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Composition de fonctions

DŽÞnition : La composŽe de deux fonctions rŽellesf et g est la fonction g ˝ f dŽÞnie par

pg ˝ fqpxq “ g
`
fpxqù

Son domaine est constituŽ des rŽelsx du domaine def tels que fpxq appartient au

domaine deg. Autrement dit, Dg˝f “ $
x P Df | fpxq P Dg

(
.

On calcule g ˝ fpxq comme suit :

x fpxq g
`
fpxqù

pg ˝ fqpxq

On peut aussi introduire une variable de substitution : soity “ fpxq. Alors,
g ˝ fpxq “ gpyq. En substituant la valeur de y, on retrouve g ˝ fpxq “ gpfpxqq.

Exemple : Soit f la fonction carré et g la fonction sinus. Posons y “ fpxq “ x
2. Alors,

pg ˝ fqpxq “ gpyq “ sin y “ sinpx2q.
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Fonctions inversibles

DŽÞnition : Une fonction rŽellef : Df Ñ R est inversible si son graphe coupe toute
droite horizontale en au plus un point.
Exemples : La fonction cube est inversible, la fonction carré ne l’est pas.

Nota : Remarquez l’analogie avec la définition de graphe de fonction !

DŽÞnition : On appelle ensemble image dÕune fonction rŽellef : Df fiÑ R, lÕensemble
des valeurs de f , cÕest-ˆ-dire le sous-ensemble deR dŽÞni par

If “ fpDf q “ ty P R | y “ fpxq, x P Df u .

Remarque : Si une fonction réelle f prend toutes ses valeurs dans une partie E Ä R, alors on peut
la considérer comme une fonction définie sur Df et à valeurs dans E et on note f : Df Ñ E.

Proposition : f : Df Ñ If est inversible si et seulement si pour chaquey P If ,
lÕŽquationfpxq “ y admet exactement une solutionx P Df , que lÕon notex “ f

´1pyq.

Exemple : La fonction exp : R Ñ R˚
` est inversible. En effet, soit y P R˚

` et résolvons l’équation
e
x “ y. Comme y ° 0, on peut prendre le logarithme et obtenir l’équation équivalente

ln pexq “ ln y. Donc, x “ ln y est l’unique solution cherchée.

DŽÞnition : Soit f : Df Ñ If une fonction inversible. La fonction f
´1 : If Ñ Df est la

fonction rŽciproque de f (en particulier, Df´1 “ If ).
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Propriétés fonctions des réciproques

ThŽor•me : Soit f : Df Ñ R une fonction dÕune variable rŽelle. Sif est strictement
monotone alors f est inversible.

Preuve : Si f n’est pas inversible, alors il existe une droite horizontale de hauteur y qui coupe le
graphe de f en deux points distincts px, yq et px1

, yq avec x † x
1. Comme y “ fpxq “ fpx1q, f

ne vérifie ni x † x
1 ùñ fpxq † fpx1q ni x † x

1 ùñ fpxq ° fpx1q. Par conséquent f n’est pas
strictement monotone. Ce qui prouve le théorème par contraposition.

PropriŽtŽs :

‚ Si f est strictement monotone, alors sa rŽciproquef´1 est aussi strictement monotone
et son graphe est obtenu par rŽßexion du graphe def par rapport ˆ la premi•re
bissectrice (droite dÕŽquationy “ x).

x

f(x)

y

f
�1(y)

x

f(x), f�1(x)

‚ La rŽciproque de la rŽciproque def est f :
`
f

´1
ù́ 1 “ f .
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Fonctions inversibles et composition

Proposition : Soit f : Df Ñ If une fonction inversible. Alors, pour tout x P Df et tout
y P Df´1 ,

f
´1pyq “ x ñ y “ fpxq

Exemple : La fonction ln : R˚
` Ñ R est la fonction rŽciproque de la fonction

exp : R Ñ R˚
` et pour tout x P R et tout y P R˚

`, ln y “ x ñ y “ e
x

Proposition : Si f est inversible, alors pour tout x P Df et tout y P Df´1 ,

f
´1 ˝ fpxq “ x et f ˝ f

´1pyq “ y

DŽÞnition : La fonction identitŽ de R, notŽe id, est la fonction de domaineDid “ R
dŽÞnie paridpxq “ x.

La proposition prŽcŽdente se rŽŽcrit simplement ˆ lÕaide de la fonction identitŽ.

Proposition : Si f : Df Ñ If est inversible, alors

f
´1 ˝ f “ id|Df

et f ˝ f
´1 “ id|D

f´1
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Exemples de fonctions inversibles

‚ On a vu (graphiquement) que la fonction cube était inversible. Par définition de la racine
cubique, l’équation x

3 “ y admet pour solution x “ 3
?
y. Donc, 3

? est la fonction inverse de la
fonction cube.

‚ g : R Ñ R définie par gpxq “ x
3 ` 1 est inversible. En effet, soit y P R. Alors,

y “ x
3 ` 1 ñ y ´ 1 “ x

3 ñ x “ 3
a
y ´ 1

donc g est inversible et g
´1pyq “ 3?

y ´ 1 pour y P D
g´1 “ R.

‚ Procédons de même pour la fonction hpxq “ 5

x3 ` 1
, définie sur Dh “ Rzt´1u. Soit y P R.

Etudions l’équation
5

x3 ` 1
“ y. Si x ‰ ´1 et y ‰ 0, alors

y “ 5

x3 ` 1
ñ x

3 ` 1 “ 5

y
ñ x “ 3

d
5

y
´ 1.

Donc, h est inversible, D
h´1 “ R˚ et h

´1pyq “ 3

d
5

y
´ 1.
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Fonctions circulaires réciproques

Les fonctions circulaires ne sont pas inversibles, mais opportunŽment restreintes elles le
deviennent.

La fonction cosinus restreinte
à r0, " s est inversible

La fonction sinus restreinte à
r´" {2, " {2s est inversible

La fonction tangente restreinte
à s ´ " {2, " {2r est inversible

‚ On appelle arccosinus la fonction (notŽe arccos) rŽciproque decos |r0," s. On a
Darccos “ r´1, 1s “ Icos |r0,⇡s

Si x P r´1, 1s et ✓ P r0,⇡s : ✓ “ arccosx ñ x “ cos ✓

‚ On appelle arcsinus la fonction (notŽe arcsin) rŽciproque de sin |r´" {2," {2s. On a
Darcsin “ r´1, 1s “ Isin |r´⇡{2,⇡{2s

Si x P r´1, 1s et ✓ P r´⇡{2,⇡{2s : ✓ “ arcsinx ñ x “ sin ✓

‚ On appelle arctangente la fonction (notŽe arctan) rŽciproque de tan |s´" {2," {2r. On a
Darctan “ R “ Itan |s´⇡{2,⇡{2r

Si x P R et ✓ Ps ´ ⇡{2,⇡{2r : ✓ “ arctanx ñ x “ tan ✓
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Graphes des fonctions arcsin, arccos et arctan à connaître par coeur

x

arccos(x)

⇡

91 1
x

arcsin(x)

91 1
x

arctan(x)

⇡

2

9⇡

2

arccos, cos |[0,⇡]

⇡

91 1 ⇡

arcsin, sin |[�⇡/2,⇡/2]

91 1

⇡

2

9⇡

2

arctan, tan |]�⇡/2,⇡/2[

⇡

2

9⇡

2

9⇡

2
⇡

2
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Exemples

Exercice : calculer arccosp1{2q et arcsinpsinp9⇡{4qq.

Solution :

Rappelons que six P r´1, 1s et si ✓ P r0,⇡s, ✓ “ arccosx ô x “ cos ✓.

Donc, ✓ “ arccosp1{2q si ✓ P r0,⇡s et cos ✓ “ 1{2. On a donc arccosp1{2q “ ⇡{3.

Rappelons que six P r´1, 1s et si ✓ P r´⇡{2,⇡{2s, ✓ “ arcsinx ô x “ sin ✓.

HŽlas, dans cet exercice✓ “ 9⇡{4 R r´⇡{2,⇡{2s.

Mais, par pŽriodicitŽ, sinp9⇡{4q “ sinp⇡{4 ` 2⇡q “ sinp⇡{4q. Comme ⇡{4 P r´⇡{2,⇡{2s,
par les propriŽtŽs des fonctions rŽciproques, on dŽduit que

arcsinpsinp9⇡{4qq “ arcsinpsinp⇡{4qq “ ⇡{4 .

66



TMB Ð Chapitre 3
DŽrivŽes

Dans ce chapitre :

3.1 Limites, relation de prŽpondŽrance

3.2 Fonctions continues, dŽveloppements limitŽs dÕordre 0.

3.3 Fonctions dŽrivables, dŽveloppements limitŽs dÕordre 1, dŽrivŽes dÕordre supŽrieur

3.4 Extrema locaux et points dÕinßexion, points critiques

3.5 DŽveloppements limitŽs dÕordre quelconque et approximation locale.
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3.1a – Limites

‚ Soit ` P R. Voici une bande horizontale autour dey “ `.

! y = "

Plus la largeur de bande ✏ est petite, plus la bande est étroite et plus on se rapproche de la
valeur y “ `.

‚ Voici une bande verticale autour dex “ a et un graphe de fonction restreint ˆ une
bande verticale autour dex “ a.

�

x = a

�

x = a

f

Plus la largeur de bande � est petite, plus la bande est étroite et plus on se rapproche de la
valeur x “ a.

DŽÞnition : Soit f une fonction rŽelle dŽÞnie sur un intervalle ouvert contenanta. On dit
que f admet une limite ` P R lorsque x tend vers a et on note

` “ lim
xÑa

fpxq

si toute bande horizontale autour de y “ ` contient le graphe de f restreint ˆ une bande
verticale autour de x “ a (souvent, on Žcrit aussifpxq ››Ñ

xÑa
` ).
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Exemples

‚ La fonction reprŽsentŽe ci-dessous converge vers̀“ fpaq lorsque x tend vers a :

y = !

x = a

¥

f

! y = "

x = a

¥

f

!

"

y = #

x = a

¥

f

‚ Calculer

` “ lim
xÑ2

x
2 ´ 4

x ´ 2

Lorsque x tend vers a “ 2, x2 ´ 4 tend vers 0 et x ´ 2 tend vers 0. Il semble ainsi
dŽlicat dÕŽvaluer̀. Mais comme

x
2 ´ 4

x ´ 2
“ px ´ 2qpx ` 2q

x ´ 2
“ x ` 2,

on obtient

lim
xÑ2

x
2 ´ 4

x ´ 2
“ lim

xÑ2
x ` 2 “ 4.
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Limite à gauche, limite à droite

La fonction rŽprŽsentŽe ci-dessous nÕadmet pas de limite lorsquex tend vers a car pour
tout ` P R, on peut trouver une bande horizontale autour dey “ ` ne contenant aucune
restriction du graphe de f ˆ une bande verticale autour de x “ a.

|
a

Par contre, cette fonction admet des limites ˆ gauche et ˆ droite en a.

DŽÞnition (limite ˆ gauche, limite ˆ droite) :
‚ f admet une limite `g ˆ gauche quand x tend vers a par valeurs infŽrieures si toute

bande horizontale autour de`g contient le graphe restreint ˆ une demi-bande verticale ˆ
gauche dea. On note `g “ limxÑa´ fpxq

‚ f admet une limite `d ˆ droite quand x tend vers a par valeurs supŽrieures si toute
bande horizontale autour de`d contient le graphe restreint ˆ une demi-bande verticale ˆ
droite de a. On note `d “ limxÑa` fpxq

y = `g

x = a

limite à gauche

a

y = `d

x = a

limite à droite

a
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3.1b – Relation de prépondérance et notation de Landau

DŽÞnition (notation de Landau) : Soit f et g deux fonctions rŽelles. On dit quef est
nŽgligeable par rapport ˆ g au voisinage du pointa si on peut lÕŽcrire sous la forme

fpxq “ gpxq✏pxq,
o• ✏ est une fonction rŽelle telle que lim

xÑa
✏pxq “ 0. On dit aussi que f est un petit o de g

et on note
f “ opgq, lorsque x Ñ a.

Remarque : lorsque la fonction g ne s’annule pas autour de a (sauf éventuellement en a) alors

f “ opgq, lorsque x Ñ a. ô fpxq{gpxq Ñ 0, lorsque x Ñ a.

En particulier, lim xÑa opgq{g “ 0.

Exemples :

‚ Si limxÑa fpxq “ 0, on a fpxq “ op1q, lorsque x Ñ a.

En effet, lim xÑa fpxq{1 “ lim xÑa fpxq “ 0.

‚ Soit a P R. Pour tous entiers m P N˚ et n P N,

px ´ aqm`n “ o
` px ´ aqn

ù
, lorsque x Ñ a.

En effet, px ´ aqm`n{px ´ aqn “ px ´ aqm Ñ 0 lorsque x Ñ a puisque m ° 0.
En particulier, x2 “ opxq, ´x

5 “ opx3q, px ´ 4q7 “ o
`px ´ 4q6ù

, etc.

‚ Plus gŽnŽralement, sia P R, pour tous ↵,� P R tels que ↵ ° �,

px ´ aq% “ o
` px ´ aq& ù

, lorsque x Ñ a.
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Notation de Landau : règles de calcul

Remarque importante : La notation de Landau f “ opgq se lit toujours de gauche ˆ
droite. Ainsi, il est vrai que opxq “ op1q lorsque x Ñ 0, mais il est faux queop1q “ opxq
lorsque x Ñ 0. Par exemple,x2 “ opxq “ op1q mais x “ op1q ‰ opxq.

R•gles de calcul :

‚ f opgq “ opfgq
‚ f “ opgq et g “ ophq ñ f “ ophq
‚ f “ ophq et g “ ophq ñ f ` g “ ophq
‚ f “ ophq et g “ opkq ñ fg “ ophkq

Exemples :

‚ px ´ aq2
o
` px ´ aqù “ o

` px ´ aq3
ù

‚ opx6q “ opxq
‚ o

`
x

3
ù ` o

`
x

4
ù “ o

`
x

3
ù

‚ o
` px ´ aq2

ù
o
` px ´ aq5

ù “ o
` px ´ aq7

ù

Remarque : Beaucoup dÕouvrages utilisent la notation "epsilon"✏ ˆ la place de la
notation de Landau. Pas dÕinquiŽtude, il su"t juste se souvenir de la dŽÞnition des petits
o pour passer dÕune notation ˆ lÕautre.
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3.2a – Fonctions continues

DŽÞnition Ð Soit f une fonction rŽelle eta P Df . On dit que

‚ f est continue au point a P Df si

lim
xÑa

fpxq “ fpaq

‚ f est continue si f est continue en tout point a P Df .

‚ f est continue ˆ gauche (respectivement ˆ droite) au point a P Df si

lim
xÑa´

fpxq “ fpaq
«

respectivement lim
xÑa`

fpxq “ fpaq
ø
.

continue

•
a

non continue en a

¥

!
•
a

non continue en a
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3.2b – Développement limité d’ordre 0

DŽÞnition : Une fonction rŽellef admet un dŽveloppement limitŽ (DL) dÕordre 0 au
point a si on peut lÕŽcrire sous la forme

fpxq “ a0 ` op1q, avec a0 P R.

Proposition : Soit f une fonction continue au point a. Alors, f admet un DL dÕordre0
au point a :

fpxq “ fpaq ` op1q .

Preuve : On a fpxq “ fpaq ` `
fpxq ´ fpaqù

. Or, comme f est continue, lim
xÑa

`
fpxq ´ fpaqù “ 0

ce qui signifie que fpxq ´ fpaq “ op1q.

Remarque : pour x proche dea, fpxq a pour valeur approchŽefpaq et pour erreur
dÕapproximation associŽefpxq ´ fpaq “ op1q :

fpxq “ fpaq
valeur approchée de fpxq

` op1q
erreur d’approximation

Exemple :
?
1.1 “ 1

valeur approchée de
?

1.1

` p
?
1.1 ´ 1q

erreur d’approximation
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3.3a – Fonctions dérivables
Motivation : Si xptq représente la position d’un point en mouvement sur une trajectoire rectiligne,
par exemple un cycliste sur une route, la distance parcourue entre les temps t et t

1 est donnée par
d “ xpt1q ´ xptq et sa vitesse moyenne par v “ d

t1´t
“ xpt1q´xptq

t1´t
. Sa vitesse instantanée à

l’instant t, si elle existe, vaut donc

vptq “ lim
t1Ñt

xpt1q ´ xptq
t1 ´ t

.

On note usuellement vptq “ x
1ptq ou vptq “ dx

dt
ou encore vptq “ 9xptq.

DŽÞnition : Soit f : Df Ñ R une fonction.
‚ On appelle nombre dŽrivŽ de f au point a P Df la limite

f
1paq “ lim

xÑa

fpxq ´ fpaq
x ´ a

,

si cette limite existe et appartient ˆ R. On dit alors que f est dŽrivable en a.

‚ On appelle alorsfonction dŽrivŽe de f , la fonction

f
1 : Df 1 Ñ R, x fiÑ f

1pxq,
o• Df 1 est le domaine de dŽrivabilitŽ de f , cÕest-ˆ-dire le sous-ensemble deDf

constituŽ des points o• f est dŽrivable.

Proposition : Si f est dŽrivable au pointa, alors f est continue au point a.

Preuve : lim
xÑa

`
fpxq ´ fpaqù “ lim

xÑa

ö
fpxq ´ fpaq

x ´ a
px ´ aq

ú
“ f

1paq ¨ 0 “ 0.
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Fonctions (non) dérivables

Remarque : Une fonction dérivable est continue, le contraire est faux. En effet, il y a des fonctions
continues qui ne sont pas dérivables.

¥
a

non continue en a

¥
a

continue mais non d«erivable ena d«erivable

Exemples :

‚ La fonction racine carrée (définie sur R`) n’est pas dérivable en 0 mais elle l’est en tout point
a ° 0 car

lim
xÑa

?
x ´ ?

a

x ´ a
“ lim

xÑa

?
x ´ ?

a

p?
x ´ ?

aqp?
x ` ?

aq “ lim
xÑa

1?
x ` ?

a
“ 1

2
?
a
.

‚ La fonction ln est dérivable sur R˚
` et, par définition, pln xq1 “ 1

x
pour x P R˚

`.

‚ fpxq “ 3x2 ` sinp?
x3 ´ 1q ` ln p3x2 ` 1q est dérivable sur

D “ $
x P R | x

3 ´ 1 ° 0, 3x2 ` 1 ° 0
( “s1, `8r.

‚ La fonction valeur absolue

|x| “
#

x si x • 0
´x si x † 0

n’est pas dérivable en 0.
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3.3b – DL d’ordre 1

DŽÞnition : Une fonction rŽellef admet un dŽveloppement limitŽ (DL) dÕordre 1 au
point a si on peut lÕŽcrire sous la forme

fpxq “ a0 ` a1px ´ aq ` opx ´ aq, avec a0 , a1 P R.

Proposition : Si f admet un DL dÕordre1 en a, alors f admet un DL dÕordre0 en a.
Preuve : En effet, a0 ` a1px ´ aq ` opx ´ aq “ a0 ` a1op1q ` op1q “ op1q, d’après les règles de
calcul des petits o.

Proposition : Soit f une fonction dŽrivable au point a. Alors, f admet un DL dÕordre1
au point a :

fpxq “ fpaq ` f
1paqpx ´ aq ` opx ´ aq

Preuve : Puisque f est dérivable en a, on a lim xÑa

«
fpxq´fpaq

x´a
´ f

1paq
ø

“ 0, ce qui signifie que
fpxq´fpaq

x´a
´ f

1paq “ op1q. Donc,

fpxq “ fpaq ` f
1paqpx ´ aq ` px ´ aqop1q

“ fpaq ` f
1paqpx ´ aq ` opx ´ aq (d’après le règles de calcul pour les petits o)

Supposonsfpaq ‰ 0 et f 1paq ‰ 0. Lorsque x est proche dea, les termes du DL sont
Žcrits par ordre de grandeur :

fpxq “
terme dominant

fpaq `
correction, plus petite

f
1paqpx ´ aq

valeur approchée de fpxq

`
erreur d’approximation, encore plus petite

opx ´ aq
erreur d’approximation
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Exemple

La fonction racine carrŽe, dŽÞnie surR` par fpxq “ ?
x est dŽrivable surR˚

`. De plus,
f

1pxq “ 1
2

?
x

pour x P R˚
`, car si a ° 0,

f
1paq “ lim

xÑa

?
x ´ ?

a

x ´ a
“ lim

xÑa

1?
x ` ?

a
“ 1

2
?
a
.

De mani•re Žquivalente,

?
x “ ?

a ` 1

2
?
a

px ´ aq ` opx ´ aq

dÕo• (en prenantx “ 1.1 et a “ 1)

?
1.1 “ 1 ` 1

2
p0.1q ` p

?
1.1 ´ p1 ` 1

2
p0.1qq

“ 1.05
valeur approchée

` p
?
1.1 ´ 1.05q

erreur

Remarque : en posant ✏pxq “ 1
2

?
a

px ´ aq ` opx ´ aq, on voit que limxÑa ✏pxq “ 0.
Donc, la fonction racine carrŽe est continue au pointa.
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Propriétes des fonctions dérivables

Proposition : Si f est dŽrivable ena, alors son graphe
admet une droite tangente �a au point pa, fpaqq,
dÕŽquation

�a : y “ fpaq ` f
1paqpx ´ aq x

y

�a
•

•
a

•f(a)

Le nombre dérivée f
1paq est le coefficient directeur de la droite tangente ! a

ThŽor•me : Soit I un intervalle ouvert de R et f : I Ñ R une fonction dŽrivable.

‚ Si f 1pxq • 0 (resp. ° 0) pour tout x P I, alors f est croissante (resp. strictement
croissante).

‚ Si f 1pxq § 0 (resp. † 0) pour tout x P I, alors f est dŽcroissante (resp. strictement
dŽcroissante).
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Dérivée des fonctions usuelles (à connaître par coeur)

fpxq f
1pxq

x
n

n x
n´1

x
↵

↵ x
↵´1

sin x cosx

cosx ´ sin x

tan x
1

cos2 x
“ 1 ` tan 2

x

e
x

e
x

ln x
1

x

Cas particuliers de fpxq “ x
↵ :

px2q1 “ 2x px3q1 “ 3x2

p 1
x

q1 “ ´ 1
x2 p 1

x2 q1 “ ´ 2
x3

p?
xq1 “ 1

2
?

x

arcsin x
1?

1 ´ x2

arccos x ´ 1?
1 ´ x2

arctan x
1

1 ` x2

sinh x cosh x

cosh x sinh x

tanh x
1

cosh2 x
“ 1´tanh 2

x
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Dérivée de la somme et du produit de fonctions

Proposition : Soit f et g deux fonctions dŽrivables et� P R. On a

‚ `
fpxq ` gpxqù1 “ f

1pxq ` g
1pxq

‚ `
� fpxqù1 “ � f

1pxq

‚ `
fpxqgpxqù1 “ f

1pxq gpxq ` fpxq g1pxq r•gle de Leibniz

‚ si fpxq ‰ 0, on a
ö

1

fpxq

ú 1
“ ´ f

1pxq
fpxq2

‚ si gpxq ‰ 0, on a
ö
fpxq
gpxq

ú 1
“ f

1pxq gpxq ´ fpxq g1pxq
gpxq2

Exemples :

‚ fpxq “ 1

ln x
f

1pxq “ ´
1
x

pln xq2 “ ´ 1

x ln 2 x

‚ hptq “ te
t

t ` 1
h

1ptq “ pet ` te
tqpt ` 1q ´ te

t

pt ` 1q2 “ pt2 ` t ` 1qet
pt ` 1q2
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Dérivée d’une fonction composée

Proposition (r•gle de la cha”ne) : Soit f et g deux fonctions dŽrivables etg ˝ f leur
composŽe, alors

pg ˝ fq1pxq “ g
1`
fpxqù

f
1pxq.

Preuve : Calculons la limite du taux d’accroissement. On a

lim
xÑa

g ˝ fpxq ´ g ˝ fpaq
x ´ a

“ lim
xÑa

÷
g

`
fpxqù ´ g

`
fpaqù

fpxq ´ fpaq

ü ö
fpxq ´ fpaq

x ´ a

ú

“ g
1`
fpaqù

f
1paq. (car f et g sont dérivables)

En particulier :

pf%q1 “ ↵f
%´1

f
1
, pef q1 “ e

f
f

1
, pln fq1 “ f

1

f
, psin fq1 “ pcos fqf 1

Exemples :

‚ hpxq “ pln xq2

Posons fpxq “ ln x. Alors, h “ f
2. D’où, h1 “ 2ff 1, c’est-à-dire h

1pxq “ 2 ln x
1

x
“ 2 ln x

x

‚ kpxq “ ln px2q
Posons fpxq “ x

2. Alors, k “ ln f . D’où, k1 “ f
1{f , c’est-à-dire k

1pxq “ 2x

x2
“ 2

x

82



Exercice

Calculer les dérivées des fonctions suivantes.

‚ hpxq “ 1

lnx

Solution : h “ 1{u, dÕo•h1 “ ´u
1{u2 soit

h
1pxq “ ´ 1{x

plnxq2
“ ´ 1

xplnxq2

‚ yptq “ t
3 sin3ptq

Solution : On applique la r•gle du produit, puis pu3q1 “ 3u2
u

1, dÕo•

y
1ptq “ 3t2 sin3ptq ` t

3 3 sin2ptq cosptq
“ 3t2 sin2ptqpsinptq ` t cosptqq
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Dérivées des fonctions réciproques

Proposition (dŽrivŽe de la rŽciproque dÕune fonction) : Soit f : Df Ñ R une fonction
inversible. Si f est dŽrivable, alors sa fonction rŽciproquef´1 lÕest aussi en tout point
x P Df´1 vŽriÞant f 1 `

f
´1pxqù ‰ 0 et on a

`
f

´1ù1 pxq “ 1

f 1 pf´1pxqq ¨ (˚)

Preuve : En dérivant l’égalité x “ f ˝ f
´1pxq, on obtient (d’après la règle de la chaîne) :

1 “
«
f ˝ f

´1
ø1 pxq “ f

1
«
f

´1pxq
ø «

f
´1

ø1 pxq. (˚˚)

Si f 1 `
f

´1pxqù ‰ 0, (˚) suit, sinon (˚˚) n’a pas de sens.

Exemples : dérivées des fonctions circulaires réciproques.

arccos 1pxq “ ´ 1?
1 ´ x2

arcsin 1pxq “ 1?
1 ´ x2

arctan 1pxq “ 1

1 ` x2

Preuve : On démontre la troisième formule, les autres se démontrant de manière similaire. En
prenant f “ tan |s´⇡{2,⇡:2r et f

´1 “ arctan dans (˚), on obtient :

arctan 1pxq “ 1

1 ` tan 2
`

arctan pxqù “ 1

1 ` `
tan

`
arctan pxqùù2 “ 1

1 ` x2
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Dérivées d’ordre supérieur

DŽÞnition :

‚ Si f est dŽrivable et sif 1 est dŽrivable, on appelledŽrivŽe seconde de f et on note f
2

la dŽrivŽe def 1.
‚ Si f, f 1

, f
2 sont dŽrivables, on appelledŽrivŽe troisi•me de f et on note f

p3q la dŽrivŽe
de f

2.

‚ Soit n P N, on dŽÞnit de m•me la dŽrivŽe dÕordren de f , f pnq “ pf pn´1qq1 en dŽrivant
f successivementn fois.

Exemples :
‚ Soit fpxq “ x

3 pour x P R. Alors,

f
1pxq “ 3x2

, f
2pxq “ 6x, f

3pxq “ 6, f
pnqpxq “ 0 pour n • 4.

‚ La fonction hpxq “ x
?
x est dérivable sur R` et h

1pxq “ px3{2q1 “ 3
2x

1{2 “ 3
2

?
x mais h

n’est pas deux fois dérivable en x “ 0. Elle l’est en revanche pour x ° 0 et h
2pxq “ 3

4
?
x
.
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3.4a – Extrema locaux et points d’inflexion

DŽÞnition : Soit f une fonction et a P Df . On dit que

‚ a est un minimum local de f si fpxq • fpaq
dans un intervalle sa ´ �, a ` �r autour de a.

¥
¥
a

minimum local

‚ a est un maximum local de f si fpxq § fpaq
dans un intervalle sa ´ �, a ` �r autour de a.

¥
¥
a

maximum local

LÕensemble des minima et maxima locaux est appelŽ lÕensemble desextrema locaux .

‚ a est un point dÕinßexion de f si le graphe de f

change de concavitŽ au pointa.

¥
¥
a

point dÕinßexion

Proposition : Soit f une fonction dŽrivable (resp. deux fois dŽrivable) ena P Df .

‚ Si a est un extremum local def , alors f
1paq “ 0.

‚ Si a est un point dÕinßexion def , alors f
2paq “ 0.

Remarque : Dans la proposition prŽcŽdente, aucune des deux rŽciproques nÕest vraie.
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3.4b – Points critiques

DŽÞnition : Soit f une fonction dŽrivable.a P Df est un point critique de f si

f
1paq “ 0 .

Dans ce cas, la tangente�a est la droite horizontale dÕŽquation y “ fpaq .

Exemple : Le graphe de la fonctionfpxq “ px´1q2 `1
est une parabole. On a f

1pxq “ 2px´1q, donc a “ 1
est un point critique de f . La droite tangente �a, qui
a pour Žquation

y “ 1 ` 0 px ´ 1q “ 1,

est bien horizontale.

f

¥

¥

x = a

! a

Remarque : Un point critique a peut nÕ•tre ni un mi-
nimum, ni un maximum. CÕest le cas sia est un point
dÕinßexion.

¥
¥
a

point critique et point dÕinßexion

Proposition : En un point dÕinßexiona (critique ou non), le graphe de f traverse la
droite tangente �a.
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Nature d’un point critique

DŽÞnition : Une fonction réelle f admet un dŽveloppement limitŽ (DL) dÕordre 2 au point a si on
peut l’écrire sous la forme

fpxq “ a0 ` a1px ´ aq ` a2px ´ aq2 ` px ´ aq2✏pxq
“ a0 ` a1px ´ aq ` `a2px ´ aq2 ` oppx ´ aq2q,

où a0, a1, a2 sont des constantes réelles et ✏ une fonction réelle telle lim xÑa ✏pxq “ 0.

ThŽor•me de Taylor-Young : Soit f une fonction deux fois dérivable au point a. Alors, f admet
un DL d’ordre 2 au point a :

fpxq “ fpaq ` f
1paqpx ´ aq ` f

2paq
2

px ´ aq2 ` oppx ´ aq2q

Corollaire : Soit f une fonction deux fois dérivable et a un point critique (f 1paq “ 0). Alors,
‚ si f2paq ° 0, a est un minimum local.

De plus, f est convexe dans un intervalle sa ´ �, a ` �r autour de a.

‚ si f2paq † 0, a est un maximum local.
De plus, f est concave dans un intervalle sa ´ �, a ` �r autour de a.

‚ si f2 change de signe au point a, a est un point d’inflexion.

Preuve partielle : Supposons que f
2paq ° 0. On applique le DL d’ordre 2. Comme f

1paq “ 0, on
a pour x proche de a,

fpxq ´ fpaq “ f
2paq
2

px ´ aq2

°0

` oppx ´ aq2q
de signe inconnu mais plus petit
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Exercice

Trouver les points critiques de la fonction fpxq “ x
3

px ´ 1q2 et déterminer leur nature.

Solution : f est définie et dérivable sur Df “ tx P R | x ‰ 1u. Cherchons les points critiques :

f
1pxq “ 3x2px ´ 1q2 ´ x

3 2px ´ 1q
px ´ 1q4 “ 3x2px ´ 1q ´ 2x3

px ´ 1q3 “ x
3 ´ 3x2

px ´ 1q3 “ x
2px ´ 3q

px ´ 1q3 ¨

Donc f
1pxq “ 0 si et seulement si x “ 0 ou x “ 3. Par conséquent, il y a deux points critiques :

x “ 0 et x “ 3.

Pour connaître leurs natures, calculons la dérivée seconde. Puisque f
1pxq “ x

2px ´ 3q
px ´ 1q3 ,

f
2pxq “

`
2xpx ´ 3q ` x

2
ùpx ´ 1q3 ´ x

2px ´ 3q 3px ´ 1q2
px ´ 1q6

“ p3x2 ´ 6xq px ´ 1q ´ p3x3 ´ 9x2q
px ´ 1q4

“ 3x3 ´ 3x2 ´ 6x2 ` 6x ´ 3x3 ` 9x2

px ´ 1q4

“ 6x

px ´ 1q4 .

Alors :
‚ En x “ 3 on a f

2p3q “ 18
24

° 0, donc x “ 3 est un minimum local.

‚ En x “ 0 on a f
2p0q “ 0 et on ne peut, a priori, pas encore conclure. Mais, la formule pour f

2

montre que cette dernière change de signe en x “ 0, donc x “ 0 est un point d’inflexion.
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3.5 – DL d’ordre n

DŽÞnition : Soit n P N. Une fonction rŽelle f admet un dŽveloppement limitŽ (DL)
dÕordren au point a si on peut lÕŽcrire sous la forme

fpxq “ a0 ` a1px ´ aq ` a2px ´ aq2 ` ¨ ¨ ¨ ` anpx ´ aqn ` oppx ´ aqnq, lorsque x Ñ a

o• a0 , a1 , a2 , . . . , an sont des constantes rŽelles.

ThŽor•me de Taylor-Young : Soit f une fonction continue n fois dŽrivable au pointa.
Alors, f admet un DL dÕordren au point a :

fpxq “ fpaq ` f
1paqpx ´ aq ` f

2paq
2

px ´ aq2 ` ¨ ¨ ¨ ` f
pnqpaq
n!

px ´ aqn ` oppx ´ aqnq

DŽÞnition : P pxq “ fpaq ` f
1paqpx ´ aq ` f2paq

2 px ´ aq2 ` ¨ ¨ ¨ ` fpnqpaq
n! px ´ aqn est

appelŽpolyn™me de Taylor de f dÕordren au point a.
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Exemple

Soit fpxq “ e
x pour x P R et a “ 0. Alors, f est dŽrivable autant de fois quÕon le

souhaite et f pnqpxq “ e
x. Donc,

e
x “ 1 ` x ` 1

2
x

2 ` opx2q.

Voici les graphes defpxq “ e
x (en bleu) et de son polyn™me de Taylor dÕordre 2,

P pxq “ 1 ` x ` x
2{2 (en rouge).

Rappelons-nous que le thŽor•me de Taylor-Young est pertinent pourx proche de a “ 0.
On constate en e!et que lÕerreur dÕapproximationoppx ´ aq2q est bien meilleure en
x “ 0.1 quÕenx “ 1 :

fp1q ´ P p1q “ e ´ p1 ` 1 ` 1{2q » ´0.83

fp0.1q ´ P p0.1q “ e
0.1 ´ p1 ` 0.1 ` 0.01{2q » ´0.0018
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Exercice

Déterminer les DL à l’ordre 2 de la fonction

fpxq “ 4 ´ x

2 ` x

aux points a “ 0 et b “ 1.

Solution : Calculons les deux premières dérivées de f :

f
1pxq “ ´p2 ` xq ´ p4 ´ xq

p2 ` xq2 “ ´ 6

p2 ` xq2

f
2pxq “ p´6q ´2p2 ` xq

p2 ` xq4 “ 12

p2 ` xq3
‚ En a “ 0 :

fp0q “ 4

2
“ 2, f

1p0q “ ´ 6

4
“ ´ 3

2
, f

2p0q “ 12

8
“ 3

2
,

donc
4 ´ x

2 ` x
“ 2 ´ 3

2
x ` 3

4
x
2 ` opx2q, lorsque x Ñ 0.

‚ En b “ 1 :
fp1q “ 3

3
“ 1, f

1p1q “ ´ 6

9
“ ´ 2

3
, f

2p1q “ 12

27
“ 4

9
,

donc
4 ´ x

2 ` x
“ 1 ´ 2

3
px ´ 1q ` 2

9
px ´ 1q2 ` oppx ´ 1q2q, lorsque x Ñ 1.
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Estimation du reste

ThŽor•me de Taylor-Lagrange : Soit n P N et f une fonction dŽrivablen fois sur ra, bs
et n ` 1 fois sa, br. Alors, pour tout x Psa, bs, il existe c Psa, xs tel que

fpxq “ fpaq ` f
1paqpx ´ aq ¨ ¨ ¨ ` f

pnqpaq
n!

px ´ aqn

valeur approchée de fpxq

` f
pn`1qpcq
pn ` 1q! px´aqn`1

erreur d’approximation

En particulier, si |f pn`1q| est bornŽe par une constanteM , lÕerreur dÕapproximation
vŽriÞe lÕestimation suivante

|fpxq ´ P pxq| § M

pn ` 1q! |x ´ a|n`1
,

o• P pxq “ fpaq ` f
1paqpx ´ aq ¨ ¨ ¨ ` fpnqpaq

n! px ´ aqn est le polyn™me de Taylor def .
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Exercice

‚ Montrer que pour tout x • 0 on a

1 ´ x ` x
2 ´ x

3 § 1

1 ` x
§ 1 ´ x ` x

2 ´ x
3 ` x

4
.

Solution : Puisque
d
n

dxn

1

1 ` x
“ p´1qn n!

p1 ` xqn`1
, on sait, par la formule de Taylor-Lagrange,

que pour tout x • 0 il existe un c compris entre 0 et x tel que

1

1 ` x
“ 1 ´ x ` x

2 ´ x
3 ` x

4 ´ ¨ ¨ ¨ ` p´1qn 1

p1 ` cqn`1
x
n
.

Puisque 0 § c § x, on a c ` 1 • 1. Donc, pour n “ 3 on a p´1q3 1
p1`cq4 • ´1 et donc

1

1 ` x
“ 1 ´ x ` x

2 ´ 1

p1 ` cq4 x
3 • 1 ´ x ` x

2 ´ x
3
.

Et pour n “ 4 on a p´1q4 1
p1`cq5 § 1, donc

1

1 ` x
“ 1 ´ x ` x

2 ´ x
3 ` 1

p1 ` cq5 x
4 § 1 ´ x ` x

2 ´ x
3 ` x

4
.
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Exercice (suite)

‚ Pour quelles valeurs de x • 0 peut-on dire que 1 ´ x ` x
2 ´ x

3 est une approximation de 1
1`x

à
10´4 près, c’est-à-dire telle que

ÿ
ÿ
ÿ
ÿ

1

1 ` x
´ p1 ´ x ` x

2 ´ x
3q

ÿ
ÿ
ÿ
ÿ§ 10´4 ?

Solution : Des inégalités

1 ´ x ` x
2 ´ x

3 § 1

1 ´ x
§ 1 ´ x ` x

2 ´ x
3 ` x

4

on déduit que

0 § 1

1 ` x
´ p1 ´ x ` x

2 ´ x
3q § x

4
.

Il suit alors que ÿ
ÿ
ÿ
ÿ

1

1 ´ x
´ p1 ´ x ` x

2 ´ x
3q

ÿ
ÿ
ÿ
ÿ§ 10´4

si on prend x § 10´1, car dans ce cas on a bien x
4 § 10´4.
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TMB Ð Chapitre 4
IntŽgrales

Dans ce chapitre :

4.1 IntŽgrale de Riemann

4.2 Primitives, thŽor•me fondamental de lÕanalyse

4.3 Calcul des intŽgrales et des primitives : intŽgration par parties (IPP)

4.4 Calcul des intŽgrales et des primitives : changement de variable

4.5 Calcul des intŽgrales et des primitives : fractions rationnelles, fractions ensin et cos
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4.1 – Intégrale simple de Riemann

DŽÞnition : On appelle subdivision de ra, bs un ensemble Þni de pointsS “ tx0 , . . . , xnu
tel que

a “ x0 † x1 † ¨ ¨ ¨ † xn´1 † xn “ b.

Le pas �pSq de la subdivision est le plus grand des nombresxi ´ xi´1 o• i P t1, . . . , nu.

R[
a = x 0

|
x 1

|
x 2

|
x 3 · · ·

|
x i�1

|
x i · · ·

|
xn�1

]
xn = b

•
p1

•
p2

•
p3

•
pi

•
pn

! (S)

‚ Pour tout choix de n points pi P rxi´1 , xis, i P t1, . . . , nu, on appelle somme de
Riemann de f le nombre

Rpf ;S; tpiuq :“
nØ

i“1

pxi ´ xi´1qfppiq

‚ Dans cette somme, chaque terme
pxi ´ xi´1qfppiq reprŽsente lÕaire
algŽbrique du rectangle de base
rxi´1 , xis et de hauteur fppiq.

x

f(x)

•
a

•
b

� + �

xi�1 xi

f(pi)

•
pi
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Intégrale simple de Riemann

ThŽor•me : Si la limite lim' pSqÑ0 Rpf ;S; tpiuq existe alors elle est indŽpendante du
choix des pointspi, on la note

%b

a
fpxq dx :“ lim

' pSqÑ0
Rpf ;S; tpiuq

DŽÞnition : LorsquÕelleexiste et quÕelle estÞnie, on appelle cette limite lÕintŽgrale (de
Riemann) de f sur ra, bs et on dit que f est intŽgrable au sens de Riemann .

Proposition :
‚ Toute fonction continue sur ra, bs est intŽgrable au sens de Riemann.
‚ Toute fonction monotone sur ra, bs est intŽgrable au sens de Riemann.
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Signification géométrique de l’intégrale simple

Soit f : ra, bs Ñ R une fonction intŽgrable. La limite
&b
a fpxqdx sÕinterpr•te comme lÕaire

algŽbrique de la portion du plan comprise entre le graphe def et lÕaxe des abscisses.

‚
%b

a
fpxqdx : aire algŽbrique sous le graphe def x

f(x)

•a •b�
+

�

LÕaire algŽbrique est obtenue en faisant la somme algŽbrique de chacune des portions
dÕaire comprises entre le graphe def et lÕaxe des abscisses : on ajoute les aires au dessus
de lÕaxe des abscisses, auxquelles on retranche celles qui sont en dessous.

‚
%b

a
|fpxq|dx : aire sous le graphe de|f | x

|f(x)|

•
a

•
b

+ + +
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Propriétés des aires algébriques

Soient f, g : ra, bs Ñ R deux fonctions intŽgrables etc P ra, bs. Soit � P R.

‚ Relation de Chasles :
%c

a
fpxqdx `

%b

c
fpxqdx “

%b

a
fpxqdx

a c

f

+
c b

f

=
a b

f

Notation : Pour que la relation de Chasles soit vérifiée quelles que soient les positions relatives

des abscisses a, b, c, on définit :
%

a

b

fpxqdx :“ ´
%

b

a

fpxqdx.

‚ Si fpxq § gpxq pour tout x P ra, bs :
%b

a
fpxqdx §

%b

a
gpxqdx

a b

f

g

‚ Principe de linŽaritŽ :
%b

a

`
fpxq ` �gpxqù

dx “
%b

a
fpxqdx ` �

%b

a
gpxqdx

Exemple :
%1

0
p3 cosx ` 5 sin xqdx “ 3

%1

0
cosxdx ` 5

%1

0
sin xdx
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4.2a – Primitives

DŽÞnition : On dit que F : ra, bs Ñ R est une primitive de f : ra, bs Ñ R si F est
dŽrivable et que pour tout x P ra, bs, on a F

1pxq “ fpxq.

On note
%
fpxqdx “ F pxq ` C (avec C P R) pour dire que F est une primitive de f .

Proposition : Si F et F̃ sont deux primitives de f sur ra, bs, alors il existe une constante
rŽelleC telle que F̃ “ F ` C

Preuve : On a p ÷F ´ F q1 “ ÷F 1 ´ F
1 “ f ´ f “ 0 sur ra, bs. Donc, ÷F ´ F est constante.

Exemples ˆ conna”tre : Ci-dessous, ↵ ‰ ´1 et C P R.
%
x
↵
dx “ x

↵`1

p↵ ` 1q ` C

%
1

x
dx “ ln |x| ` C

%
e
x
dx “ e

x ` C

%
sin x dx “ ´ cosx ` C

%
cosx dx “ sin x ` C

%
1

cos2 x
dx “ tan x ` C

%
sh x dx “ ch x ` C

%
ch x dx “ sh x ` C

%
1

ch 2x
dx “ th x ` C

%
1?

1 ´ x2
dx “ arcsin x ` C

% ´1?
1 ´ x2

dx “ arccos x ` C

%
1

1 ` x2
dx “ arctan x ` C
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4.2b – Théorème fondamental de l’analyse

ThŽor•me : Soit f : ra, bs Ñ R une fonction continue. Alors,
‚ f admet une primitive F sur lÕintervallera, bs. Pour x P ra, bs, F pxq est lÕaire algŽbrique

sous le graphe def entre les abscissesa et x, cÕest-ˆ-dire

F pxq “
%x

a
fptq dt

‚ RŽciproquement, siF est une primitive de f , alors lÕaire algŽbrique sous le graphe def
entre les droites verticales dÕabscissesa et b est donnŽe par

%b

a
fpxqdx “ F pbq ´ F paq

Preuve : Soit c P ra, bs et x un point proche de c. Par la relation de Chasles, F pxq ´ F pcq “ &
x

c
fptqdt

est l’aire comprise entre c et x. Comme f est continue au point c, toute bande horizontale autour de fpcq
contient la restriction du graphe de f à une bande verticale.

f

✏

f(c) �
✏

2

x � c

c x

Pour x proche c, l’aire
&
x

c
fptqdt est ainsi comprise entre les aires de deux rectangles rfpcq ´ ( {2spx ´ cq

et rfpcq ` ( {2spx ´ cq. D’où, fpcq ´ ( {2 § F pxq´F pcq
x´c

§ fpcq ` ( {2 et donc

lim xÑc
F pxq´F pcq

x´c
“ fpcq. Enfin, par définition de F , F pbq ´ F paq “ F pbq “ &

b

a
fpxqdx.

‚ Notation : On note rF pxqsb
a :“ F pbq ´ F paq
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4.3 – Technique pour calculer une intégrale I : intégration par parties

Proposition (intŽgration par parties (IPP)) : Soient f et g deux fonctions dŽrivables,
dont les dŽrivŽes sont continues surra, bs. Alors,

%b

a
fpxqg1pxqdx “ Ò

fpxqgpxqäb
a

´
%b

a
f

1pxqgpxqdx

Preuve : Il ne s’agit que de la version intégrale de la formule de dérivation d’un produit. La
fonction fg est dérivable car f et g le sont et pfgq1 “ f

1
g ` fg

1
. En intégrant cette égalité entre

a et b et en utilisant le principe de linéarité, on obtient d’une part
%

b

a

pfgq1pxqdx “ pfgqpbq ´ pfgqpaq “ Ò
fpxqgpxqä

b

a
,

et d’autre part
%

b

a

pf 1
g ` fg

1qpxqdx “
%

b

a

f
1pxqgpxqdx `

%
b

a

fpxqg1pxqdx,

d’où le résultat annoncé.

Exemple : Calculer l’aire algébrique sous la courbe de fpxq “ x cosx entre a “ 0 et b “ ⇡.
On pose

fpxq “ x et g
1pxq “ cosx,

avec
f

1pxq “ 1 et gpxq “ sin x.

On a alors :
%

⇡

0
x cosxdx “ Ò

x sin x
ä
⇡

0
´

%
⇡

0
sin xdx “ Ò

x sin x ` cosx
ä
⇡

0
“ ´1 ´ 1 “ ´2
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Intégration par parties : application au calcul de primitives

‚ Calculer
%
x cosxdx. On pose

fpxq “ x et g
1pxq “ cosx.

Alors, fpxq “ x est dérivable et g
1pxq “ cosx est la dérivée d’une fonction :

f
1pxq “ 1 et gpxq “ sin x.

D’où %
x cosxdx “ x sin x ´

%
sin xdx “ x sin x ` cosx ` C, C P R.

‚ Calculer
%

cos2 xdx. On pose fpxq “ cosx et g
1pxq “ cosx. Alors, f 1pxq “ ´ sin x et

gpxq “ sin x. Donc
%

cos2 xdx “ sin x cosx `
%

sin2
xdx ` C1, C1 P R.

Puisque sin2
x “ 1 ´ cos2 x, on obtient
%

cos2 xdx “ sin x cosx `
%

p1 ´ cos2 xqdx ` C1

“ sin x cosx `
%
dx ´

%
cos2 xdx ` C1

“ sin x cosx ` x ` C2 ´
%

cos2 xdx ` C1, C1, C2 P R.

Il suit que 2
%

cos2 xdx “ x ` sin x cosx ` C1 ` C2 et par conséquent, en posant

C “ pC1 ` C2q{2, %
cos2 xdx “ 1

2
px ` sin x cosxq ` C, C P R.
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4.4 – Techniques pour calculer une intégrale II : changement de variable

Proposition : Soient I un intervalle de R, f : I Ñ R une fonction continue et
g : rc, ds Ñ I une fonction dŽrivable, dont la dŽrivŽe est une fonction continue. Alors,

%d

c
fpgptqqg1ptqdt “

%gpdq

gpcq
fpxqdx,

et poser x “ gptq (t P rc, ds) sÕappelle faire un changement de variable.

Preuve : Le résultat se déduit de la formule de dérivation d’une fonction composée et du théorème
fondamental de l’analyse. Soit F une primitive de f (c’est-à-dire F

1 “ f) qui existe puisque f est
continue. En intégrant entre c et d l’égalité F

1`
gptqù

g
1ptq “ pF ˝ gq1ptq, on obtient

%
d

c

F
1`
gptqù

g
1ptqdt “

%
d

c

pF ˝ gq1ptqdt

“ pF ˝ gqpdq ´ pF ˝ gqpcq (d’après le théorème fondamental de l’analyse)

“ F
`
gpdqù ´ F

`
gpcqù

“
%

gpdq

gpcq
F

1pxqdx (d’après le théorème fondamental de l’analyse)

Ceci prouve le résultat puisque F
1 “ f .
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Le changement de variable en pratique : calcul d’intégrale

Dans la pratique, on e!ectue un changement de variable pour calculer
&b
a fpxqdx quand

on ne reconna”t pas immŽdiatement la forme (normalement plus simple)
&d
c f

`
gptqù

g
1ptqdt.

Il est alors commode de retenir le rŽsultat prŽcŽdent (dans le cas o•g est inversible), en
introduisant lÕalgorithme suivant.

‚ On pose une nouvelle variablet “ hpxq
‚ On calcule les nouvelles bornes dÕintŽgration :c “ hpaq, d “ hpbq
‚ On inverse la fonction h : x “ gptq si cÕest possible

‚ Le plus souvent, on notedx “ g
1ptqdt, de sorte que

%b

a
fpxqdx “

%d

c
fpgptqqg1ptqdt;

plus rarement on joue avec lÕexpressiondt “ h
1pxqdx

Exemple : Déterminer l’aire sous la courbe de fpxq “ ?
x ` 1 entre les abscisses a “ 0 et b “ 1.

Pour calculer
%1

0

?
x ` 1 dx, on pose t “ ?

x ` 1. Alors, t “ 1 quand x “ 0 et t “ ?
2 quand

x “ 1. De plus, x “ t
2 ´ 1, donc dx “ 2t dt et par conséquent

%1

0

?
x ` 1 dx “

%?
2

1
2t2 dt “

Ó2

3
t
3

õ?
2

1
“ 2

3
p2

?
2 ´ 1q.
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Changement de variables - exemple calcul d’aire

Exercice : Calculer l’aire du disque D “ $px, yq P R2 | x2 ` y
2 § 1

(
.

Solution :
AirepDq “ 2AirepD`q “ 2

%1

´1

a
1 ´ x2 dx

x

¥
! 1

¥
1

y =

p
1 ! x 2

D +

‚ Posons t “ arcsinpxq.

‚ Les nouvelles bornes dÕintŽgration sont :arcsinp´1q “ ´⇡{2 et arcsinp1q “ ⇡{2.

‚ x “ sinptq et donc dx “ cosptqdt.

Finalement,

AirepDq “ 2

%" {2

´" {2

b
1 ´ sin2ptq cosptqdt

“ 2

%" {2

´" {2
cos2

t dt “
%" {2

´" {2
1 ` cosp2tq dt “

Ó
t ` 1

2
sinp2tq

õ" {2

´" {2

“ `
⇡{2 ` 0 ` ⇡{2 ´ 0

ù “ ⇡.

107



Le changement de variable en pratique : calcul de primitive

Dans la pratique, on e!ectue un changement de variable pour calculer une primitive
lorsquÕon est confrontŽ aux m•mes di"cultŽs que pour le calcul dÕune intŽgrale : on doit
calculer

&
fpxqdx mais on ne reconna”t pas la forme (normalement plus simple)&

f
`
gptqù

g
1ptqdt quÕelle cache.

Dans ce cas, il est commode de retenir la mŽthode en introduisant lÕalgorithme suivant.

‚ On pose une nouvelle variablet “ hpxq
‚ On inverse la fonction h : x “ gptq

‚ On note dx “ g
1ptqdt, de sorte que

%
fpxqdx “

%
fpgptqqg1ptqdt

ÿ
ÿ
ÿ
ÿ
t“hpxq

‚ On calcule une primitive ' de pf ˝ gqg1 et on remplace t par sa valeur :
%
fpxqdx “ `

'ptq ` C
ùÿ
ÿ
ÿ
t“hpxq

“ '
`
hpxqù ` C

Exemple : Pour calculer la primitive
%?

x ` 1dx, on pose

t “ ?
x ` 1 donc x “ t

2 ´ 1, dx “ 2tdt

et par conséquent
%?

x ` 1dx “
%

2t2dt “ 2

3
t
3 ` C

ÿ
ÿ
ÿ
t“?

x`1
“ 2

3
px ` 1q3{2 ` C.
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Changement de variables - exemple primitive

Calculer la primitive
%

ln2
x

x
dx.

‚ Soit gpxq “ lnx. Alors, ln2
x “ gpxq2 et g1pxq “ 1

x
et

%
ln2

x

x
dx “

%
gpxq2

g
1pxq dx “ 1

3
ln3

x ` C.

Question : quelle était la fonction f utilisée dans cet exemple ?

‚ Ici, on a reconnu immŽdiatement la forme
&
F

1 ˝ gpxqg1pxqdx (pour quelle F , dÕailleurs ?)
Si on ne sÕen Žtait pas aper•u, on aurait pu poser

t “ lnpxq donc x “ e
t
, dx “ e

t
dt

et obtenir

%
ln2

x

x
dx “

`
lnpetqù2

et
e

t
dt

ÿ
ÿ
ÿ
ÿ
ÿ
t“ln pxq

“ t
2
dt

ÿ
ÿ
t“ln pxq “ t

3

3
` C

ÿ
ÿ
ÿ
t“ln pxq

“ ln3pxq
3

` C.
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4.5 – Fractions rationnelles

Rappel : Un polynôme réel s’écrit comme une combinaison linéaire de monômes :

P “ a0 ` a1x ` ¨ ¨ ¨ ` anx
n
, a0, . . . , an P R.

De même, toute fraction rationnelle (c’est-à-dire toute fraction de deux polynômes réels
F “ P {Q) est une combinaison linéaire d’objets plus simples, que nous commençons par décrire.

ThŽor•me (division euclidienne des polyn™mes) : Soit F “ P {Q une fraction
rationnelle. Il existe un unique polyn™meE et un unique polyn™meR tels que

F “ E ` R

Q
, et degR † degQ.

Le polyn™meE, quotient de la division euclidienne deP par Q, est appelŽ lapartie
enti•re de F . Le polyn™meR est Žgal au reste de la division euclidienne deP par Q.

Exemple : montrons que la fraction rationnelle F “ P {Q “ p1 ` 6x2 ` 4x3q{p2x ´ 1q a pour
partie entière E “ 2x2 ` 4x ` 2. En ayant pris soin d’écrire les polynômes P et Q suivant les
puissances décroissantes, la division euclidienne de P par Q s’effectue de la manière suivante :

4x3 ` 6x2 ` 1 2x ´ 1
2x2 ` 4x ` 2´ 4x3 ` 2x2

8x2

´ 8x2 ` 4x

4x ` 1
´ 4x ` 2

3

Ainsi, E “ 2x2 ` 4x ` 2 et R “ 3 de sorte que
4x3 ` 6x2 ` 1

2x ´ 1
“ p2x2 ` 4x ` 2q ` 3

2x ´ 1
.
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Élements simples de première espèce

DŽÞnition : Soit F “ P {Q une fraction rationnelle et a une racine rŽelle deQ de
multiplicitŽ n. Les ŽlŽments simples de premi•re esp•ce associŽs sont les fractions
rationnelles

A1

x ´ a
,

A2

px ´ aq2
, . . . ,

An

px ´ aqn
,

o• A1 , . . . An sont des constantes rŽelles.

Exemple : Soit

F “ x
2 ` x ` 1

x3 ´ 2x2 ` x

Comme Q “ x
3 ´ 2x2 ` x “ xpx2 ´ 2x ` 1q “ xpx ´ 1q2

, on obtient

F “ x
2 ` x ` 1

xpx ´ 1q2

Les racines deQ sont a1 “ 0, de multiplicitŽ n1 “ 1 et a2 “ 1, de multiplicitŽ n2 “ 2.
F admet un ŽlŽment simple de premi•re esp•ce associŽ ˆ la racinea1 “ 0, de la forme

A

x

et deux ŽlŽments simples de premi•re esp•ce associŽs ˆ la racinea “ 1, de la forme

B

x ´ 1
,

C

px ´ 1q2
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Élements simples de deuxième espèce

DŽÞnition : Soit F “ P {Q une fraction rationnelle. Supposons queQ sÕŽcrive

Q “ px2 ` bx ` cqn
R,

o• le trin™me rŽelx2 ` bx ` c nÕa pas de racine rŽelle,n est maximal et R est un
polyn™me rŽel. LesŽlŽments simples de deuxi•me esp•ce associŽs sont les fractions
rationnelles

A1x ` B1

x2 ` bx ` c
,

A2x ` B2

px2 ` bx ` cq2
, . . . ,

Anx ` Bn

px2 ` bx ` cqn
,

o• A1 , . . . An sont des constantes rŽelles.

Exemple : Soit

F “ 1

x5 ` 2x3 ` x

Comme Q “ x
5 ` 2x3 ` x “ xpx4 ` 2x2 ` 1q “ xpx2 ` 1q2,

F “ 1

xpx2 ` 1q2

Notons que x
2 ` 1 nÕa pas de racine rŽelle.F admet donc un ŽlŽment simple de premi•re

esp•ce, de la forme
A

x

associŽ ˆ la racinea “ 0 et deux ŽlŽments simples de deuxi•me esp•ce , de la forme

Bx ` C

x2 ` 1
,

Dx ` E

px2 ` 1q2
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Décomposition en éléments simples d’une fraction rationnelle

ThŽor•me (dŽcomposition en ŽlŽments simples) : Toute fraction rationnelle est la
somme de sa partie enti•re et de ses ŽlŽments simples.

Exemple : Soit

F “ 1

x4 ` x2
.

Remarquons que le numérateur P “ 1 est de degré strictement inférieur au dénominateur
Q “ x

4 ` x
2. Donc, F a pour partie entière E “ 0.

De plus, Q “ x
4 ` x

2 “ x
2px2 ` 1q. Les éléments simples de F sont donc A

x
,

B

x2 et Cx`D

x2`1
et

par le théorème,
1

x4 ` x2
“ A

x
` B

x2
` Cx ` D

x2 ` 1
Il reste à identifier les constantes A,B,C,D. Or,

A

x
` B

x2
` Cx ` D

x2 ` 1
“ Axpx2 ` 1q ` Bpx2 ` 1q ` x

2pCx ` Dq
x2px2 ` 1q

“ pA ` Cqx3 ` pB ` Dqx2 ` Ax ` B

x4 ` x2

En identifiant à F “ 1
x4`x2 , on trouve

$
Õ&

Õ%

A ` C “ 0
B ` D “ 0
A “ 0
B “ 1

ñ

$
Õ&

Õ%

A “ 0
B “ 1
C “ 0
D “ ´1

et donc
1

x4 ` x2
“ 1

x2
´ 1

x2 ` 1
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Intégration des fractions rationnelles

Remarque : Toute fraction rationnelle F est la somme de sa partie enti•re et de ses
ŽlŽments simples. Pour intŽgrerF , il su"t donc de savoir intŽgrer un polyn™me (dŽjˆ vu)
et des ŽlŽments simples.

Proposition : Soit a P R et b P R˚. Alors,

‚
%

1

x ´ a
dx “ ln |x ´ a| ` C

‚ si n • 2,
%

1

px ´ aqn dx “ ´ 1

pn ´ 1q px ´ aqn´1
` C

‚
%

1

b2 ` px ´ aq2 dx “ 1

b
arctan

ö
x ´ a

b

ú
` C

Exemple : On a vu précédemment que 4x3`6x2`1
2x´1 “ 2x2 ` 4x ` 2 ` 3

2x´1 . Par conséquent,
%

4x3 ` 6x2 ` 1

2x ´ 1
dx “

%
p2x2`4x`2q dx` 3

2

%
1

x ´ 1{2
dx “ 2

3
x
3`2x2`2x` 3

2
ln |x´1{2|`C
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Intégration des fractions rationnelles en sin et cos

Voici quelques r•gles pratiques (r•gles de Bioche simpliÞŽes) pour calculer lÕintŽgrale
dÕune expression rationnelle ensin et cos. Soit f une fraction rationnelle.

R•gle 1 : Si lÕintŽgrale est de la forme

‚
%
fpsinxq cosx dx “

%
fptq dt

ÿ
ÿ
ÿ
ÿ
t“sin x

on pose
t “ sinx

dt “ cosx dx

‚
%
fpcosxq sinx dx “ ´

%
fptq dt

ÿ
ÿ
ÿ
ÿ
t“cos x

on pose
t “ cosx
dt “´sinx dx

Exemple : %
sin x

cos2 x
dx “ ´

%
1

t2
dt

ÿ
ÿ
ÿ
ÿ
t“cos x

“ 1

t

ÿ
ÿ
ÿ
ÿ
t“cos x

“ 1

cosx
.

R•gle 2 : Dans tous les autres cas, on pose t “ tanpx{2q , donc :

cosx “ 1 ´ t
2

1 ` t2
, sinx “ 2t

1 ` t2
et dx “ 2

1 ` t2
dt .

Exemple : %
1

sin x
dx “

%
1 ` t

2

2t

2

1 ` t2
dt

ÿ
ÿ
ÿ
ÿ
t“tanpx{2q

“
%

1

t
dt

ÿ
ÿ
ÿ
ÿ
t“tanpx{2q

“ ln ptq
ÿ
ÿ
ÿ
t“tanpx{2q

“ ln ptan px{2qq.
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TMB Ð Chapitre 5
ƒquations di!Žrentielles ordinaires (Edo)

Dans ce chapitre :

5.1 GŽnŽralitŽs sur les Žquations di!Žrentielles ordinaires

5.2 ƒquations di!Žrentielles ordinaires linŽaires dÕordre 1 - condition initiale

5.3 ƒquations di!Žrentielles ordinaires dÕordre 1 ˆ variables sŽparŽes.

5.4 ƒquations di!Žrentielles ordinaires linŽaires dÕordre 2 ˆ coe"cients constants - conditions
initiales
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5.1 - Généralités

DŽÞnition : Une Žquation di"Žrentielle ordinaire (edo) est une Žquation dont lÕinconnue
est une fonction dÕune variable.

Une telle Žquation sÕŽcrit gŽnŽralement

F

«
t, xptq, xptq, x1ptq, x2ptq, . . . , xpnqptq

ø
“ 0 (E)

o• lÕinconnue est la fonctionx : I Ñ R dŽÞnie sur un intervalle ouvertI Ä R.

DŽÞnition : On appelle ordre de lÕŽquation di"Žrentielle (E), lÕordre de dŽrivation le
plus ŽlevŽ qui appara”t dans lÕŽquation.

Exemples :

‚ f
1pxq “ fpxq, fp0q “ 1 inconnue : fonction f de la variable x, ordre : 1

‚ x
2ptq ` !xptq “ 0 inconnue : fonction x de la variable t, ordre : 2

‚ x
1ptq “ pptq ` xptqqptq ` x

2ptq inconnue : fonction x de la variable t, ordre : 1

‚ m~a “ '
~F inconnue : position du corps en mouvement, ordre : 2

Il existe une forme de rŽfŽrence ˆ laquelle on ram•ne les edo (lorsque cÕest possible)

x
1ptq “ F

`
t, xptqù

.

On sÕempressera de rŽŽcrire nos Žquations sous cette forme d•s que cela fait sens.
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5.2 - Équations différentielles linéaires du premier ordre

But : Soit I un intervalle ouvert et a, b : I Ñ R deux fonctions continues. On cherche les
fonctions dŽrivablesx : I Ñ R telles que

x
1ptq “ aptqxptq ` bptq pour tout t P I (E)

On dit que (E) est une Žquation di"Žrentielle 6 linŽaire du premier ordre et x une
solution de cette Žquation.

DŽÞnition : On appelle Žquation homog•ne associŽe ˆ (E) lÕŽquation (plus simple) :

x
1ptq ´ aptqxptq “ 0 pour tout t P I (Eh)

PropriŽtŽ (principe de linŽaritŽ) : Supposons quexp soit une solution particuli•re de
(E). Alors, toutes les solutions de (E) sÕŽcrivent

xptq “ xhptq ` xpptq t P R,

o• xh est une solution de lÕŽquation homog•nepEhq.

Preuve : Si x1
h

“ axh et x
1
p

“ axp ` b, alors pxh ` xpq1 “ apxh ` xpq ` b et donc toute
fonction de la forme x “ xh ` xp est solution de (E). Réciproquement, soit x une solution de
(E). Comme x

1 “ ax ` b et x
1
p

“ axp ` b, px ´ xpq1 “ apx ´ xpq et donc xh “ x ´ xp est une
solution du problème homogène. Par définition de xh, on a bien l’écriture x “ xh ` xp.

6. %1ptqx1ptq ` %0ptqxptq ` &ptq “ 0 se ramène à (E) en posant a :“ ´%0{%1 et b :“ ´&{%1. 118



Résolution de l’équation homogène

ThŽor•me : Les solutions de lÕŽquation homog•nepEhq sont les fonctions de la forme

xhptq “ �e
Aptq

o• A est une primitive de a et � une constante rŽelle.

Preuve : Cherchons une solution x. Si x ne s’annule pas, pEhq se réécrit

x
1ptq
xptq “ aptq.

Intégrons cette égalité. À gauche, on obtient
%

x
1ptq
xptq dt “ ln |xptq| ` c1.

À droite, on a :
%
aptq dt “ Aptq ` c2. D’où,

ln |xptq| “ Aptq ` c et donc |xptq| “ e
Aptq`c “ e

c
e
Aptq

.

Ainsi, toute fonction de la forme xh “ � e
A est solution. Y en a-t-il d’autres ? Non, car si x est

solution, en posant y “ e
´A

x, on voit que

y
1 “ e

´Apx1 ´ axq “ 0,

et donc y “ � est constante, c’est-à-dire x “ �e
A.

Remarque : DÕapr•s le thŽor•me, la seule solution depEhq qui sÕannule est la fonction
identiquement nulle.
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Exemple d’équation homogène

Exemple : L’équation homogène x
1ptq ` sin t xptq “ 0 s’écrit comme

x
1ptq “ ´ sin t xptq (Eh)

et a donc comme solution les fonctions

xhptq “ � e
´ &

sin t dt “ � e
cos t

, � P R.

Voici le graphe de xh pour � P t´5, ´4, ´3, ´2, ´1,0,1, 2, 3, 4, 5u

-5 5
t

-4

-2

2

4

x ( t )
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Résolution de l’équation complète

ThŽor•me (variation de la constante) : LÕŽquation compl•te (E) admet une solution
particuli•re de la forme

xpptq “ �ptqeAptq

o• A est une primitive de a et �ptq “
%
bptqe´Aptq

dt .

Preuve : Cherchons �ptq telle que xpptq “ �ptq eAptq soit solution de (E). En remplaçant, dans
(E), xptq par xpptq, on obtient

x
1
p

ptq “ �
1ptq eAptq ` �ptq A1ptq eAptq

où A
1ptq “ aptq. On trouve :

pEq ô �
1ptq eAptq ` �ptq aptq eAptq “ aptq �ptq eAptq ` bptq

ô �
1ptq eAptq “ bptq

ô �
1ptq “ bptqe´Aptq ô �ptq “

%
bptqe´Aptq

dt.

ThŽor•me : Les solutions de (E) sont les fonctions de la forme

xptq “ xhptq ` xpptq “
ö
� `

%
bptqe´Aptq

dt

ú
e

Aptq

o• � est un nombre rŽel.
121



Exemple de solution particulière

Exemple : L’équation différentielle

x
1ptq ` sin t xptq “ sinp2tq

2
(E)

a pour équation homogène associée x
1ptq “ ´ sin t xptq dont les solutions (voir slide 120) sont

xhptq “ �e
cos t

, � P R. On cherche donc une solution particulière de l’équation complète (E)
sous la forme xpptq “ �ptqecos t

. En remplaçant xptq par xpptq dans (E), on obtient, en
appliquant la méthode de variation de la constante :

�
1ptq “ sinp2tq

2
e

´ cos t
.

La fonction �ptq est donc la primitive

�ptq “
%

sinp2tq
2

e
´ cos t

dt “
%

cos t
fptq

sin te
´ cos t

g1ptq
dt

“ cos t
fptq

e
´ cos t

gptq
´

%
´ sin t

f 1ptq
e

´ cos t

gptq
dt (IPP)

“ cos te´ cos t `
%
e
u
du

ÿ
ÿ
ÿ
u“´ cos t

(u “ cos t, du “ sin tdt)

“ pcos t ` 1qe´ cos t

Par conséquent,
xpptq “ pcos t ` 1qe´ cos t

e
cos t “ 1 ` cos t.

En conclusion, les solutions de (E) sont

xptq “ xhptq ` xpptq “ � e
cos t ` cos t ` 1, � P R.
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Condition initiale

But : rŽsoudre une Žquation di!Žrentielle linŽaire dÕordre 1 avec une condition initiale

#
x

1ptq “ aptqxptq ` bptq
xpt˚q “ x˚

(EC)

ThŽor•me : Le syst•me pECq admet une solution unique dont le param•tre � est
dŽterminŽ par la condition initiale.

Exemple : Résoudre l’edo avec condition initiale pECq
#

x
1ptq ` sin t xptq “ sinp2tq

xp0q “ 4

L’équation différentielle a pour solution xptq “ �e
cos t ` 1 ` cos t, avec � P R. De plus,

xp0q “ �e
cos 0 ` 1 ` cos 0 “ 4 ô �e “ 2 ô � “ 2{e.

La solution de pECq est donc xptq “ 2
e
e
cos t ` 1 ` cos t.

-5 5
t

-4

-2

2

4

x ( t )

solutions de l’équation complète

-! !
!

-"

-#

#

"

" ( ! )

solution de (EC)
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5.3 - Équations différentielles ordinaires d’ordre 1 à variables séparées

Remarque : une méthode de résolution explicite n’est pas toujours disponible pour une edo non
linéaire du premier ordre de la forme générale x

1ptq “ F
`
t, xptqù

. On considère ici le cas particulier
résoluble qui couvre plusieurs exemples en physique où le membre de droite s’écrit comme un
produit d’une fonction de t et d’une fonction de xptq, c’est-à-dire : F

`
t, xptqù “ fptqg`

xptqù
.

But : Soit I, J Ä R deux intervalles ouverts etf : I Ñ R, g : J Ñ R des fonctions
continues. On veut rŽsoudre une edo du premier ordrê variables sŽparŽes

x
1ptq “ fptqg`

xptqù
pour t P I. (E)

MŽthode de rŽsolution :

‚ SÕil existex0 P J tel que gpx0q “ 0, alors la fonction constante t fiÑ xptq “ x0, t P I est
une solution de (E).

‚ Sinon, gpx0q ‰ 0 et alors, puisqueg est continue, gpxq ‰ 0 pour x proche dex0. Dans
ce cas, on rŽŽcrit (E) sous la forme Žquivalente

x
1ptq

g
`
xptqù “ fptq

dans laquelle :

- le membre de gauche contientx1ptq en facteur dÕune fonction dexptq
- le membre de droite ne fait pas intervenir les fonctionsxptq ou x

1ptq.

Il su"t alors dÕintŽgrer par rapport ˆ la variable t cette derni•re ŽgalitŽ.
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Équations différentielles à variables séparées : exemple 1

Soit lÕŽquation di!Žrentiellex1ptq “ 2txptq2.

‚ On a x
1ptq “ fptqg`

xptqù
avec fptq “ 2t et g

`
xptqù “ xptq2, c.-ˆ-d. gpxq “ x

2.

‚ On remarque quegpxq “ 0 si et seulement six “ 0. Donc la fonction identiquement
nulle (dŽÞnie surR tout entier) t fiÑ xptq “ 0 est solution.

‚ Si x ne sÕannule pas, alorsgpxq non plus et lÕŽquation se rŽŽcrit

x
1ptq

xptq2
“ 2t,

et lÕexpressionx1ptq{xptq2 est une dŽrivŽe bien connue, de sorte quÕen intŽgrant de
chaque c™tŽ par rapport ˆ la variablet, on obtient :

´ 1

xptq “ t
2 ` �, � P R.

DÕo•

xptq “ ´ 1

t2 ` �

est solution sur R si � ° 0 et sur tout intervalle ne contenant pas t$ “ ˘?´� si � § 0.
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Équations différentielles à variables séparées : exemple 2

Soit lÕŽquation di!Žrentiellex1ptq “ 1

cosxptq .

‚ On a x
1ptq “ fptqg`

xptqù
avec fptq “ 1 et g

`
xptqù “ 1{ cosxptq, c.-ˆ-d. gpxq “ 1{ cosx.

‚ On remarque queg ne sÕannule jamais.

‚ Sinon lÕŽquation se rŽŽcrit
cos

`
xptqù

x
1ptq “ 1,

et lÕexpressioncos
`
xptqù

x
1ptq est une dŽrivŽe bien connue, de sorte quÕen intŽgrant de

chaque c™tŽ par rapport ˆ la variablet, on obtient :

sin
`
xptqù “ t ` �, � P R.

Donc,
xptq “ arcsinpt ` �q

est solution sur lÕintervalle ouverts ´ 1 ´ �, 1 ´ �r.
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5.4 - Équations différentielles linéaires d’ordre 2 à coefficients constants

But : Soit I un intervalle ouvert, d : I Ñ R une fonction continue et a, b, c des
constantes rŽelles aveca ‰ 0. On souhaite rŽsoudre lÕedo linŽaire du second ordre

a x
2ptq ` b x

1ptq ` c xptq “ dptq pour tout t P I (E)

DŽÞnition : On appelle Žquation homog•ne associŽe ˆ (E) lÕŽquation (plus simple) :

a x
2ptq ` b x

1ptq ` c xptq “ 0 pour tout t P I (Eh)

ThŽor•me (principe de linŽaritŽ) : Supposons quexp soit une solution particuli•re de
(E). Alors toutes les solutions de (E) sÕŽcrivent

xptq “ xhptq ` xpptq t P R,

o• xh est une solution de lÕŽquation homog•ne (Eh).

Preuve : Se démontre de la même manière que le cas des edo linéaires du premier ordre.

127



Résolution de l’équation homogène

DŽÞnition : On appelle Žquation caractŽristique 7 de (Eh) (ou ( E)), lÕŽquation
dÕinconnuez P C :

a z
2 ` b z ` c “ 0 .

Le polyn™mea z2 ` b z ` c sÕappelle le polyn™me caractŽristique.

ThŽor•me (solutions de lÕŽquation homog•ne) : Si lÕŽquation caractŽristique admet

‚ deux racines rŽellesdistinctes r1 , r2 P R, alors les solutions de (Eh) sont

xhptq “ � e
r1t ` µ e

r2t
�, µ P R;

‚ une racine rŽelledouble r P R, alors les solutions de (Eh) sont

xhptq “ p� ` µ tq ert
�, µ P R;

‚ deux racines complexes non rŽelles, elles sont forcement conjuguŽes, cÕest-ˆ-dire de la
forme z “ r ˘ i s P CzR et les solutions de (Eh) sont

xhptq “ `
� cosps tq ` µ sinps tqù

e
r t

�, µ P R.

7. Quelle est l’équation caractéristique d’une edo linéaire d’ordre 1 à coefficients constants ? 128



Exemples d’équations homogènes

‚ x
2ptq ´ 3x1ptq ´ 10xptq “ 0. Les racines de z

2 ´ 3z ´ 10 sont

z “ 3 ˘
a

9 ´ 4 ¨ p´10q
2

“ 3 ˘ ?
49

2
“ 3 ˘ 7

2
“

C 3`7
2 “ 5

3´7
2 “ ´2

.

On a deux racines réelles distinctes r1 “ 5 et r2 “ ´2, donc

xhptq “ � e
5t ` µ e

´2t où �, µ P R.

‚ 4y2ptq ` 4y1ptq ` yptq “ 0 s’écrit y
2ptq ` y

1ptq ` 1
4yptq “ 0

Les racines de z
2 ` z ` 1{4 sont z “ ´1˘

?
1´4¨1{4
2 “ ´1˘0

2 “ ´ 1
2 . On a une racine réelle

double r “ ´1{2, donc

yhptq “ p� ` µ tq e´t{2 où �, µ P R.

‚ u
2p✓q ´ 6 u

1p✓q ` 13 up✓q “ 0

Les racines de z
2 ´ 6z ` 13 sont

z “ 6 ˘ i
a

|36 ´ 4 ¨ 13|
2

“ 6 ˘ i
a

| ´ 16|
2

“ 6 ˘ 4 i

2
“ 3 ˘ 2 i.

On a deux racines complexes conjuguées, avec partie réelle r “ 3 et partie imaginaire s “ 2 :

uhp✓q “ `
� cosp2✓q ` µ sinp2✓qù

e
3✓ pour tout �, µ P R.
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Second membre simple

But : Trouver une solution particuli•re de lÕŽquation di!Žrentielle

ax
2ptq ` b x

1ptq ` c xptq “ d1ptq ` ¨ ¨ ¨ ` dkptq , a, b, c P R, a ‰ 0 (E)

quand le second membre est la somme de termes ayant une forme simple.

Exemple : Le second membre dptq “ 4t3 ´ te
3t ` 5et cosp2tq est la somme de trois termes.

Proposition (principe de linŽaritŽ) Si pour i P t1, 2, . . . , ku xi une solution particuli•re
associŽe ˆ lÕŽquationax2ptq ` b x

1ptq ` c xptq “ diptq, alors

xp “ x1 ` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xk

est une solution particuli•re de lÕŽquation compl•te (E).

Exemple : Pour le second membre dptq “ 4t3 ´ te
3t ` 5et cosp2tq, on pourra donc chercher trois

solutions particulières associées respectivement à d1ptq “ 4t3, d2ptq “ ´te
3t et

d3ptq “ 5et cosp2tq puis les ajouter.
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Solution particulière avec second membre simple

Proposition : Une solution particuli•re xpptq associŽe au second membre (simple)

dptq “ P ptqe%t
`
A cosp�tq ` B sinp�tqù

,

o• P est un polyn™me et↵,�, A,B P R, peut-•tre cherchŽe de la m•me forme que d.

Plus prŽcisŽment, on cherchexp sous la forme

xpptq “ Qptqe%t
`
K cosp�tq ` L sinp�tqù

, K, L P R,

selon le principe suivant :

Qptq “

$
Õ&

Õ%

P0ptq si ↵ ` i� nÕest pas racine du polyn™me caractŽristique
t P0ptq si ↵ ` i� est racine simple du polyn™me caractŽristique
t
2
P0ptq si ↵ “ ↵ ` i� est racine double du polyn™me caractŽristique

et o• P0 est un polyn™me de m•me degrŽ queP .

Exemples :

‚ Si dptq “ 4t3 “ 4t3e0t
`
1 cosp0tq ` B sinp0tqù

, alors P ptq “ 4t3, ↵ “ 0, � “ 0, A “ 1 et on
cherchera une solution particulière sous la forme xpptq “ Qptq

‚ Si dptq “ ´te
3t “ ´te

3t
`
1 cosp0tq ` B sinp0tqù

, alors P ptq “ ´t, ↵ “ 3, � “ 0, A “ 1 et on
cherchera une solution particulière sous la forme xpptq “ Qptqe3t

‚ Si dptq “ 5et cosp2tq “ 5et
`
1 cosp2tq ` 0 sin p2tqù

, alors P ptq “ 5, ↵ “ 1, � “ 2, A “ 1, B “ 0
et on cherchera une solution particulière sous la forme xpptq “ Qptqet`

K cosp2tq ` L sinp2tqù
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Exemples de solution particulière

‚ pEq 4y2ptq ` 4y1ptq ` yptq “ 16 e
´t{2

L’équation pEhq a pour solutions (voir slide 129) yhptq “ p� ` µtqe´t{2.
De plus, comme ↵ ` i� “ ↵ “ ´1{2 est racine double du polynôme caractéristique, on cherche
une solution particulière de pEq de la forme

ypptq “ at
2
e

´t{2
.On calcule

y
1
p

ptq “
ö

´ 1

2
at

2 ` 2at
ú
e

´t{2
, y

2
p

ptq “
ö

1

4
at

2 ´ 2at ` 2a
ú
e

´t{2

et on remplace dans pEq. On obtient :

pEq ñ 4
ö

´ 1

2
at

2 ` 2at
ú
e

´t{2 ` 4
ö

1

4
at

2 ´ 2at ` 2a
ú
e

´t{2 ` at
2
e

´t{2 “ 16e´t{2

ñ 8ae´t{2 “ 16e´t{2

ñ a “ 2

ñ ypptq “ 2t2e´t{2
.

En conclusion, les solutions de pEq sont

yptq “ yhptq ` ypptq “
«
� ` µt ` 2t2

ø
e

´t{2
.
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Exemples de solution particulière (suite)

‚ pEq u
2p✓q ´ 6 u

1p✓q ` 13 up✓q “ 75 cosp2✓q

L’équation pEhq a pour solutions (voir slide 129) uhp✓q “ `
� cosp2✓q ` µ sinp2✓qù

e
3✓ .

De plus, comme ↵ ` i� “ 0 ` 2i “ 2i n’est pas racine du polynôme caractéristique, on cherche
une solution particulière de pEq de la forme

upp✓q “ a cosp2✓q ` b sinp2✓q.
On calcule

u
1
p

p✓q “ ´2a sinp2✓q ` 2b cosp2✓q, u
2
p

p✓q “ ´4a cosp2✓q ´ 4b sinp2✓q
et on remplace dans pEq. On obtient :

pEq ñ p9a ´ 12bq cosp2✓q ` p12a ` 9bq sinp2✓q “ 75 cosp2✓q

ñ
"

9a ´ 12b “ 75
4a ` 3b “ 0

ñ
"

a “ 3
b “ ´4

ñ upp✓q “ 3 cosp2✓q ´ 4 sin p2✓q.
En conclusion, les solutions de pEq sont

up✓q “ `
� cosp2✓q ` µ sinp2✓qù

e
3✓ ` 3 cosp2✓q ´ 4 sin p2✓q.
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Conditions initiales

But : rŽsoudre une edo linŽaire du second ordre avec deux conditions initiales

#
ax

2ptq ` bx
1ptq ` cxptq “ dptq

xpt˚q “ x˚ et x
1pt˚q “ x

1
˚

(EC)

ThŽor•me Le syst•me pECq admet une solution uniquexptq “ xhptq ` xpptq dont les
param•tres � et µ sont dŽterminŽs par les conditions initiales.

Exemple : Le système pECq
#

x
2ptq ´ 3x1ptq ´ 10xptq “ p72t2 ´ 1q et

xp0q “ 2 et x
1p0q “ 1

a pour solution
xptq “ �e

5t ` µe
´2t ´ p6t2 ´ t ` 1qet

où �, µ P R doivent être déterminés. Sa dérivée est

x
1ptq “ 5�e5t ´ 2µe´2t ´ p6t2 ´ t ` 1 ` 12t ´ 1qet.

donc "
xp0q “ � ` µ ´ 1 “ 2
x

1p0q “ 5� ´ 2µ “ 1 ô
"

� ` µ “ 3
5� ´ 2µ “ 1 ô

"
� “ 1
µ “ 2

La solution de pECq est donc xptq “ e
5t ` 2 e

´2t ´ p6t2 ´ t ` 1q et.
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TMB Ð Chapitre 6
Syst•mes linŽaires et matrices

Dans ce chapitre :

6.1 Syst•mes dÕŽquations linŽaires

6.2 Matrices et dŽterminants

6.3 ƒcriture matricielle des syst•mes linŽaires
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6.1 – Systèmes d’équations linéaires

Dans cette section :

‚ DŽÞnition

‚ RŽsolution des syst•mes linŽaires : mŽthode du pivot de Gauss

‚ Exemples
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Systèmes d’équations linéaires

DŽÞnition : Un syst•me de m Žquations linŽaires ˆ n variables px1 , ..., xnq est un
syst•me de la forme

$
ÕÕÕ&

ÕÕÕ%

a11 x1 ` a12 x2 ` ¨ ¨ ¨ ` a1n xn “ b1
a21 x1 ` a22 x2 ` ¨ ¨ ¨ ` a2n xn “ b2

...
...

...
...

...
am1 x1 ` am2 x2 ` ¨ ¨ ¨ ` amn xn “ bm

(S)

‚ Les paijq1§i§m
1§j§n

et les pbjq1§j§n sont les coe"cients du syst•me.

‚ Les pxiq1§i§n sont les inconnues du syst•me.

Un tel syst•me peut avoir une unique solution, une inÞnitŽ de solutions ouaucune
solution, selon la dŽpendance mutuelle des Žquations.

Exemples :

‚
#

2x ´ y “ 4
6x ` 3y “ 0

admet une unique solution :
"

x “ 1
y “ ´2 .

‚
#

2x ´ y “ 4
6x ´ 3y “ 12

admet une infinité de solutions : tous les points de la droite
d’équation y “ 2x ´ 4.

‚
#

2x ´ y “ 4
6x ´ 3y “ 0

n’admet aucune solution, car si 2x ´ y “ 4 alors
6x ´ 3y “ 3p2x ´ yq ne peut pas s’annuler.
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Résolution : méthode du pivot de Gauss

La description suivante est inspirŽe decette page.

Avantage : La mŽthode du pivot de Gauss permet de rŽsoudre des syst•mes linŽaires
avec autant dÕŽquations que lÕon veut et autant dÕinconnues que lÕon veut.

Principe : Le pivot de Gauss permet de transformer un syst•me linŽaire en un syst•me
Žquivalent (qui admet les m•mes solutions), ˆ lÕaide de trois opŽrations :

‚ Žchange de deux lignes

‚ multiplication dÕune ligne par un nombre non nul

‚ addition dÕun multiple dÕune ligne ˆ une autre ligne

Ces opŽrations permettent dÕŽliminer progressivement des variables dans les lignes du
syst•me, aÞn de le transformer en unsyst•me triangulaire (derni•re ligne avec une
unique variable, avant-derni•re ligne avec deux variables, etc.)Žquivalent .

Un syst•me triangulaire est tr•s facile ˆ rŽsoudre car on le rŽsout de bas en haut : on
rŽsout la derni•re Žquation et on reporte sa solution dans lÕŽquation prŽcŽdente, et ainsi
de suite.

MŽthode :

‚ Ë la premi•re Žtape, on choisit une inconnue (avec un coe"cient non nul quÕon appelle
le pivot ) qui dispara”tra (ˆ lÕaide du pivot) de toutes les lignes sauf la premi•re.

‚ Ë la deuxi•me Žtape, on choisit une autre inconnue (avec un coe"cient non nul) qui
dispara”tra de toutes les lignes sauf la premi•re et la deuxi•me.

‚ Et ainsi de suite jusquÕˆ Žpuiser toutes les inconnues ou bien toutes les lignes
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Exemple 1 : autant d’équations que d’inconnues (syst•me carrŽ)

LorsquÕon note une opŽration sur une ligne, on peut indiquer en bout de ligne lÕopŽration
e!ectuŽe. Le Li se rŽf•re toujours ˆ la ligne numŽro i du syst•me prŽcŽdent.

Résolvons le système suivant à l’aide de la méthode du pivot de Gauss :
$
Õ&

Õ%

x ` 2y ` 3z “ 6

´x ´ y ` 2z “ 7

2x ` y ´ z “ ´3

ô

$
Õ&

Õ%

x ` 2y ` 3z “ 6 L1

y ` 5z “ 13 L2 ` L1

´ 3y ´ 7z “ ´15 L3 ´ 2L1

ô

$
Õ&

Õ%

x ` 2y ` 3z “ 6

y ` 5z “ 13

8z “ 24 L3 ` 3L2

ô

$
Õ&

Õ%

x “ 6 ´ 2y ´ 3z

y “ 13 ´ 5z

z “ 24{8
ô

$
Õ&

Õ%

x “ 1

y “ ´2

z “ 3

Le 3•me syst•me est un syst•me triangulaire qui a ŽtŽ rŽsolu de bas en haut :

‚ dÕabord, on a obtenuz “ 24{8 “ 3 ;

‚ puis, on a reportŽ dans lÕŽquation prŽcŽdente la valeur dez pour obtenir
y “ 13 ´ 5 ¨ 3 “ ´2 ;

‚ enÞn, on a reportŽ les valeurs dez et y pour obtenir x “ 6 ´ 2 ¨ p´2q ´ 3 ¨ 3 “ 1.

On vŽriÞe facilement quepx, y, zq “ p1,´2, 3q est bien solution puisque :
x ` 2y ` 3z “ 1 ` 2 ¨ p´2q ` 3 ¨ 3 “ 6, ´x ´ y ` 2z “ ´1 ´ p´2q ` 2 ¨ 3 “ 7 et
2x ` y ´ z “ 2 ¨ 1 ` p´2q ´ 3 “ ´3.
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Exemple 2 : même système mais présenté différement

Le syst•me suivant est le m•me que le prŽcŽdent mais les Žquations ne sont pas dans le
m•me ordre. On va alors ajouter des Žtapes de permutations aÞn de choisir comme pivots
les nombres les plus petits possibles.

$
Õ&

Õ%

2x ` y ´ z “ ´3

x ` 2y ` 3z “ 6

´x ´ y ` 2z “ 7

ô

$
Õ&

Õ%

x ` 2y ` 3z “ 6 L2

2x ` y ´ z “ ´3 L1

´x ´ y ` 2z “ 7

ô

$
Õ&

Õ%

x ` 2y ` 3z “ 6

´ 3y ´ 7z “ ´15 L2 ´ 2L1

y ` 5z “ 13 L3 ` L1

ô

$
Õ&

Õ%

x ` 2y ` 3z “ 6

y ` 5z “ 13 L3

´ 3y ´ 7z “ ´15 L2

ô

$
Õ&

Õ%

x ` 2y ` 3z “ 6

y ` 5z “ 13

8z “ 24 L3 ` 3L2

ô

$
Õ&

Õ%

x “ 6 ´ 2y ´ 3z

y “ 13 ´ 5z

z “ 24{8
ô

$
Õ&

Õ%

x “ 1

y “ ´2

z “ 3

‚ Ë la premi•re Žtape, on a permutŽ les lignesL1 et L2 pour avoir 1 comme pivot.

‚ Ë la troisi•me Žtape, on a permutŽ les lignesL2 et L3 pour avoir, encore une fois,1
comme pivot.

‚ Le 5•me syst•me est triangulaire, il a ŽtŽ rŽsolu de bas en haut comme prŽcŽdemment.
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6.2 – Matrices

Dans cette section :

‚ GŽnŽralitŽs : dŽÞnition, OpŽrations

‚ Matrices carrŽes et dŽterminants

‚ Lien avec les syst•mes linŽaires
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Matrices : définition

DŽÞnition : Une matrice rŽelle ˆ m lignes et n colonnes (abrŽgŽematrice m ˆ n ) est
un tableau

A “ paijq “

¬

û
ý

a11 ¨ ¨ ¨ a1n

...
...

...
am1 ¨ ¨ ¨ amn

þ

Ü
â , 1 § i § m, 1 § j § n,

dont les coe"cients aij sont des nombres rŽels. On noteM mn lÕensemble des matrices
ˆ m lignes et n colonnes.

Exemples :

ö ?
3 0 ´1

2
?

5 3

ú
matrice 2 ˆ 3

¬

ý
ln p5q ´2
⇡ 1
7 0

þ

â matrice 3 ˆ 2

‚ Une matrice carrŽe est une matrice n ˆ n. Ex.
ö

8 ´3
´2 1

ú

‚ Une matrice colonne est une matrice 1 ˆ n.
On parle aussi devecteur colonne ˆ n composantes. Ex.

¬

ý
3
1?
2

þ

â

‚ Une matrice ligne est une matrice m ˆ 1.
On parle aussi devecteur ligne ˆ m composantes. Ex.

`
3 1

?
2

ù
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Somme et dilatation de matrices

‚ Somme : on ajoute deux matrices dem•me taille m ˆ n de la fa•on suivante

`
aij

ù ` `
bij

ù “ `
aij ` bij

ù “

¬

û
ý

a11 ` b11 ¨ ¨ ¨ a1n ` b1n

...
...

...
am1 ` bm1 ¨ ¨ ¨ amn ` bmn

þ

Ü
â ,

‚ Dilatation : on dilate une matrice par un rŽel� comme suit

�
`
aij

ù “ `
� aij

ù “

¬

û
ý

� a11 ¨ ¨ ¨ � a1n

...
...

...
� am1 ¨ ¨ ¨ � amn

þ

Ü
â .

Exemples :
ö

8 ´3 0
´2 1 4

ú
`

ö
3 0 ´1
2 5 0

ú
“

ö
8 ` 3 ´3 ` 0 0 ´ 1

´2 ` 2 1 ` 5 4 ` 0

ú
“

ö
11 ´3 ´1
0 6 4

ú

2
ö

8 ´3 0
´2 1 4

ú
“

ö
2 ¨ 8 2 ¨ p´3q 2 ¨ 0

2 ¨ p´2q 2 ¨ 1 2 ¨ 4

ú
“

ö
16 ´6 0
´4 2 8

ú

143



Produit de matrices

DŽÞnition : Le produit des matricesA “ `
aij

ù P M ) m et B “ `
bij

ù P M mn est la
matrice C “ `

cij
ù P M )n dont les coe"cients sont

cij “
mØ

k“1

aik bkj

Autrement dit, le coe"cient cij sÕobtient en faisant le produit de lai-•me ligne de A

(matrice 1 ˆ m) avec la j-•me colonne deB (matrices m ˆ 1).

Attention : le produit AB nÕa de sens que siA a autant de colonnes queB a de lignes.
Cela se lit sur lÕindicem commun aux deux matrices :A P M ) m et B P M mn.

Exemples : parmi les produits de matrices les plus communs on a
‚ le produit entre deux matrices carrées de même taille

M 22 ˆM 22 Ñ M 22 :
ö

1 2
3 4

ú ö
0 2

´1 1

ú
“

ö
1 ¨ 0 ` 2 ¨ p´1q 1 ¨ 2 ` 2 ¨ 1
3 ¨ 0 ` 4 ¨ p´1q 3 ¨ 2 ` 4 ¨ 1

ú
“

ö ´2 4
´4 10

ú
;

‚ le produit entre une matrice rectangulaire et une matrice colonne (c.-à-d. un vecteur)

M 23 ˆ M 31 Ñ M 21 :
ö

1 0 0
0 1 0

ú
¬

ý
x

y

z

þ

â “
ö
x

y

ú
.

Nota : dans le chapitre suivant nous comprendrons pourquoi le produit de matrices est
ainsi dŽÞni.
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Exemples de produits de matrices

Exercice : Calculer les produits possibles entre les matrices

A “
ö
1 ´1
2 0

ú
, B “

¬

ý
2 1

´1 0
3 ´2

þ

â et C “
ö
1 2 ´1
0 1 ´2

ú
;

Solution :

‚ A P M 22 et B P M 32 donc le produit AB nÕexiste pas maisBA P M 32 existe et

BA “
¬

ý
2 ¨ 1 ` 1 ¨ 2 2 ¨ p´1q ` 1 ¨ 0

´1 ¨ 1 ` 0 ¨ 2 ´1 ¨ p´1q ` 0 ¨ 0
3 ¨ 1 ´ 2 ¨ 2 3 ¨ p´1q ´ 2 ¨ 0

þ

â “
¬

ý
4 ´2

´1 1
´1 ´3

þ

â .

‚ A P M 22 et C P M 23 donc le produit AC P M 23 existe maisCA nÕexiste pas et

AC “
ö
1 1 1
2 4 ´2

ú
.

‚ B P M 32 et C P M 23 donc les produitsBC P M 33 et CB P M 22 existent et

BC “
¬

ý
2 5 ´4

´1 ´2 1
3 4 1

þ

â et CB “
ö ´3 3

´7 4

ú
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Déterminant des matrices carrées 1 ˆ 1, 2 ˆ 2 et 3 ˆ 3

DŽÞnition : Le dŽterminant dÕune matrice carrŽeA “ `
aij

ù P M nn est le nombre rŽel
notŽ detA (ou bien |A| si n ‰ 1) et dŽÞni comme suit :

‚ pour n “ 1 det
`
a

ù “ a

‚ pour n “ 2 det
ö
a b

c d

ú
“

����
a b

c d

���� “ a det pdq ´ b det pcq “ ad ´ bc

‚ pour n “ 3, detA se calcule en e!ectuant un dŽveloppement par rapport ˆ une ligne (ou
bien par rapport ˆ une colonne) :

det

¬

ý
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

þ

â “ a11

����
a22 a23

a32 a33

���� ´ a12

����
a21 a23

a31 a33

���� ` a13

����
a21 a22

a31 a32

����

Ici, on a développé par rapport à la première ligne.

Exemples : det
ö

2 1
3 5

ú
“ 2 ¨ 5 ´ 3 ¨ 1 “ 7, det

ö
1 0
0 1

ú
“ 1.

PropriŽtŽs :

‚ detp�Aq “ �
n detpAq (n P N quelconque)

‚ detpABq “ detpAq detpBq
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Matrices carrées inversibles

DŽÞnition : ConsidŽronsM nnpRq, lÕensemble des matrices carrŽes de taillen ˆ n.

‚ La matrice “

¬

û
û
û
ý

1 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 1
. . .

......
. . .

. . . 0

0 ¨ ¨ ¨ 0 1

þ

Ü
Ü
Ü
â

sÕappelle la matriceidentitŽ (ou unitŽ ) car, pour tout

A P M nnpRq, on a

A “ A “ A .

‚ Soit A P M nnpRq. Supposons quÕil existe une matrice, notŽeA´1, telle que

AA
´1 “ A

´1
A “

On dit alors que A est inversible et que A
´1 est sa matrice inverse.

‚ Pour tout n P N, on a det “ 1 .

Remarque : Une matrice inversible A est nécessairement carrée. En effet, si A est une matrice qui
n’est pas carrée et si B est une autre matrice telle que les produits AB et BA soient définis, ces
deux produits sont de tailles différentes et ne peuvent donc pas être égaux à une même matrice .

Exemple : la matrice A“
ö

4 ´1
2 0

ú
est inversible, et A

´1“
ö

0 1{2
´1 2

ú
. (Vérifiez-le !)
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Propriétés des matrices inversibles - Inverse d’une matrice 2 ˆ 2

Proposition : Une matrice A est inversible si et seulement sidetA ‰ 0.

PropriŽtŽ : Si A est inversible, alors detpA´1q “ 1

detpAq .

Preuve : De A
´1

A “ , on obtient det pA´1
Aq “ det p q. Mais comme det p q “ 1 et

det pA´1
Aq “ det pA´1q det pAq (voir page 146), on déduit que det pA´1q “ 1{ det pAq.

Cas particulier (ˆ conna”tre) : n “ 2

A “
ö
a b

c d

ú
est inversible ñ detA “ ad ´ bc ‰ 0

Dans ce cas, sa matrice inverse est

A
´1 “ 1

detA

ö
d ´b

´c a

ú

Exemples :

‚ Pour A “
ö

4 ´1
2 0

ú
on a det A “ 4 ¨ 0 ´ p´1q ¨ 2 “ 2, donc A est inversible. On a alors

A
´1 “ 1

2

ö
0 1

´2 4

ú
“

ö
0 1{2

´1 2

ú
et det A´1 “ 0 ¨ 2 ´ 1

2
¨ p´1q “ 1

2
“ 1

det A
.

‚ Pour B “
ö

4 ´1
´8 2

ú
on a det B “ 0, donc B n’est pas inversible.
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Écriture matricielle des systèmes linéaires

Proposition : Le syst•me linŽaire (S) page 137 est Žquivalent ˆ lÕŽquation matricielle

AX “ B

o• on a posŽ

A “

¬

û
û
û
ý

a11 a12 ¨ ¨ ¨ a1n

a21 a22 ¨ ¨ ¨ a2n

...
... ¨ ¨ ¨

...
am1 am2 ¨ ¨ ¨ amn

þ

Ü
Ü
Ü
â
, X “

¬

û
û
û
ý

x1
x2
...
xn

þ

Ü
Ü
Ü
â
, et B “

¬

û
û
û
ý

b1
b2
...

bm

þ

Ü
Ü
Ü
â
.

Preuve : il suffit d’effectuer le produit matriciel pour s’en rendre compte.

Proposition : Soit A P M nn une matrice carrŽe et soitB P M n1. LÕŽquation matricielle

AX “ B (E)

dÕinconnueX P M n1 admet une solution unique si et seulement si detpAq ‰ 0 , et

dans ce cas la solution est donnŽe par le produit de matrices

X “ A
´1

B .

Preuve : On ne montre qu’un sens de l’implication. Si det pAq ‰ 0, alors A est inversible. En
multipliant à gauche les deux membres de l’équation (E) par A

´1, on obtient A
´1

AX “ A
´1

B,
c’est-à-dire X “ A

´1
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Exemples

‚ Le syst•me

#
2x ´ y “ 4

6x ` 3y “ 0
sÕŽcrit sous forme matricielleAX “ B avec

A “
ö
2 ´1
6 3

ú
, X “

ö
x

y

ú
, et B “

ö
4
0

ú
.

Puisque detpAq “ 6 ´ p´6q ‰ 0, il admet une solution unique X “ A
´1

B. On calcule

A
´1 “

ö
2 ´1
6 3

ú ´1

“
ö

3{12 1{12
´6{12 2{12

ú
“

ö
1{4 1{12

´1{2 1{6
ú
,

on a donc ö
x

y

ú
“

ö
1{4 1{12

´1{2 1{6
ú ö

4
0

ú
“

ö
4{4 ` 0

´4{2 ` 0

ú
“

ö
1

´2

ú
.

‚ Le syst•me

#
2x ´ y “ 4

6x ´ 3y “ 0
sÕŽcrit sous forme matricielleAX “ B avec

A “
ö
2 ´1
6 ´3

ú
, X “

ö
x

y

ú
, et B “

ö
4
0

ú
.

PuisquedetpAq “ ´6 ´ p´6q “ 0, ce syst•me nÕadmet pas de solution unique. En fait, il
nÕadmet aucune solution puisque les Žquations sont incompatibles.
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TMB Ð Chapitre 7
ƒlŽments succincts dÕalg•bre linŽaire

Dans ce chapitre :

7.1 Espaces vectoriels, vecteurs, combinaisons linŽaires, bases, dimension

7.2 Applications linŽaires
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7.1 – Espaces vectoriels

Dans cette section :

‚ DŽÞnition, exemples

‚ Vecteurs de Rn

‚ Combinaisons linŽaires

‚ Famille libre, famille gŽnŽratrice

‚ Base, dimension
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Espaces vectoriels

DŽÞnition : Un espace vectoriel (sur R) est un ensembleV non vide muni :

‚ dÕuneaddition , associative et commutative, notŽe`, c.-ˆ-d. pour tout ~u,~v, ~w P V ,

p~u ` ~vq ` ~w “ ~u ` p~v ` ~wq P V (associativitŽ),

~u ` ~v “ ~v ` ~u P V (commutativitŽ) ;

‚ dÕunvecteur nul notŽ ~0 (appelŽ aussi zŽro ou ŽlŽment neutre) tel que~v ` ~0 “ ~v ;

‚ dÕunemultiplication par un scalaire telle que pour tout ~v P V et tout � P R, �~v P V

et �p~u ` ~vq “ �~u ` �~v (distributivitŽ par rapport ˆ lÕaddition).

On appelle vecteurs les ŽlŽments deV et scalaires les ŽlŽments deR.

PropriŽtŽs ŽlŽmentaires : pour tout ~u,~v, ~w P V et tout � P R

‚ 0~v “ ~0

‚ �~0 “ ~0

‚ p´�q~v “ ´p�~vq “ �p´~vq
‚ �~v “ ~0 ñ p� “ 0 ou ~v “ ~0q

DŽÞnition : Un sous-ensembleV 1 dÕun espace vectorielV est un sous-espace vectoriel
de V , si V 1 nÕest pas vide et si pour tous� P R, u P V , v P V , on a �u ` v P V .
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Exemples d’espaces vectoriels

‚ LÕensembleRn “ tpx1 , . . . , xnq | x1 , . . . , xn P Ru avec
addition : px1 , . . . , xnq ` py1 , . . . , ynq “ px1 ` y1 , . . . , xn ` ynq
vecteur nul : ~0 “ p0, . . . , 0q
multiplication par un scalaire : �px1 , . . . , xnq “ p�x1 , . . . ,�xnq, � P R

‚ LÕensemble des solutions dÕun syst•me linŽairesanssecondmembre est un sous-espace
vectoriel de Rn.

‚ LÕensemble des fonctionsF pRq “ tf : R Ñ R, x fiÑ fpxqu avec
addition : pf ` gqpxq “ fpxq ` gpxq
vecteur nul : la fonction nulle 0pxq “ 0

multiplication par un scalaire : p�fqpxq “ �fpxq, � P R

‚ LÕensemble des solutions dÕune edo linŽaire homog•ne est un espace vectoriel avec les
m•mes opŽrations queF pRq. CÕest un sous-espace vectoriel deF pRq.

‚ LÕensembleM mn des matricesm ˆ n avec

addition : lÕaddition des matrices

vecteur nul : la matrice nulle

multiplication par un scalaire : la dilatation des matrices.

Dans ce cours nous nous intŽresserons surtout R̂n pour n “ 1, 2, 3.
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Vecteurs de Rn

DŽÞnition : Un vecteur ~u de Rn est un n-uplet de n nombres rŽels, notŽ

~u “ pu1 , . . . , unq .

On note aussiRn lÕensemble de cesn-uplets.

Exemple : Soient A “ pa1 , . . . , anq et B “ pb1 , . . . , bnq deux points de lÕespace a"ne
Rn :

‚ pour n “ 2 cÕest le plan cartŽsien muni du rep•repO,~ı ,~| q,

‚ pour n “ 3 cÕest lÕespace cartŽsien muni du rep•repO,~ı ,~| ,~k q.

On dŽÞnit le vecteur ›Ñ
AB P Rn dÕorigineA et dÕextrŽmitŽ B par

~u “ ›Ñ
AB “ pb1 ´ a1 , . . . , bn ´ anq .

On le reprŽsente par une ß•che allant du pointA au point B.

A

~u B

Remarque : si on choisit par exempleA “ p0, . . . , 0q, on reprŽsente le vecteur~u par une
ß•che allant de lÕorigine du rep•re au pointB.
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Opérations sur les vecteurs de Rn

On ajoute deux vecteurs~u,~v P Rn comme suit :
si ~u “ pu1 , u2 , . . . , unq et ~v “ pv1 , v2 , . . . , vnq, alors

~u ` ~v “ pu1 ` v1 , u2 ` v2 , . . . , un ` vnq

Puisque ~u ´ ~v “ ~u ` p´~vq, on a de même ~u ´ ~v “ pu1 ´ v1, u2 ´ v2, . . . , un ´ vnq.
Exercice (r•gle du parallŽlogramme) : représenter dans le plan cartésien les vecteurs ~u “ p1, 2q,
~u

1 “ p2, 1q, ~u 2 “ ~u ` ~u
1 en prenant pour chacun la même origine. Que remarque-t-on ?

~u

~u ` ~v
~v

On dilate un vecteur comme suit : si~u “ pu1 , u2 , . . . , unq et � P R, alors

�~u “ p�u1 ,�u2 , . . . ,�unq
�~u

~u

DŽÞnition : Deux vecteurs~u et ~v sont colinŽaires si on peut trouver � P R tel que
~v “ �~u ou ~u “ �~v.

PropriŽtŽs :

‚ Soit A,B,C P Rn trois points. Alors, ›Ñ
AB ` ››Ñ

BC “ ›Ñ
AC.

‚ Soit A P Rn un point et ~u P Rn un vecteur. Il existe un unique pointB tel que ~u “ ›Ñ
AB.
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Combinaisons linéaires, espace vectoriel engendré

DŽÞnition : On se donne une famille Þniet~u1, ~u2 , . . . ~uku de vecteurs deRn.

‚ Une combinaison linŽaire de la famille t~u1, ~u2 , . . . ~uku est un vecteur~v de la forme

~v “ �1~u1 ` �2~u2 ` ¨ ¨ ¨ ` �k~uk

o• �1 ,�2 , . . . ,�k sont des nombres rŽels appelŽscoe!cients de la combinaison linŽaire.

Exemple : Dans R3, le vecteur p5, 4, 9q est une combinaison linéaire de p1, 2, 3q et p1, ´1, 0q, car
3 p1, 2, 3q ` 2 p1, ´1, 0q “ p5, 4, 9q.

‚ Le sous-espace vectoriel de Rn engendrŽ par la famille t~u1, ~u2 , . . . , ~uku est lÕensemble
de toutes les combinaisons linŽaires possibles de ces vecteurs :

Vectp~u1 , ~u2 , . . . , ~ukq “
!
�1~u1 ` �2~u2 ` ¨ ¨ ¨ ` �k~uk | �1 , . . . ,�k P R

)
Ä Rn

.

Exemple : Dans R3, soient ~ı “ p1, 0, 0q et ~| “ p0, 1, 0q. La famille t~ı ,~| u engendre le plan
vectoriel d’équation z “ 0, car les combinaisons linéaires de p~ı ,~| q sont les vecteurs de la forme

� p1, 0, 0q ` µ p0, 1, 0q “ p�, 0, 0q ` p0, µ, 0q “ p�, µ, 0q
c’est-à-dire tous les vecteurs du plan vectoriel d’équation z “ 0.
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Famille libre (liée), famille génératrice

On se donne une famille ÞnieF “ t~u1 , ~u2 , . . . , ~uku de k vecteurs deRn.

DŽÞnition : La famille F est dite libre si aucun de ses vecteurs ne peut sÕŽcrire comme
une combinaison linŽaire des autres. Autrement dit,F est libre si et seulement si
lÕŽquation

�1~u1 ` ¨ ¨ ¨ ` �k~uk “ ~0

nÕa pas dÕautre solution quep�1 , . . . ,�kq “ p0, . . . , 0q.

Une famille qui n’est pas libre est dite liŽe.

Exemples :

‚ La famille formée des vecteurs p1, 2q et p2, 1q est libre car aucun des deux vecteurs ne peut
s’écrire comme un multiple de l’autre.

‚ La famille formée des vecteurs p1, 2q, p2, 1q et p4, 5q est liée car le vecteur p4, 5q s’écrit comme
combinaison linéaire des deux autres vecteurs. En effet,

p4, 5q “ 2 ¨ p1, 2q ` 1 ¨ p2, 1q

‚ La famille formée des vecteurs p1, 2, 3q et p2, 4, 6q est liée car p2, 4, 6q “ 2 p1, 2, 3q.

DŽÞnition : Soit V un sous-espace vectoriel deRn. La famille F est dite gŽnŽratrice de
V si tout vecteur ~v P V sÕŽcrit comme une combinaison linŽaire de vecteurs deF .
Autrement dit, si pour chaque ~v P V , lÕŽquation

�1~v1 ` �2~v2 ` ¨ ¨ ¨ ` �k~vk “ ~v, avec�1 , . . . ,�k P R

admet au moins une solutionp�1 , . . . ,�kq.
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Base, base canonique et dimension

On se donneV un sous-espace vectoriel deRn.

DŽÞnition : Une base de V est une famille ˆ la fois libre et gŽnŽratrice. Autrement dit,
B “ t~v1 ,~v2 , . . . ,~vku est une base si pour chaque~x P V , lÕŽquation

�1~v1 ` �2~v2 ` ¨ ¨ ¨ ` �k~vk “ ~x, avec �1 , . . . ,�k P R,

admet une unique solution. On dit alors que �1~v1 ` �2~v2 ` ¨ ¨ ¨ ` �k~vk est la
dŽcomposition du vecteur ~x dans la baseB et que p�1 , . . . ,�kq sont les coordonnŽes de
~v dans la baseB.

DŽÞnition (base canonique de Rn) : la famille t~e1 ,~e2 , . . . ,~enu desn vecteurs deRn

dŽÞnis par

~e1 “ p1, 0, . . . , 0q, ~e2 “ p0, 1, 0, . . . , 0q, etc., ~en “ p0, . . . , 0, 1q

est, de fa•on Žvidente, libre et gŽnŽratrice. On lÕappelle la basecanonique de Rn.
Exemple :

‚ Dans R2,
$
~ı ,~|

(
est la base canonique

‚ Dans R3,
$
~ı ,~| ,~k

(
est la base canonique

ThŽor•me (admis) : Le sous-espace vectorielV peut avoir plusieurs bases mais toutes

ses bases ont le m•me nombre dÕŽlŽments. Ce nombre, notŽdimV , sÕappelle la
dimension de V .
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Exemples d’espaces vectoriels engendrés et leur dimension

‚ Un vecteur ~v ‰ ~0 engendre une droite vectorielle, de dimension 1 :

� “ $
�~v | � P R

( “ Vectp~vq

‚ Deux vecteurs~u1 et ~u2 non colinŽaires engendrent un plan vectoriel, de dimension 2 :

⇡ “ $
�1~u1 ` �2~u2 | �1 ,�2 P R

( “ Vectp~u1 , ~u2q

‚ En revanche, deux vecteurs non nuls~u et ~v colinŽaires engendrent une droite vectorielle.

‚ Trois vecteurs de R3 non tous nuls peuvent engendrer une droite vectorielle (sÕils sont
colinŽaires deux ˆ deux), un plan vectoriel (si seul un est combinaison linŽaire des deux
autres) ou tout lÕespaceR3 (si aucun nÕest combinaison linŽaire des autres).
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Exemples de sous-espaces vectoriels de R2
et R3

Rappel : Une partie V de Rn est un sous-espace vectoriel de Rn, si V nÕest pas vide et
si pour tous � P R, u P V , v P V , on a �u ` v P V .

Exemple de sous-espace vectoriel de R2 :
‚ Soit a, b deux nombres rŽels non tous nuls etV lÕensemble des vecteurs~u “ px, yq tels

que
ax ` by “ 0.

V se reprŽsente dans le plan cartŽsien par une droite passant par lÕorigine, dont un
vecteur directeur est p´b, aq. On dit que V est une droite vectorielle .

Exemples de sous-espace vectoriels de R3 :
‚ Soit a, b, c trois nombres rŽels non tous nuls etV lÕensemble des vecteurs~u “ px, y, zq

tels que
ax ` by ` cz “ 0.

V se reprŽsente dans lÕespace cartŽsien par un plan passant par lÕorigine et on dit queV

est un plan vectoriel . Si par exemplea ‰ 0, des vecteurs directeurs de ce plan sont
p´b, a, 0q et p´c, 0, aq.

‚ Soient a1 , b1 , c1 trois nombres rŽels non tous nuls eta2 , b2 , c2 trois autres nombres rŽels
non tous nuls. Soit V lÕensemble des vecteurs~u “ px, y, zq de R3 tels que

#
a1x ` b1y ` c1z “ 0

a2x ` b2y ` c2z “ 0

Alors V est lÕintersection de deux plans vectoriels, cÕest-ˆ-dire unedroite vectorielle ou
un plan vectoriel si les deux plans sont confondus.
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Matrice d’un vecteur dans une base

On se donneV Ä Rn un sous-espace vectoriel et une baseB de V .

DŽÞnition : On appelle matrice du vecteur~x P V dans la baseB la matrice colonne
X P M n,1 dont les coe"cients sont les coordonnŽes de~x dans la baseB. Autrement dit,

X “

¬

û
ý

x1
...
xn

þ

Ü
â

B

.

Nota :

‚ Dans cette Žcriture, on omet souvent la base en indice de la matrice. LorsquÕil est
important de prŽciser la base par rapport ˆ laquelle on travaille, on ne lÕomet pas.

‚ On identiÞe souvent le vecteur~x et sa matrice X dans une base, cÕest-ˆ-dire, quÕon se
permet dÕŽcrire~x “ X. Ceci ne porte gŽnŽralement pas ˆ confusion, mais il faut garder
ˆ lÕesprit que cÕest un abus de notation (tr•s commun dÕailleurs).

Exemple : Le vecteur p2, ´3q P R2 s’écrit 2~ı ´ 3~| . Sa matrice dans la base canonique t~ı ,~| u est

X “
ö

2
´3

ú

p~ı ,~| q
.

Par abus de notation, on écrit ~x “
ö

2
´3

ú
.
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Déterminant de n vecteurs de Rn
, base orientée

Soit F “ t~u1 , ~u2 , . . . , ~unu Ä Rn une famille den vecteurs.

DŽÞnition : On appelle dŽterminant de la familleF le dŽterminant de la matrice carrŽe
n ˆ n dont les colonnes sont les vecteurs~uj dŽcomposŽs dans la base canonique deRn.
Exemples :

‚ Dans R2, si ~u “ p1, 2q et ~v “ p3, 4q, on a

det p~u,~vq “ det
ö

1 3
2 4

ú
“ 1 ¨ 4 ´ 3 ¨ 2 “ ´2

‚ Dans R3, pour ~u “ p1, 2, 0q, ~v “ p0, 1, 2q, ~w “ p2, 0, 1q, on a

det p~u,~v, ~wq “ det

¬

ý
1 0 2
2 1 0
0 2 1

þ

â “ 1 ¨ 1 ¨ 1 ` 0 ¨ 0 ¨ 0 ` 2 ¨ 2 ¨ 2 ´ p1 ¨ 0 ¨ 2 ` 0 ¨ 2 ¨ 1 ` 2 ¨ 1 ¨ 0q “ 9

Proposition : La famille F est une base si est seulement si son dŽterminant est non nul.

DŽÞnition : Soit B “ p~u1 , ~u2 , . . . , ~unq une base deRn. On dit que B est une base
directe (ou orientŽe positivement) si detpBq “ detp~u1 , ~u2 , . . . , ~unq ° 0 et indirecte (ou
orientŽe nŽgativement) sinon.
Exemples :

‚ Dans R2, on a det p~ı ,~| q “ det
ö

1 0
0 1

ú
“ 1 ° 0 et det p~| ,~ı q “ det

ö
0 1
1 0

ú
“ ´1 † 0. Donc

la base canonique p~ı ,~| q est directe, mais la base p~| ,~ı q est indirecte.

‚ Dans R3, avec ~u, ~v et ~w comme précédemment, p~u,~v, ~wq est une base directe.
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7.2 – Applications linéaires

Dans cette section :

‚ DŽÞnition, exemples

‚ Lien entre applications linŽaires et matrices

‚ Composition dÕapplication linŽaire

‚ Applications linŽaires inversibles, isomorphismes
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Applications linéaires : définition

DŽÞnition : Soient V et V 1 deux espaces vectoriels (pensezV “ Rn et V 1 “ Rm). Une
application L : V Ñ V

1 est linŽaire si pour tout � P R, tout ~u P V et tout ~v P V , on a

Lp�~u ` ~vq “ �Lp~uq ` Lp~vq

Nota : L : V Ñ V
1 est linéaire si et seulement si pour tous ~u,~v P V et tout � P R, on a

Lp�~uq “ �Lp~uq et Lp~u ` ~vq “ Lp~uq ` Lp~vq.

PropriŽtŽ : Si L : V Ñ V
1 est linŽaire alors L

`
~0

ù “ ~0 .

Exemples dÕapplications linŽaires :

‚ L : R2 Ñ R3, Lpx, yq “ p3x ` y,´y, y ´ 2xq
‚ L : R3 Ñ R2, Lpx, y, zq “ pz, x ´ y ` zq
‚ L : R3 Ñ R3, Lpx, y, zq “ p0, 0, zq

Exemples dÕapplications non linŽaires :

‚ Lpx, y, zq “ px2
, yq

‚ Translation par un vecteur ~v P Rn : T*v : Rn Ñ Rn, T*v p~xq “ ~x ` ~v.

Proposition : LÕensemble des applications linŽaires deV vers V
1 est un espace vectoriel.
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Lien entre applications linéaires et matrices I

Proposition : Soit A “ `
aij

ù
1§i§n, 1§j§m

une matrice de taille m ˆ n. LÕapplication
LA : Rn Ñ Rm dŽÞnie par

LApx1 , . . . , xnq “
«

pa11x1 ` ¨ ¨ ¨ ` a1nxnq, . . . , pam1x1 ` ¨ ¨ ¨ ` amnxnq
ø

est linŽaire. RŽciproquement, pour toute application linŽaireL : Rn Ñ Rm, il existe une
matrice A P M mn telle que L “ LA (il nÕy a pas unicitŽ de la matrice).

Preuve : En utilisant la définition de LA, il est facile de voir que pour tous ~u,~v P Rn et tout
� P R, on a LAp�~u ` ~vq “ �LAp~uq ` LAp~vq. Donc LA est linéaire.
Réciproquement, soit L : Rn Ñ Rm une application linéaire. Notons B “ t~e1, . . . ,~enu Ä Rn la
base canonique de Rn. Pour tout j P t1, . . . , nu, il existe a1j , . . . , amj P Rm tels que

Lp~ejq “ pa1j , a2j , . . . , amjq
les nombres a1j , . . . , a1n sont simplement les coordonnées du vecteur Lp~ejq P Rm dans la base
canonique de Rm Posons A “ paijq P M mn et vérifions que L “ LA. On a

Lpx1, . . . , xnq “ L px1~e1 ` ¨ ¨ ¨ ` xn~enq “ x1L p~e1q ` ¨ ¨ ¨ ` xnL p~enq
“ x1pa11, . . . , am1q ` ¨ ¨ ¨ ` xnpa1n, . . . , amnq
“ pa11x1, . . . , am1x1q ` ¨ ¨ ¨ ` pa1nxn, . . . , amnxnq
“

«
pa11x1 ` ¨ ¨ ¨ ` a1nxnq, . . . , pam1x1 ` ¨ ¨ ¨ ` amnxnq

ø

“ LApx1, . . . , xnq
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Lien entre applications linéaires et matrices II

Soit L : Rn Ñ Rm une application linŽaire.

La matrice A P M mn construite prŽcŽdemment telle queL “ LA est la matrice de L

dans les bases canoniques deRm et Rn (on lÕappelera la matrice deL). Autrement dit, si
on note ~x “ px1 , . . . , xnq et ~y “ py1 , . . . , ymq, on a

L p~xq “ ~y ñ AX “ Y ñ

¬

û
ý

a11 ¨ ¨ ¨ a1n

...
...

am1 ¨ ¨ ¨ amn

þ

Ü
â

¬

û
ý

x1
...
xn

þ

Ü
â “

¬

û
ý

y1
...

ym

þ

Ü
â

o• X et Y sont les matrices des vecteurs~x et ~y dans bases canoniques deRn et Rm

respectivement.

Nota :

‚ Les reprŽsentations matricielles des vecteurs et des applications linŽaires et donc les
identiÞcations des espaces, dŽpendent des bases choisies. Dans ce cours, nous
travaillerons toujours (ou presque) dans les bases canoniques.

‚ Par abus de notation, on Žcrit souvent

L p~xq “ ~y ñ A~x “ ~y.
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Exercice : lien entre applications linéaires et matrices

Exercice : Pour les matrices A suivantes, trouver l’application linéaire L correspondante.

‚ A “
ö

5 0 4
´1 3 ´2

ú

Solution : On a A P M 23 pRq, donc L : R3 Ñ R2. Pour px, y, zq P R3 :

A

¬

ý
x

y

z

þ

â “
ö

5 0 4
´1 3 ´2

ú
¬

ý
x

y

z

þ

â “
ö

5x ` 4z
´x ` 3y ´ 2z

ú
.

On a donc Lpx, y, zq “ p5x ` 3z,´x ` 3y ´ 2zq.

‚ A “
¬

ý
5 ´1
0 3
4 ´2

þ

â

Solution : On a A P M 32 pRq, donc L : R2 Ñ R3. Pour px, yq P R2 :

A

ö
x

y

ú
“

¬

ý
5 ´1
0 3
4 ´2

þ

â
ö

x

y

ú
“

¬

ý
5x ´ y

3y
4x ´ 2y

þ

â .

On a donc Lpx, yq “ p5x ´ y, 3y, 4x ´ 2yq.

Nota : pour trouver L, on a e!ectuŽ le produit matriciel A
` x

y
ù
.
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Exercice : lien entre applications linéaires et matrices

Exercice : Pour les applications linéaires L suivantes, trouver la matrice A

correspondante.

‚ Lpx, y, zq “ px ´ z, 3y ` z ´ 2xq
Solution : On a L : R3 Ñ R2, donc A P M 23 pRq : on Žcrit

ö
x ´ z

´2x ` 3y ` z

ú
“

ö
1 0 ´1

´2 3 1

ú
¬

ý
x

y

z

þ

â “ A

¬

ý
x

y

z

þ

â ,

donc la matrice associŽe ˆL est A “
ö

1 0 ´1
´2 3 1

ú
.

‚ Rot! px, yq “ px cos ✓ ´ y sin ✓, x sin ✓ ` y cos ✓q (rotation dÕangle ✓)

Solution : On a Rot! : R2 Ñ R2, donc A P M 22 pRq : on Žcrit
ö

x cos ✓ ´ y sin ✓
x sin ✓ ` y cos ✓

ú
“

ö
cos ✓ ´ sin ✓
sin ✓ cos ✓

ú ö
x

y

ú
“ Rot!

ö
x

y

ú
,

donc la matrice de rotation dÕangle✓ est A “
ö
cos ✓ ´ sin ✓
sin ✓ cos ✓

ú
.

Nota : pour trouver A, on a Žcrit le vecteur colonne associŽ L̂px, yq sous forme dÕun
produit matriciel.
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Applications linéaires issues de la géométrie

Exemples dÕapplications linŽaires de R2 dans R2 : on note ici les vecteurs en colonne.

‚ Rotation dÕangle✓ : Rot!

ö
x

y

ú
“

ö
x cos ✓ ´ y sin ✓
x sin ✓ ` y cos ✓

ú
“

ö
cos ✓ ´ sin ✓
sin ✓ cos ✓

ú ö
x

y

ú

‚ RŽßexion autour dÕun axe formant un angle✓ avec lÕaxe des abscisses :

Ref !

ö
x

y

ú
“

ö
x cosp2✓q ` y sinp2✓q
x sinp2✓q ´ y cosp2✓q

ú
“

ö
cosp2✓q sinp2✓q
sinp2✓q ´ cosp2✓q

ú ö
x

y

ú

‚ Projection sur pO~ı q parall•lement ˆ ~| : P*ı

ö
x

y

ú
“

ö
x

0

ú

‚ Projection sur pO~| q parall•lement ˆ ~ı : P*+

ö
x

y

ú
“

ö
0
y

ú
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Composition d’applications linéaires

DŽÞnition : La composŽe de deux applications linŽairesL : V Ñ V
1 et L1 : V 1 Ñ V

2 est
lÕapplicationL1 ˝ L : V Ñ V

2, aussi linŽaire, dŽÞnie pour~u P V par

`
L

1 ˝ L
ù`
~u

ù “ L
1
«
L

`
~u

ùø
.

Remarque : Pour que la composŽe ait un sens, lÕespace dÕarrivŽe deL doit correspondre
ˆ lÕespace de dŽpart deL1.

Exemple : Si L : R3 Ñ R2 et L
1 : R2 Ñ R2 sont données par

Lpx, y, zq “ `
3x ` z, 2z ´ y

ù
et L

1pu, vq “ `
u ` 2v, 3v ´ u

ù
,

alors on peut calculer la composée L
1 ˝ L : R3 Ñ R2 :

pL1 ˝ Lqpx, y, zq “ L
1`
Lpx, y, zqù

“ L
1p3x ` z, 2z ´ yq

“ `p3x ` zq ` 2p2z ´ yq, 3p2z ´ yq ´ p3x ` zqù

“ `
3x ` z ` 4z ´ 2y, 6z ´ 3y ´ 3x ´ z

ù

“ `
3x ´ 2y ` 5z, ´3x ´ 3y ` 5z

ù
.

PropriŽtŽ : Lorsque les produits et composŽes ont un sens, on a

LAB “ LA ˝ LB .

Nota : cÕest la formule qui justiÞe la dŽÞnition du produit de matrices qui a ŽtŽ dŽÞni aÞn
quÕil corresponde ˆ la composition des application linŽaires.
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Inverse d’une application linéaire

DŽÞnition : Si elle existe, lÕinverse (ou la rŽciproque) de lÕapplication linŽaire
L : V Ñ V

1 est lÕapplicationL´1 : V 1 Ñ V , aussi linŽaire, telle que, pour tout ~u P V et
pour tout ~v P V

1,

pL´1 ˝ Lqp~uq “ ~u et pL ˝ L
´1qp~vq “ ~v .

Autrement dit,

L
´1 ˝ L “ idV et L ˝ L

´1 “ idV 1 .

On dit alors que L est inversible .
Exemple : Si L : R2 Ñ R2 est donnée par Lpx, yq “ p3x ` y, ´yq, alors

L
´1pu, vq “

ö
u ` v

3
, ´v

ú
,

car pour tout px, yq P R2 on a

Lpx, yq “ `
3x ` y, ´y

ù “ pu, vq ô
"

3x ` y “ u

´y “ v

ô
"

3x “ u ´ y “ u ´ p´vq “ u ` v

y “ ´v

ô px, yq “
ö
u ` v

3
, ´v

ú
“ L

´1pu, vq.
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Isomorphismes

Soient V et V 1 deux espaces vectoriels de dimension Þnie.

DŽÞnition Une application linŽaire inversibleL : V Ñ V
1 est appelŽeisomorphisme . On

dit alors que V et V 1 sont isomorphes et on note V » V
1
.

Proposition : Soit L : V Ñ V
1 un isomorphisme.

‚ L transforme une base deV en une base deV 1. En particulier, dimV “ dimV
1
.

‚ RŽciproquement, sidimV “ dimV
1, alors V » V

1.

PropriŽtŽs : Soit L : Rn Ñ Rn une application linŽaire de matriceA P M nn (cÕest-ˆ-dire
L “ LA). On a

L est un isomorphisme ñ A est inversible ñ detA ‰ 0.

Exemples :

‚ L’application L : R2 Ñ R2 donnée par Lpx, yq “ `
3x`y, ´y

ù
est un isomorphisme, car elle est

linéaire et a l’inverse L
´1pu,vq “ `

u`v

3 , ´v
ù
.

‚ La projection P : R3 Ñ R2 donnée par P px, y, zq “ px, yq est linéaire mais ce n’est pas un
isomorphisme car elle n’a pas d’inverse. Pourquoi ?

‚ L’application L : R Ñ R donnée par Lpxq “ x
3 a l’inverse L

´1puq “ 3?u mais ce n’est pas un
isomorphisme car elle n’est pas linéaire.
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TMB Ð Chapitre 8
GŽomŽtrie euclidienne dans R2 et R3

Dans ce chapitre :

8.1 GŽnŽralitŽs (dansRn)

8.2 IsomŽtries et matrices orthogonales

8.3 GŽomŽtrie euclidienne dansR2

8.4 GŽomŽtrie euclidienne dansR3
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8.1 – Généralités

Dans cette section :

‚ Angle orientŽ entre vecteurs

‚ Produit scalaire, norme, distance

‚ ƒcriture du produit scalaire sous forme matricielle
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8.1a – Angle orienté entre vecteurs

Deux vecteurs Žtant toujours coplanaires (cÕest-ˆ-dire quÕils appartiennent ˆ un m•me
plan vectoriel), on peut toujours les reprŽsenter dans le plan cartŽsienR2.

DŽÞnitions : Soient ~u et ~v deux vecteurs (de m•me origine) deR2 (resp. de R3) non nuls,
que lÕon identiÞe ˆ leurs reprŽsentations dans le plan cartŽsien (resp. lÕespace cartŽsien).

‚ LÕangle orientŽ de ~u vers~v, que lÕon mesure dans le plan engendrŽ par les vecteurs~u et

~v, se note xuv.
~u

~v xuv
.

‚ ~u et ~v sont parall•les , ou colinŽaires, ce quÕon

note ~u ! ~v si sinpxuvq “ 0 . ~u

~v

~u et ~v sont perpendiculaires , ou orthogonaux , ce quÕon

note ~u K ~v si cospxuvq “ 0 .
~u

~v

‚ On appelle mesure principale (en radians) de lÕanglexuv le nombre rŽel✓ P r0,⇡s dŽÞni
par ✓ “ arccos

`
cospxuvqù

.
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8.1b – Produit scalaire euclidien et norme euclidienne dans Rn

DŽÞnition : Soient ~u “ pu1 , u2 , . . . , unq et ~v “ pv1 , v2 , . . . , vnq deux vecteurs deRn. Le
produit scalaire euclidien (ou canonique) de ~u et ~v est le nombre rŽel notŽ~u ¨ ~v (ou
encore

@
~u,~v

D
) et dŽÞni par :

~u ¨ ~v “ u1v1 ` u2v2 ` ¨ ¨ ¨ ` unvn

Nota : le produit scalaire est une application Rn ˆ Rn Ñ R.

PropriŽtŽs ŽlŽmentaires du produit scalaire : le produit scalaire est une application
bilinŽaire, symŽtrique et dŽÞnie positive. Autrement dit, pour tous~u,~v, ~w P Rn et � P R,

‚ p~u ` ~vq ¨ ~w “ ~u ¨ ~w ` ~v ¨ ~w
‚ p�~uq ¨ ~v “ �p~u ¨ ~vq
‚ ~u ¨ ~v “ ~v ¨ ~u
‚ ~u ¨ ~u • 0 et

$
~u ¨ ~u “ ~0 ñ ~u “ ~0

(

DŽÞnition : la norme euclidienne (cÕest-ˆ-dire la "longueur") dÕun vecteur~u P Rn,
notŽe }~u}, est dŽÞnie par

}~u} “
?
~u ¨ ~u

En particulier, la distance euclidienne entre deux points A et B du plan (resp. de

lÕespace) cartŽsien est donnŽe pardist pA,Bq “ }›Ñ
AB} .

Exemple : pour p1, 2, 3q et p4,´5, 6q dans R3, on a

p1, 2, 3q ¨ p4,´5, 6q “ 1 ¨ 4 ` 2 ¨ p´5q ` 3 ¨ 6 “ 4 ´ 10 ` 18 “ 12,

}p1, 2, 3q} “
a
12 ` 22 ` 32 “

?
14.
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Exercice

Exercice : Écrire le produit scalaire sous forme matricielle.

Exercice : Dans l’espace euclidien, calculer la distance du point P de coordonnées
p3,´1, 2q à l’origine O de coordonnées p0, 0, 0q, puis celle du point P au point Q de
coordonnées p1, 0, 3q.
Solution : La distance entreP px, y, zq et O est Žgale ˆ la longueur du vecteur

››Ñ
OP “

¬

ý
x

y

z

þ

â, cÕest-ˆ-dire sa norme}››Ñ
OP } “

a
x2 ` y2 ` z2.

On a donc :
distpO,P q “

b
32 ` p´1q2 ` 22 “ ?

9 ` 1 ` 4 “
?
14.

La distance entreP px, y, zq et Qpa, b, cq est Žgale ˆ la longueur du vecteur

››Ñ
QP “ ››Ñ

OP ´ ››Ñ
OQ “

¬

ý
x

y

z

þ

â ´
¬

ý
a

b

c

þ

â “
¬

ý
x ´ a

y ´ b

z ´ c

þ

â .

On a donc :

distpQ,P q “
b

p3 ´ 1q2 ` p´1 ´ 0q2 ` p2 ´ 3q2 “ ?
4 ` 1 ` 1 “

?
6.
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Propriétés du produit scalaire

Proposition : Soient ~u,~v deux vecteurs deRn. Alors,

~u ¨ ~v “ }~u} ¨ }~v} ¨ cospxuvq

Preuve : Si ~u “ ~0 ou ~v “ ~0, le résultat est évident. Sinon, commençons par montrer le résultat
pour n “ 2. En identifiant R2 à C, on peut écrire

~u “ pa, bq ” a ` ib “ ⇢e
i✓
, ~v “ pc, dq ” c ` id “ ⇢

1
e
i✓

1
,

avec ⇢, ⇢
1 P R` et ✓, ✓

1 Ps ´ ⇡,⇡s. En remarquant que

~u ¨ ~v “ ac ` bd “ Re
«

pa ` ibq !pc ` idq
ø
, ⇢ “ }~u}, ⇢

1 “ }~v}, ✓ ´ ✓
1 “ xuv,

on obtient (en utilisant les propriétés de l’exponentielle et le fait que ⇢ et ⇢
1 sont réels),

~u ¨ ~v “ Re
«
⇢e

i✓ !
⇢1ei✓1

ø
“ ⇢⇢

1 Re
«
e
ip✓´✓

1q
ø

“ ⇢⇢
1 cosp✓ ´ ✓

1q “ }~u}}~v} cosp xuvq.
Maintenant, pour un n quelconque, puisque deux vecteurs appartiennent toujours à un même
plan, on peut identifier ce plan à C et raisonner comme précédemment.

Corollaire : Le produit scalaire caractŽrise les vecteurs orthogonaux. Autrement dit,

~u ¨ ~v “ 0 ñ ~u K ~v
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Exercice

Exercice : Les vecteurs de l’espace euclidien R3 , ~u “ p1,´1, 3q et ~v “ p´1, 2, 1q sont-ils
parallèles ou orthogonaux ?

Solution : Le produit scalaire ~u ¨ ~v vaut :
¬

ý
1

´1
3

þ

â ¨
¬

ý
´1
2
1

þ

â “ 1 ¨ p´1q ` p´1q ¨ 2 ` 3 ¨ 1 “ ´1 ´ 2 ` 3 “ 0,

dont ~u et ~v sont orthogonaux. En particulier, puisquÕaucun des deux vecteurs est nul, ils
ne sont pas parall•les.
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8.2 – Isométries et matrices orthogonales

Dans cette section :

‚ DŽÞnition, propriŽtŽs

‚ Matrices orthogonales

‚ DŽplacements et antidŽplacements
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8.2a – Définition, premières propriétés

DŽÞnition : Une isomŽtrie (vectorielle) de lÕespace euclidienRn est une application
linŽaire L : Rn Ñ Rn qui conserve la norme euclidienne des vecteurs. Autrement dit,

@~u P Rn
,

Ý
ÝLp~uq

Ý
Ý“

Ý
Ý~u

Ý
Ý.

Proposition : Une isomŽtrie (vectorielle) L : Rn Ñ Rn prŽserve le produit scalaire.
Autrement dit, pour tous ~u,~v P Rn, Lp~uq ¨ Lp~vq “ ~u ¨ ~v.

Preuve : Soient ~u,~v P Rn. Par définition d’une isométrie, on a
Ý
ÝLp~u ` ~vq

Ý
Ý2 “

Ý
Ý~u ` ~v

Ý
Ý2. (˚)

Par définition de la norme, on a, d’une part
Ý
Ý~u ` ~v

Ý
Ý2 “ `

~u ` ~v
ù ¨ `

~u ` ~v
ù “ ~u ¨ ~u ` 2~u ¨ ~v ` ~v ¨ ~v “ }~u}2 ` 2~u ¨ ~v ` }~v}2 (˚˚)

et d’autre part
Ý
ÝLp~u ` ~vq

Ý
Ý2 “ `

Lp~u ` ~vqù ¨ `
Lp~u ` ~vqù “ `

Lp~uq ` Lp~vqù ¨ `
Lp~uq ` Lp~vqù

(par linéarité de L)

“ Lp~uq ¨ Lp~uq ` 2Lp~uq ¨ Lp~vq ` Lp~vq ¨ Lp~vq
“

Ý
ÝLp~uq

Ý
Ý2 ` 2Lp~uq ¨ Lp~vq `

Ý
ÝLp~vq

Ý
Ý2

“ }~u}2 ` 2Lp~uq ¨ Lp~vq ` }~v}2, (car L est une isométrie) (˚ ˚ ˚)

De p˚q, p˚˚q, p˚ ˚ ˚q, on déduit (après simplification) Lp~uq ¨ Lp~vq “ ~u ¨ ~v.
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8.2b – Propriétés des isoméries

Proposition : Une isomŽtrie (vectorielle) L : Rn Ñ Rn prŽserve le produit scalaire.
Autrement dit, pour tous ~u,~v P Rn, Lp~uq ¨ Lp~vq “ ~u ¨ ~v.

Preuve : Soient ~u,~v P Rn. Par définition d’une isométrie, on a
Ý
ÝLp~u ` ~vq

Ý
Ý2 “

Ý
Ý~u ` ~v

Ý
Ý2. (˚)

Par définition de la norme, on a, d’une part
Ý
Ý~u ` ~v

Ý
Ý2 “ `

~u ` ~v
ù ¨ `

~u ` ~v
ù “ ~u ¨ ~u ` 2~u ¨ ~v ` ~v ¨ ~v “ }~u}2 ` 2~u ¨ ~v ` }~v}2 (˚˚)

et d’autre part
Ý
ÝLp~u ` ~vq

Ý
Ý2 “ `

Lp~u ` ~vqù ¨ `
Lp~u ` ~vqù “ `

Lp~uq ` Lp~vqù ¨ `
Lp~uq ` Lp~vqù

(par linéarité de L)

“ Lp~uq ¨ Lp~uq ` 2Lp~uq ¨ Lp~vq ` Lp~vq ¨ Lp~vq
“

Ý
ÝLp~uq

Ý
Ý2 ` 2Lp~uq ¨ Lp~vq `

Ý
ÝLp~vq

Ý
Ý2

“ }~u}2 ` 2Lp~uq ¨ Lp~vq ` }~v}2, (car L est une isométrie) (˚ ˚ ˚)

De p˚q, p˚˚q, p˚ ˚ ˚q, on déduit (après avoir simplifié) Lp~uq ¨ Lp~vq “ ~u ¨ ~v.

Proposition : Une isomŽtrie prŽserve la mesure (principale) des angles des vecteurs.
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8.2b – Représentation matricielle des isométries : matrices orthogonales

DŽÞnition : La transposŽe dÕune matriceA P M mnpRq est la matrice A
T P M nmpRq

dont les coe"cients sont dŽÞnis par permutation de lÕindice de ligne et de colonne :

pAT qij “ aji

Autrement dit, les colonnes deAT sont les lignes deA (et vice versa).

Exemples :
ö

2 3 0
1 5 7

ú
T

“
¬

ý
2 1
3 5
0 7

þ

â ,

ö
0
3

ú
T

“ `
0 3

ù
,

ö
1 5
3 2

ú
T

“
ö

1 3
5 2

ú
.

PropriŽtŽs :

‚ Si le produit matriciel AB a du sens,pABqT “ B
T
A

T .

‚ Si A est une matrice carrŽe,detpAT q “ detpAq

DŽÞnition : Une matrice carrŽeA est orthogonale si AA
T “ .

PropriŽtŽs : Si A est orthogonale, alorsA est inversible et A
´1 “ A

T , detpAq “ ˘1 .

Preuve : 1 “ det p q “ det pAA
T q “ det pAq det pAT q “ `

det pAqù2
.

Exemples de matrices orthogonales :

‚ les rotations : Rot ✓ “
ö

cos ✓ ´ sin ✓

sin ✓ cos ✓

ú
ex.

ö
1 0
0 1

ú
,

ö
0 ´1
1 0

ú

‚ les réflexions : Ref ✓ “
ö

cosp2✓q sinp2✓q
sinp2✓q ´ cosp2✓q

ú
ex.

ö
1 0
0 ´1

ú
,

ö
0 1
1 0

ú
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Déplacements et antidéplacements

Proposition :

Une transformation linŽaire du plan ou de lÕespace est une isomŽtrie si et
seulement si sa matrice associŽe est orthogonale.

On distingue alors

‚ les isomŽtries directes , donnŽes par des matrices orthogonalesA avec detpAq “ `1 ,

qui prŽservent lÕorientation. Ce sont lesrotations (autour de p0, 0q dans R2, autour dÕun
axe passant parp0, 0, 0q dans R3) ;

‚ les isomŽtries indirectes , donnŽes par des matrices orthogonalesA avec

detpAq “ ´1 , qui inversent lÕorientation. Ce sont lesrŽßexions (par rapport ˆ une

droite passant par p0, 0q dans R2, par rapport ˆ un plan passant par p0, 0, 0q dans R3).

DŽÞnition : Une isomŽtrie a"ne de lÕespace euclidienRn est la composŽe dÕune isomŽtrie
vectorielle et dÕune translation. On appelle :

‚ dŽplacement la composŽe dÕune isomŽtrie directe et dÕune translation ;

‚ antidŽplacement la composŽe dÕune isomŽtrie indirecte et dÕune translation.

Nota : une isomŽtrie reproduit nÕimporte quelle Þgure ˆ lÕŽchelle 1.
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Exercice

Exercice : Les transformations données par les matrices suivantes, sont-elles des isométries
(directes ou indirectes) ou des projections ?

‚ A “
¬

ý
0 1 0

´1 0 0
0 0 1

þ

â

Solution : On a (en développant par rapport à la première ligne)

det pAq “ ´
����
´1 0
0 1

���� “ ´p´1q “ 1,

donc A est inversible (un isomorphisme), car det pAq ‰ 0. Après calculs, on trouve

A
´1 “

¬

ý
0 ´1 0
1 0 0
0 0 1

þ

â “ A
T
,

donc A est une matrice orthogonale, donc une isométrie. Puisque det pAq “ 1, c’est une isométrie
directe, c’est-à-dire une rotation. Effectivement,

A “
¬

ý
cosp3⇡{2q ´ sinp3⇡{2q 0
sinp3⇡{2q cosp3⇡{2q 0

0 0 1

þ

â “ Rot Oz

3⇡{2,

donc cette matrice représente la rotation d’angle 3⇡{2 autour de l’axe Oz.
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Exercice (suite)

‚ B “
¬

ý
0 0 1
0 1 0
1 0 0

þ

â

Solution : On a det pBq “
����
0 1
1 0

���� “ ´1, donc B est inversible. Après calculs, on trouve

B
´1 “ B

T p“ Bq, donc B est une matrice orthogonale. Puisque det pBq “ ´1, c’est une
réflexion isométrie indirecte. Effectivement,

B “
¬

ý
cosp⇡{2q 0 sin p⇡{2q

0 1 0
sinp⇡{2q 0 cosp⇡{2q

þ

â “ Ref xOz

⇡{4 ,

qui représente la réflexion par rapport à un plan contenant l’axe Oy et qui intersecte le plan xOz

en une droite penchée de ⇡{4 sur Ox.

‚ C “
¬

ý
2 0 0
3 5 0
0 0 0

þ

â

Solution : Puisque det pCq “ 0, la matrice n’est pas inversible, donc elle ne représente pas une
isométrie. C n’est pas une projection orthogonale (ou isométrique), car det

`
2 0
3 5

ù “ 10 implique
que la matrice C dilate les longueurs.
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8.3 – Géométrie euclidienne dans le plan et dans l’espace

Dans cette section :

‚ Droites du plan

‚ Coniques

‚ Lien avec les complexes (distance, isomŽtries)
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Droites affines du plan

DŽÞnition : Soient a, b, c des nombres rŽels tels quepa, bq ‰ p0, 0q.

‚ Une droite � est formŽe des points du plan cartŽsien de coordonnŽespx, yq telles que

ax ` by ` c “ 0

On retrouve lÕŽquation dÕune droite vectorielle dans le cas o•c “ 0.

‚ Le vecteur
ö

a

b

ú
est orthogonal ou normal ˆ la droite �.

‚ Les vecteurs
ö

b

´a

ú
et

ö ´b

a

ú
sont des vecteurs directeurs de la droite �.

Exemples :

x ´ 5y “ 0 est l’équation d’une droite vectorielle de vecteur directeur
ö

5
1

ú
.

x ` 3 “ 5y est l’équation d’une droite affine admettant le même vecteur directeur. Elle lui est
donc parallèle.

Nota : Une droite est entièrement déterminée par (au choix) :
‚ deux points distincts ;

‚ un point et un vecteur directeur ;

‚ un point un vecteur normal.
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Équations cartésiennes et paramétriques des droites du plan

Si ~u “ pu1 , u2q est un vecteur deR2, on dŽÞni~uK “ p´u2 , u1q. Les vecteurs~u et ~uK
sont orthogonaux.

On note � la droite du plan passant parApa1 , a2q P � et de vecteur directeur
~u “ pu1 , u2q ‰ ~0. Le point P px, yq appartient ˆ � si est seulement si

›Ñ
AP ! ~u . (condition)

~u
K

~u

A

�P

ƒquation cartŽsienne de � : elle sÕobtient en remarquant que

›Ñ
AP ! ~u ñ det

`›Ñ
AP, ~u

ù “ 0 ñ det

ö
x ´ a1 u1
y ´ a2 u2

ú
“ 0

ñ px ´ a1qu2 ´ py ´ a2qu1 “ 0 (Žquation cartŽsienne)

ñ ›Ñ
AP K ~u

K “ 0

ƒquation (linŽaire) paramŽtrique de � : elle sÕobtient en remarquant que

›Ñ
AP ! ~u ñ ›Ñ

AP “ �~u,� P R ñ ››Ñ
OP “ ›Ñ

OA ` �~u,� P R

ñ
"

x “ a1 ` �u1
y “ a2 ` �u2

, � P R (Žquation paramŽtrique de�)

Dans le syst•me ci-dessus,� est le param•tre.
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Coniques : cercle, ellipse

DŽÞnition : Une conique est une courbe plane obtenue en prenant lÕintersection entre un
c™ne de rŽvolution et un plan. Analytiquement, on dŽÞnit une conique comme lÕensemble
des points du plan vŽriÞant lÕŽquation

ax
2 ` bxy ` cy

2 ` dx ` ey ` f “ 0 pa, b, cq ‰ p0, 0, 0q.

‚ Cercle : px ´ aq2 ` py ´ bq2 “ r
2

centre pa, bq, rayon r

pa, bq

r

‚ Ellipse :
x

2

a2
` y

2

b2
“ 1

centre p0, 0q, axes~ı et ~| .

a

b
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Coniques : hyperbole, parabole

‚ Hyperbole :
x

2

a2
´ y

2

b2
“ ˘1 centre p0, 0q, axes~ı et ~| ,asymptotes y “ ˘ b

a
x

cas +1 : cas -1 :

ou bien : y “ a

x

centre p0, 0q, asymptotes~ı et ~|

a ° 0 a † 0

‚ Parabole : y “ ax
2 ` bx ` c

axe parall•le ˆ ~|

a ° 0 a † 0

ou bien : x “ ay
2 ` by ` c

axe parall•le ˆ ~ı

a ° 0 a † 0
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8.4 – Géométrie euclidienne dans l’espace

Dans cette section :

‚ Propuit vectoriel

‚ Plans de R3

‚ Droites de R3

‚ Surfaces quadriques
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Produit vectoriel dans R3

DŽÞnition : Le produit vectoriel de deux vecteurs~u et ~v de lÕespace est le vecteur notŽ
~u ^ ~v et caractŽrisŽ par :

‚ ~u ^ ~v et orthogonal aux deux vecteurs~u et ~v ;

‚ si
`
~u,~v, ~u ^ ~v

ù
forment une base, alors elle est directe

(cÕest-ˆ-diredet
`
~u,~v, ~u ^ ~v

ù ° 0) ;

‚ la norme de~u^~v est Žgale ˆ lÕaire du parallŽlogramme dŽÞni par~u
et ~v, i.e., }~u ^ ~v} “ }~u} }~v} | sinpxuvq| ~u

~v

~u ^ ~v

ProprietŽs du produit vectoriel :
‚ bilinŽaritŽ :

p�~uq ^ ~v “ �p~u ^ ~vq “ ~u ^ p�~vq,
p~u ` ~vq ^ ~w “ ~u ^ ~w ` ~v ^ ~w, et ~u ^ p~v ` ~wq “ ~u ^ ~v ` ~u ^ ~w.

‚ anti-symŽtrie : ~u ^ ~v “ ´~v ^ ~u

‚ le produit vectoriel caractŽrise les vecteurs parall•les : ~u ^ ~v “ 0 ñ ~u ! ~v

‚ en coordonnŽes cartŽsiennes, le produit vectoriel se calcule comme suit :

px, y, zq ^ px1
, y

1
, z

1q “ `
yz

1 ´ y
1
z,´xz

1 ` x
1
z, xy

1 ´ x
1
y

ù
.

Exemple :

p1, 2, 3q ^ p4,´5, 7q “ `
2 ¨ 7 ´ 3 ¨ p´5q, 3 ¨ 4 ´ 1 ¨ 7`, 1 ¨ p´5q ´ 2 ¨ 4ù “ p29, 5,´13q
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Plans affines de l’espace

DŽÞnition : Soient a, b, c, d des nombres rŽels tels quepa, b, cq ‰ p0, 0, 0q.

‚ Un plan ⇡ est formŽ des points de lÕespace cartŽsien de coordonnŽespx, y, zq telles que

ax ` by ` cz ` d “ 0

O

⇡

‚
¬

ý
a

b

c

þ

â est un vecteur orthogonal ou normal ˆ ⇡.

Exemple :

x ´ 5y ´ 2z “ 0 est l’équation d’un plan vectoriel, de vecteur normal

¬

ý
1

´5
´2

þ

â .

x ` 3 “ 5y ` 2z est l’équation d’un plan affine de vecteur normal

¬

ý
1

´5
´2

þ

â .

Nota : Un plan est entièrement déterminé par (au choix) :
‚ trois points non alignés ;

‚ un point et deux vecteurs tangents non colinéaires ;

‚ un point un vecteur normal.
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Équations cartésiennes et paramétriques des plans de l’espace

On note ⇡ le plan passant parApa1 , a2 , a3q et de vecteurs tangents~u “ pu1 , u2 , u3q et
~v “ pv1 , v2 , v3q non colinŽaires (c.-ˆ-d. ~u ^ ~v ‰ ~0). Le point P px, y, zq appartient ˆ � si
est seulement si

›Ñ
AP P Vectp~u,~vq ñ ›Ñ

AP K ~u ^ ~v . (condition)

ƒquation cartŽsienne de ⇡ : elle sÕobtient en remarquant que

›Ñ
AP P Vectp~u,~vq ñ det

`›Ñ
AP, ~u,~v

ù “ 0 (Žquation cartŽsienne)

ñ ›Ñ
AP ¨ `

~u ^ ~v
ù “ 0

ƒquation (linŽaire) paramŽtrique de ⇡ : elle sÕobtient en remarquant que

›Ñ
AP ! ~u ñ ›Ñ

AP “ �~u ` µ~v, �, µ P R ñ ››Ñ
OP “ ›Ñ

OA ` �~u ` µ~v, �, µ P R

ñ
$
&

%

x “ a1 ` �u1 ` µv1
y “ a2 ` �u2 ` µv2
z “ a3 ` �u3 ` µv3

, �, µ P R (Žquation paramŽtrique de⇡)

Dans le syst•me ci-dessus,� et µ sont les param•tres.
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Droites de l’espace

DŽÞnition : Une droite a"ne � de lÕespaceR3 est lÕintersection de deux plans a"nes⇡
et ⇡1 non parall•les.

P px, y, zq P � “ ⇡ X ⇡
1 ñ

"
ax ` by ` cz ` d “ 0
a

1
x ` b

1
y ` c

1
z ` d

1 “ 0
,

avec p0, 0, 0q ‰ pa, b, cq ! pa1
, b

1
, c

1q ‰ p0, 0, 0q.

Exemples :

‚ La droite dÕŽquations
"

x “ 0
y “ 0

est lÕaxeOz (vectoriel).

‚ La droite dÕŽquations
"

x “ 3
y “ 5

est parall•le ˆ lÕaxeOz (a"ne).

‚ La droite � passant parApa1 , a2 , a3q et de vecteur directeur~v “ pv1 , v2 , v3q est
caractŽrisŽe par :

P px, y, zq P � ñ ›Ñ
AP ! ~v ñ ›Ñ

AP “ �~v, � P R.

Ceci se rŽŽcrit :

Žquations paramŽtriques :

$
&

%

x ´ a1 “ �v1
y ´ a2 “ �v2
z ´ a3 “ �v3

, � P R

Žquations cartŽsiennes :
x ´ a1

v1
“ y ´ a2

v2
“ z ´ a3

v3
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Surfaces Quadriques

Une surface quadriqueQ est une surface de lÕespace euclidien de dimension 3 dŽÞnie par :

Q “
!

px, y, zq | fpx, y, zq “ 0
)

, o• fpx, y, zq est un polyn™me de degrŽ 2.

Quadriques les plus connues :

‚ Cylindre x
2 ` y

2 “ r
2 ‚ Sph•re x

2 ` y
2 ` z

2 “ r
2

‚ C™ne x
2 ` y

2 “ z
2 ‚ Ellipso•de x

2

a2
` y

2

b2
` z

2

c2
“ 1

‚ Parabolo•de
elliptique z “ x

2 ` y
2 ‚ Hyperbolo•de

ˆ une nappe
x

2

a2
` y

2

b2
´ z

2

c2
“ 1

‚ Parabolo•de
hyperbolique z “ x

2 ´ y
2 ‚ Hyperbolo•de

ˆ deux nappes
x

2

a2
` y

2

b2
´ z

2

c2
“ ´1
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Quelques images de surfaces quadriques

x y

z

Cylindre

x y

z

Hyperboloïde
à une nappe

x y

z

Cône

x y

z

Hyperboloïde
à deux nappes

x y

z

Sphère

x y

z

Ellipsoïde

x y

z

Paraboloïde
elliptique

x y

z

Paraboloïde
hyperbolique
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