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Obijectifs du cours

Etude de fonctions

fquations di!Zrentielles / N

Bases du calcul vectoriel ]L(v
SymZtries ' (‘

Outils : nombres complexes, graphes, dZrivZes, primitives, vecteurs, matrices, gZomZtrie
cartZsienne...




Programme du cours

Partie | : Fonctions et équations différentielles

Ch. 1 B Nombres complexes, polyn™mes complexes

Ch. 2 B Fonctions, graphes, rZciproques

Ch. 3 B DZrivZes, extrema locaux, dZveloppements limitZs
Ch. 4 B Primitives, intZgrales, calcul dOaires

Ch. 5 B fquations di!Zrentielles

Partie Il : Vecteurs, transformations linéaires et géométrie

Ch.6 b stt-mes linZaires etNmatrices y
Ch. 7 B flZments succincts dOalgebre linZaire
Ch. 8 B GZomZtrie euclidienne dan®? et R3



TMB D Chapitre 1
Nombres complexes

Dans ce chapitre :
1.1 DZPnition, premisres propriZtZs
1.2 Changement de coordonnZes, exponentielle complexe
1.3 Racines dOun nombre complexe, polyn™mes complexes



1.1 — Définition, premiéres propriétés

Dans cette section :
e DZbnition des nombres complexes : forme algZbrique
e Plan complexe, coordonnZes cartZsiennes
e Partie rZelle, partie imaginaire, conjuguZ
e Module, argument, coordonnZes polaires



Définition des nombres complexes : forme algébrique

LOensemble des nombres complexes, ndiZ est une extension de IOensembR des
nombres rZels R  C). Dans C, il existe un nombre i tel que i2 = —1. (i € C mais i ¢ R)

DZPnition : Un nombre complexe est un nombre qui sOZcrit sous la formez = = + iy |,
o* z € R et y e R. On Zcrit z € C pour exprimer le fait que z est un nombre complexe.

Exemples: 3+42i, 0=040i(zZro), 1=1+40i (un), i =0+ 1i.

e OnZcrit | C={z=x+iy|z,ye R} |I@nsemble des nombres complexes. Il
contient deux sous-ensembles remarquables :

- les nombresrZels:| R={x =2+ 0i | x € R} |;

- les nombresimaginaires purs : | iR = {iy =0+ iy | y € R}

o LOexpression = x + iy sOappelle la formalgZbrique (ou cartZsienne) du nombre
complexe z.

o LOensembl€ se reprZsente comme un plan (voir page suivante).



Plan complexe, coordonnées cartésiennes

E tout point M (x,y) du plan cartZsien(O,7,7) on associe le nombre complexe

z = x + iy (et inversement). De cette maniere, on identibe I0ensembl€ avec le plan
(notZ aussiR?) muni du repere cartZsien (O, 7, 7).

Le complexe z est appelZalxe de M (ou, de maniere Zquivalente, a"xe du vecteur
OM = 27 + y7), (x,y) sont appelZes lexoordonnZes cartZsiennes de z

) u
Plan cartésien : R?, (0,7,7) Plan complexe : C
Attention : i # 7’ : 7 est un vecteur unitaire du plan alors quei € C est tel que 2 = —1.
Exemples :

e z =2+ 3i est I0a"xe du point M (2,3) (ou du vecteur OM = 27 + 37)

o | z =i est I0a"xe du point M(0,1) (ou du vecteur OM = 07 + 17 = 7)

e | z =1 est I®a"xe du point M(1,0) (ou du vecteur OM = 17 + 07 = 7)

Les nombres rZels forment IOaxe des abscisses. On les note= z, o = € R.

Les nombres imaginaires purs forment IOaxe des ordonnZes. On les note
z=1y, 0° yeR



Opérations élémentaires sur les nombres complexes |
Soit z = x + iy et 2/ = 2’ + 4y’ deux nombres complexes

DZPbnition : On a I@galitZ z = 2’ si est seulement leurs coordonnZes cartZsiennes sont
Zgales, cOest-"-dire si et seulement si=z’ et y = /.

DZbnition : On additionne les deux nombres complexeg et 2’ ~ |Qaide de leurs
coordonnZes cartZsiennes de la maniere suivante :

z+2 =(@+a)+i(y+y)

Onademémez—2' = (z —2') +i(y — y').
Exercice (regle du parallZlogramme) : représenter dans le plan cartésien z = 1 + 24, 2’ = 2 + i,

1 / . ~ H 12 /
z" = z + z'. Que pensez-vous du quadrilatére dont les affixes des sommets sont O, z, 2" et 2 7

DZPnition : On multiplie le nombre complexez par A € R de la manisre suivante :

Az = dAx + i\y

PropriZtZs : Si M et M’ sont deux points du plan dOa"xes respectives et 2/, alors

/ n
e le vecteur M M" a pour a"xe z' — z,

. , Wzt 2
e le milieu du segment[M M’] a pour a"xe 5

1
e le vecteur OM + OM’ a pour a'xe z + 2/,
e le vecteur \OM, AR a pour a'xe A\z.



Partie réelle, partie imaginaire, conjugué

DZPnition : Pour un nombre complexez = = + iy, 0* x € R et y € R,

e z est la partie rZelle de z et on Zcrit | z = Re(z)

e y est la partie imaginaire de z et on Zcrit | y = Im(2)

Exemple : Pour z =3 — 2¢, on a Re(z) =3, Im(z) = —2 et (3, —2) sont les coordonnées
cartésiennes de z.

DZPnition : le nombre complexe conjuguZ de z est dZbni par| z = = — iy |.
z est donc le point symZtrique dez par rapport ~ IOaxe des abscisses.

A

Z=X-+Ily
*
|

Y

|
¢
Z=Xx—1ly

Exemple : Pour z =2+ 4, onaz =2 — i. Que vaut le conjugué de z 7
PropriZtZs :
e le conjuguZ dOun nombre rZel est lui-memeefemple : z = /2, 8 = 1/2),
e le conjuguZ dOun nombre imaginaire pur est son opposgémple : z = 5i, 8 = —54).
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Opérations élémentaires sur les nombres complexes |l
Soit z = z + iy et 2z’ = z’ + iy’ deux nombres complexes £, z’,y,y’ € R)

DZPnition : On multiplie les deux nombres complexes et 2’ ~ |Oaide de leurs
coordonnZes cartZsiennes de la maniere suivante :

zz' = (zx’ —yy') +i(zy’ + y2')

En effet,
22" = (x +iy) (2’ +iy")
= 2z’ + x(iy’) + (iy)z’ + (iy) (i)
= xz’ + 2(iy’) + (iy)a’ +i°yy’
=zz’ + izy + iyz’ — yy (car i = —1)
= (za’ —yy') +i(zy’ + ya')

. . . z ~ ~
Application :  Exprimer la rapport — en coordonnZes cartZsiennes.
. z . _ . .
Idée : On multiplie le numZrateur et le dZnominateur parz’ pour utiliser le fait que z’z’
est un nombre rZel. On obtient :
z  zzZ (x+ay)@ )  wx' +yy | oy’ —axy

= = = 7
! ozl (m’ + iy’)(:r;’ _ 7;y/) x/z + y/2 m/Z + y/2

2 2244 A+2
2—i (2—9)Q2+14) 22412

4,2
55

Exemple :
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Propriétés des opérations élémentaires

Soient z = z + 1y et 2’ = z’ + iy’ deux nombres complexes £, =/, y,y’ € R). Alors :

| o
o 2+ 2 =zZ+ 2

" £,9 3

e 22/ =28 et — = — siz/ #0
z ol
e Z =172
oRe(z)=Z+Z=x et Im(z)=z_,z=y
2 21
n _ " "1 1 Cn
e Pourtout neN, " =8" et,Siz#0, z"N=—"—=—" =72
zn zZn

e 2R < z=z2z et zeiR < z=-2

e zZe Ry (Evn effet, 28 = (x + iy)(x — iy) = 2 — z(iy) + (iy)z — (iy)? = =2 + y? qui est
un nombre rZel positif.)



Exemples : opérations en coordonnées cartésiennes

Soient z=2(3+2i) et 2z =5—4. Alors:
242 =(6+4i)+(5—14) =11+ 34

z—2 =(6+4i)—(b—1i)=1+5i

22" =2(3+2i)(5—1)
=2 (15 — 3i + 10i — 2i?)
=2 (15+2)+ (-3 + 10)7;u
=2 (17 + 7i) = 34 + 144

z_2(3+20) _ 2(3+2i)(5+4)

2! 5—1 25 +1
~ 2(15 -2+ 10 + 3i)
B 26
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Module, argument, coordonnées polaires

Outre les coordonnZes cartZsienneér, y), on peut identiPer un nombre complexez ~
|Oaide de coordonnZes polairép, §) comme suit.

DZPnition :
e Le module de z est la distance dez " |Qorigine, notZ¢g p = |z| |.

Nota - Si M désigne le point du plan cartésien d’affixe z, on a p = distance (O, M) = |OM]||.

e Un argument de z est un angle! 6 formZ par la demi-droite [Ox) et la demi-droite [Oz).
A
= [02)
_\R
Q =
0 = arg(z)
> [Ox)

@)

o LOargument principal de z est IOunique argument de appartenant ™ | — =, ).

On note | § = arg(z) €] — m, 7] |.

e (p,0) € Ry x] — m, 7] sont appelZes lexoordonnZes polaires de z.

Exemple : pour z =4, |i| = 1, arg (i) = 7/2 et & = 57/2 est un autre argument de 1.

Exercice : trouver tous les arguments de z = 0.

1. orienté dans le sens trigonométrique 14



Propriétés du module

Soit z = = + iy € C. DOapres le thZoreme de Pythagore, lanodule de z est donnZ par

|Z|2=.’IZ‘2 +y2 )

PropriZtZs :
|z| >0 et |z| =0 sietseulementsiz=0

siz = z € R, alors |z| = |z| est la valeur absolue du rZek:.

2Z = |2|?

2122 = |21][ 22|

|z1 + 22| < |21| + |22]

et |z1 + 22| = |z1| + |22] Si et seulement Ssizg = Az ou A € R4

15



1.2 — Changement de coordonnées, exponentielle complexe

Dans cette section :
e Changement de coordonnZes
e Exponentielle complexe, cercle unitZ
o Applications gZomZtriques et trigonomZtriques

16



Changement de coordonnées : cartésiennes < polaires

Soit z un nombre complexe.

Y

|
|
|
|
:
O xr

PropriZtZ (polaires — cartZsiennes) :
Par dZbnition? du cosinus et du sinus, on g = = pcosd |et| y = psinf

PropriZtZ (cartZsiennes — polaires) : On suppose quez # 0. On a (Pythagore)

a ___
p= %ty

Une fois connu p, on dZtermine un argumenté de z " IQaide des relations

cosf = z et sinf = y
P P

Nota : ces équations donnent 8 de maniére implicite, il faut encore les résoudre.

coté adjacent x

_ T sin! = coté opposé vy
hypoténuse p’ ’

2. cos! = ~ 'hypoténuse  p 17



Exponentielle complexe, cercle unité

DZPbnition : L@xponentielle complexe dOargumen® est le nombre complexe dZpni par

eVl = cosf + isin 6

- 37T

, . ' . 37 )
0 e'2 =4, e =-1, e'"'2 = —ji.

Exemples : ¥ = ™™ =1,

DZPnition : Le cercleunitZ (ou trigonomZtrique) est le cercle de centreO est de rayon1.

A

sin 0

PropriZtZs :
e Le cercle unitZ a pour Zquation polaire p = 1 et pour Zquation cartZsiennex? + y? = 1.
e |Le cercle unitZ est composZ des nombres = e = cosf +isinf |, o 6 € R

el (1 +2K") _ i

e ¢! estpZriodique de pZriode 2, i.e.

pour tout ke Z.

e cl! est un nombre complexeunitaire , i.e.

e’ | = cos? 0 +sin? 0 = 1

18



Propriétés de |'exponentielle complexe

o clte =D —e el =" pourtous 6,0’ R

DZmonstration : Pour la premiéere formule, on a
e’ = (cos 6 + isin §)(cos @’ + isin ") (par définition de I'exponentielle complexe)

= cosfcosh + cosh(isin @) + (isin @) cos® + (isin B)(isin ")

= (cos@cos O’ — sin Osin 6') + i(cosfsin 6" + sin Hcosh’) (car i? = —1)

= cos(f +0') +isin(@+0") (d'apreés les formules de trigo!)

. /
= 10+ (par définition de I'exponentielle complexe)

Les autres formules se démontrent de maniére similaire.

e Formule de Moivre : (" )" =™  pour tout n € Z, donc

(cos O + isin0)" = cos(nB) + isin(nh)

i! — il it il
e Formules dOEuler :| cos(8) = % et sin(0) = £ —°

Exercice : Vérifiez I'identité d'Euler| '™ +1 =0

19



Forme polaire d'un complexe

ThZoreme : Tout nombre complexe z % 0 sOZcrit sous la formeolaire | z = pe!' |, 0e
p = |z| et O = arg(z).

DZmonstration : Poyy tout nombre complexg,z = x + iy non nul, on peut écrire
a « ﬂz «

2

r+iy= x?+y? —E2— +i—L— etpuisque —2— + —L— =1,
Y Y Va2 +y2 Va2 4y? PHisd Va2 +y? Va2 +y?

existe 0 €] — 7w, 7| tel que c0S = —2— et sind = —L—. En posant, p = |z| et en se

souvgnant de la définition de I'exponentielle complexe (et du module), on obtient alors

z= a2+ y2(cosh + isin 0) = p(cosh + isin @) = pe®?.

LOZcriture exponentielle (polaire) des nombres complexes permet de rZaliser beaucoup de
calculs de maniere plus simples quOavec |OZcriture cartZsienne.

. . . . e/
e Multiplication des deux nombres complexes z = pe®® et z/ = p’e*®

i+

zzlzpei! p/ei!’ = pple

e Calcul des puissances de z = pe®®

. puissance entisre positive :| 2" = (pe' )" = p"e!™ | 00 neN

. . < . 1 . 1 - .
. puissance entiere nZgative :z—n =2z N = p NNt = p—ne—'”’ sip #0,
20



Exemples : conversion coordonnées <> polaires
Exemple de conversion en coordonnZes cartZsiennes :
2¢™/% = 2cos(n/4) + 2isin(n/4) = V2 + iV2
Exemple de conversion en coordonnZes polaires :

e Si z = /2 + i/2, alors module vérifie |z|2 = p2 = (\/2)2 + (\/5)2 =4 dot p=+/4=2etun
argument est un angle 0 tel que

\2 _ A2
COSQ=7et sm9=7

Ainsi, 0 = /4 est un argument de z et donc z = pe’? = 2¢'7/4,

a
e Siz=-1—4,alorsp= (-1)2+(-1)2 =+/2. D'ou

cosf = \_/—; et sinf = \_/—;
Ainsi, 0 = 57 /4 est un argument de z. Et z = /2574
e Siz=5— 33, alorspzmzx/@. D’ou
cosf = > et sinf = _—3
V34 V34
De cet angle on peut dire (sans calculatrice) que tan § = —3/5 et z = 1/34¢%?,

Exercice :
- vérifier graphiquement que @ = pe_w
- a l'aide des coordonnées polaires, vérifier que si 2’ # 0, alors z/z' = E/?.

- montrer que z = —Z si et seulement si z est imaginaire pur.

21



Applications géométriques et trigonométriques

Soient z1, z2 deux nombres complexes. La distance de; " z» vaut | |z1 — 22| |

Un cercle de rayonR > 0 est formZ des points se trouvant ~ une distanceR de son
centre zo € C. Il a donc pour Zquation| |z — zo| = R

Soient z1, zp deux nombres complexes. La mZdiatrice du segmertz; z2] est formZe des
points se trouvant ~ Zgale distance dez; et z». Elle a donc pour Zquation

|z — z1| = |z — 22| |

Soientp > 0 et @ € R. Si z = pe!' | alors e z = pel(' ¥#) Autrement dit, | e z | est
IOimage de: par la rotation dOangley autour de |IQorigine.

En dZveloppant la relatione!(@+0) = ¢lacib en coordonnZes cartZsiennes, on trouve les
formules de trigonomZtrie

e
+
cos(a + b) = cosacosb —sinasinb

sin(a + b) = sinacosb + sinbcosa

Dans le cas particulier o» a = b, on dZduit

T
T

cos(2a) = cos?

a—sin?a =2cos’a — 1 =1— 2sin?(a)

sin(2a) = 2sinacosa

22



1.3 — Racines n-iemes d'un complexe, polynédmes complexes

Dans cette section :
e Racines deuxismes, troisismes etn-ismes dOun nombre complexe
e Polyn™mes complexes (racines, factorisation)

23



Racines deuxiémes, troisiémes et N-iemes d un nombre complexe

DZPnition : On appelle racine deuxi*me du nombre complexez tout nombre complexe

w tel que| w? =z

Exemple : Soit z = —1.
Comme —1 = ¢'™,
wy = ™2 =i est racine deuxiéme de z = —1.
Comme —1 = *(m+27m) — gi3m
i37/2 . . . e
wo = € = —1¢ est aussi racine deuxiéme de z = —1.

Exercice : Dans le cas particulier oi z = x € R, les racines deuxiémes de z sont la racine carrée
de = : w1 = /T et son opposée wa = —+/x. Que sont les racines deuxiémes de z = x € R_7?

DZPnition : On appelle racine troisisme du nombre complexez tout nombre comple w

tel que| w3 =z

i57/3

Exercice : Vérifier que wi = etm/3 wog =€ = —letws =c¢ sont racines troisiémes de

z = —1.

DZbnition : De manisre gZnZrale, on appelleracine n-isme (n € N\{0}) du nombre
complexe z tout nombre complexe w tel que| w" = z

24



Racines deuxiémes, troisiémes et N-iemes d un nombre complexe
ThZorsme :

. z A
e Un nombre complexe z = pe" non nul a exactement deux ° "
racines deuxismeswi et wy. Comme pe!'! = pell' ¥2°) |es
racines deuxiemes dez sont n a
1L ;@ L (e >
w1:p2 el2 et wz:pQ el(2+ ):—wl T
Les racines deuxiémes sont opposées. Wo
e Un nombre complexe z = pe!' non nul a exactement trois z A
racines troisiemes wi, w2 et w3 :
W1
1 :0 1 :(0 . 2% 1 00 4x
w] = p§e'§, wy = p§e'(§+?) et wiz = p§e'(§+T) T
3
T >
- Les racines troisiemes forment un triangle équilatéral inscrit sur le 3T
cercle de centre O et de rayon /p.
- Si une racine troisieme est réelle, les deux autres sont complexes v
conjuguées. 3
e Un nombre complexepe! non nul a exactementn racines n-ismes wo, w1, . . ., Wn—1 :

wk = pl/nei(%+%Tﬂ), ke{0,1,...,n—1}

Les racines n-ieémes forment un polygone régulier 3 n c6tés inscrit sur le cercle de centre O et de
rayon %/p.

25



Exercice : racines deuxiémes de nombres complexes

Calculer les racines deuxiémes des complexes suivants :

e z=1+1i/3
Solution : On Zcrit z en coordonnZes polaires z = 1 + i+/3 = 2¢' 5. Alors,
wy =2 e'6 = g(\/g—l—z)
wo = V2 AEH) - (5
e 2 =15—8&;

Solution : Comme on ne connait pas la forme polaire dez, on revient ~ la dZpPnition
dOune racine deuxieme en cherchanb = x + iy tel que w? = z. Soit

(z +iy)? = (® — y°) + 2xyi = 15 — 8i
Astuce : pour rZsoudre on commence par calculefw|? = |z|.
%2 — 2 + y? = |z| = /225 + 64 = 17.

De sorte que

$
2_ 2: mn mn "
%Qxy=—8 = r—_4 = p— g OU
2 4+ 9% =17 y
Onadonc w1 =—-4+17 et wy =4—1.

26



Polynémes complexes et racines : définition

DZbnition : Un polyn™me complexe est une expression de la forme
P(z) = anz" 4+ an_12""1 + - + a1z + ao,

o les nombres agp, a1, ...,an sont des parametres complexes etz est une variable
complexe.

Le degrZ de P(z) est le plus grand entierk tel que ayx # 0.

Exemple : 23 4+ (5 —1i)z est un polynéme de degré 3
DZbnition : Une racine dOun polyn™me complex@(z) est un nombre complexez tel que

P(z)=0

Exemple : =z =i et z = —i sont racines de P(z) = 2% +1.

27



Polyndmes complexes et racines : propriétés

Lemme : Si z; est une racine deP(z), alors il existe un entiermj > 1 et un polyn™me

Q(z) tels que
P(z) = (2 —21)™Q(2) et Q(z1) # 0.

On appelle mz la multiplicitZ de la racine zz .

Tvaor-me de dOAlembert-Gauss : Tout polyn™me complexeP(z) de degrZn peut
sOZcrire sous la forme
P(z) =an(z —21)™ -+ (2 — z) Mk

0* an € C\{0}, z1, ..., 2k sont les racines distinctes deP(z) et 0* m1 + - - - + mk = n.

Par consZquent,tout polyn™me complexe de degrZ n admet n racines (qui ne sont pas
forcZment distinctes).

Exemple : Le polyn™meP(z) = 22 + 1 a pour racinesz; = i et zp = —i. P est de degrZ
2, ce qui force m; = my = 1. Enbn, par dZbnition deP(z), az = 1. Par le thZorsme, on
conclut que

2 4+1=(2—i)(z+1)

28



Racines d'un polyndme complexe de degré 2

Proposition : Les solutions de I0Zquation az? + bz + ¢ = 0 |~ coe"cients complexes
sont

—b+é
2a

eC

z =

0+ +6 € C sont les racines deuxismes du discriminantA = b2 — 4ac € C, cOest-"-dire que
§ est un nombre complexe tel ques? = A.

Par consZquent, le polyn™m@(z) = az? 4 bz + ¢ possede

. b )
e une racine double z = 5. siA =0,
a
) e —b+4 —b—29¢ )
e deux racines distinctes z1 = + et zop = si A # 0.
2a 2a E—

29



Exercice : équation complexe de degré 2

Résoudre I'équation 2% — (1 + i)z +6 — 2i = 0.

. : . : 1+1+9 :
RZponse : Les solutions de cette Zquation sont z = — o« il faut trouver
§ = x + iy tel que §% = A et 52y - 1A,
cOest-"-dire :

(22 —y?) +i2zy = (14 14)% — 4(6 — 24)
—142i—1—24+8i=—24+10i

22 +y? =2|—12 +5i| = 24/144 + 25 = 2 x 13 = 26

On a alors
3 xz _yz — _24 n n
2zy = 10 = 22% = 2 < z ==l
0 - = = =
Yo 22 4 42 = 26 xy y=>5/x =45
et par consZquent § = +(1 + 5i).
On a donc
141 1+ 52 2+ 61
oy — +it+ (1+5) +z:1+3i
2 2
1+i—(1+5i) 0—4i ,
zp = = = —21
2 2
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Racines complexes d'un polynéme réel

Proposition : Si P(z) est un polyn™me " coe"cients rZels et z; € C est une racine
complexe de P(z) de multiplicitZ m1, alors sa conjuguZez; = z1 est aussi une racine de
P(z), de meme multiplicitZ mo = m1.

Exemple : Le polynédme a coefficients réels P(z) = z? + 1 a pour racines z; = i et zo = —i.

Puisque z = Z si seulement siz € R,
e Tout polyn™me rZel de degrZ 2 tel qué < 0 admet deux racines complexes conjuguZes
z1 et zp = z71.
e Tout polyn™me rZel de degrZ admet au moins une racine rZelle.

Exemple : Le polynéme P(z) = 22 — 4z + 5 est tel que! = 16 — 20 < 0. Il a deux racines
complexes z1 = 2+4i et zo0 =2—1 = 2+41.
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TMB D Chapitre 2 5
Fonctions dOune variable rZelle

Dans ce chapitre :
2.1 Graphes de fonctions, opZrations sur les graphes de fonctions
2.2 De la fonction au graphe : symZtries, sens de variation, convexitZ
2.3 Fonctions usuelles
2.4 Composition des fonctions et fonctions rZciproques
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2.1 — Graphe de fonction

DZbnition : Une partie G du plan cartZsien est ungraphe de fonction si toute droite
verticale coupe G en au plus un point.

Exemples : ci-dessous,

- une parabole est un graphe de fonction car toute droite verticale coupeG en
exactement un point

- une hyperbole est aussi un graphe de fonction car toute droite verticale coupeG en
exactement un point, sauf une (la droite dOabscisse = 0 ici), qui ne coupe G en aucun
point

- un cercle nOest pas un graphe de fonction car au moins une droite verticale le coupe en
deux points.
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Du graphe a la fonction

DZPnition : Soit G un graphe de fonction. Lafonction rZelle f que reprZsenteG est
dZbnie par

-son domaine de dZpbnition Dsg, constituZ des abscisses: de toutes les droites verticales
qui coupent G

-une relation, notZey = f(x), qui ~ chaque abscissex € D¢ associe IOordonnZg du
point dOintersection.

On note #
Df - R

I z—y = f(z)
Exemples :
-la parabole reprZsente la fonction carrZ, dZbnie pabf = R et f(z) = ?
-IOhyperbole reprZsente la fonction inverse, dZbnie pBf = R\{0} et f(z) = 1/z

f(2) = a2 f2)=1/a

\_

x x

<
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Graphes a connaitre par cceur |

Fonctions dont le domaine est R :

f(z) =z f(z) = a? f(z) =a® f(z) = |z|

Fonctions dont le domaine nOest pas R :

f(CB)Zl/ZB, Df = R* f(x):l/xQ,Df = R* f(x):\/i, Df :R+

NN
~
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Graphes a connaitre par cceur |l

tan(x), Dian = R\ {5 + 7Z}

36



Opérations sur les graphes de fonctions 1 : translation verticale

Le graphe dOune fonction rZell¢ peut stre :
e translatZ vers le haut dOune distancé > 0, ce qui revient ~ prendre le graphe de la
fonction g de domaine| Dg = D¢ | dZbnie par| g(z) = f(z) + b,

A f(x)+0b

Remarque : prendre b < 0 revient ~ translater le graphe vers le bas.

Exercice : Si on translate le graphe de la fonctionDf = R, f(z) = sin(z) de deux unitZs
vers le bas, quelle fonctiong obtient-on? ReprZsenter les graphes d¢ et g.



Opérations sur les graphes de fonctions 2 : translation horizontale

Le graphe dOune fonction rZell¢ peut etre :

e translatZ " droite dOune distance:, ce qui revient ~ translater ~ droite Dg en un

domaine3 | Dy = a + Ds

g9(z) = f(x —a) |

puis ~ prendre le graphe de la fonctiong dZpPnie surDgy par

On commence par translater le domaine puis on trouve |OordonnZgz) en rappellant la

valeurde fenx —a :

Exercice : Le graphe de la fonction Dg = R\{1}, g(z) = (z — 1)~? est obtenu par
translation dOune unitZ ~ droite dOune fonctiotf. Laquelle ?

3. SiaeRetEcCR,onnotea+ E ={xeR|x=a+e,ecE}
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Opérations sur les graphes de fonctions 3 : dilatation verticale

Le graphe dOune fonction rZell¢ peut etre :
e dilatZ verticalement dOun facteuru > 0, ce qui revient ~ prendre le graphe de la
fonction g de domaine| Dg = D¢ | dZbnie par| g(z) = uf(z) |.

A

g(z) = pf(z)

Nota : Sur ce dessin, pu > 1.

Remarque : si p > 1, le graphe est ZtirZ verticalement. Inversement, si: €]0, 1[, le
graphe est contractZ.

Exercice : Soit g la fonction dont le graphe est obtenu en dilatant verticalement celui de
la fonction D = [—1,1], f(z) = 2(1 — x?) dOun facteurn = 1/2. ReprZsenter les
graphes def et g, en commeneant par les points dOabscisse= —1, z = 0 et x = 1.
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Opérations sur les graphes de fonctions 4 : dilatation horizontale

Le graphe dOune fonction rZell¢ peut stre :

e dilatZ horizontalement dOun facteur\ > 0, ce qui revient ~ dilater horizontalement D¢
en un domaine* Dy = AD¢ puis ~ prendre le graphe de la fonctiong dZPnie surDgy par

g(x) = f(z/A) |

‘e

.
., h
.........
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0
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0
0
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.
0
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o
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D
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Nota : Ci-dessus, le graphe de la fonction sin a été dilaté horizontalement d'un facteur A = 1/2.
Remarque : si A > 1, le graphe est ZtirZ, si\ €]0, 1[, le graphe est contractZ.

Exercice : Le graphe deg est obtenu en dilatant celui de f(z) = cos(z), dZPnie sur
Dg = R, dOun facteur\ = 1/2. Exprimer g puis reprZsenter graphiqguementf et g.

4. Si$ eRetE CcR,onnote $E = {xe R | x =$e,e € E}



Opérations sur les graphes de fonctions 5 : réflexion verticale

Le graphe dOune fonction rZell¢ peut stre :
e reRZtZ par rapport ~ [Oaxe des abscisses ce qui revient ~ prendre le graphe de la
fonction g de domaine| Dg = D¢ | dZbnie par| g(z) = —f(x) |.

aett

Exercice : ReprZsenter graphiquement les fonctionsDg = R, f(z) = cos(z) et Dg = R,
f(x) = — cos(x + ). Que remarque-t-on ?



Opérations sur les graphes de fonctions 6 : réflexion horizontale

Le graphe dOune fonction rZell¢ peut etre :

e reRZtZ par rapport ~ IOaxe des ordonnZes, ce qui revient ~ reRZter D¢ _par rapport 0
en un domaine® Dy = —Dg puis " prendre le graphe de la fonctiong dZbnie surDg par

g(z) = f(—z)|

fQ )

","__'Ln. _—_— = =
.

e

.

. te

" L

| .,
LN
"
.

Y

Df 'z Dg

Exercice : Le graphe deg est obtenu par symZtrie centrale (centrZe " IQorigine) de celui
de D = R*, f(x) = 1/z. Exprimer g. Que remarque-t-on ?

5. SSE c R,onnote —E = {xeR| —x € E} 42



Opérations sur les graphes de fonctions 7 : restriction

e restreint ~ une partie D < D¢, ce qui revient ~ prendre le graphe de la fonctiong de

domaine| Dg = D |dZPnie par g(z) = f(z) | On note f| = g la restriction de f " D.

Y

Nota : lci, la fonction cos est restreinte a l'intervalle D = [—m, 7].

Remarque : LOoeratlon de restriction est tres utile. Par exemple pour quOune fonction
admette une rZciproque, elle doit stre inversible. Lorsque ce nOest pas le cas, on peut la
restreindre ~ un sous-domaine o elle est inversible pour y dZPnir une rZciproque. COest
de cette manisre quOon construira les fonctions circulaires rZciproques.
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2.2 — De la fonction au graphe : les symétries
DZbnition : Soit f une fonction rZelle.

e f estpaire si son domaine est symZtrique par
rapport © O etsi| f(—z) = f(z) |pour tout
x€e De.

Le graphe dOune fonction paire est symZtrique par rapport ~ IOaxe des ordonnZes.

e f estimpaire si son domaine est symZtrique I\/\ V\/\
par rapport~ O etsi| f(—x) = —f(x) |pour W \/\I

tout xe D¢.

Le graphe dOune fonction impaire est symZtrique par rapport ~ IQorigine.

e f est pZriodique de pZriode p € R si son
domaine est invariant quand on le translate de

petsi| f(x+p) = f(x) |pourtout ze Df

Le graphe dOune fonction pZriodique est invariant quand on le translate horizontalement
de p.

Exemples :

e Les mondmes z™ et les fractions xin sont des fonctions paires si n est pair, et des

fonctions impaires si n est impair.
e Les fonctions sin et tan sont impaires, COS est paire. Toutes les trois sont périodiques :
sin et cos de période 27, tan de période .
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Utilisation des symétries

Exemple 1 : La fonction puissance 4, dZbnie paDs = R et f(z) = gcf‘ est une fonction
paire. Par symZtrie, il su"t dOZtudier f sur R puis dOe'ectuer une rZRexion du graphe
par rapport ~ |Oaxe des ordonnZes.

Exemple 2 : La fonction sin, dZPnie surR est impaire. Par symZtrie, il su"t de IOZtudier
R.. De plus, sin Ztant pZriodique de pZriode de2r, on restreint son Ztude "~ un intervalle
de longueur 7 (par exemple [0, 7]), puis on electue une symZtrie centrale du graphe par
rapport " IQorigine et des translations horizontales de longueu®r.

A\ /A /ANEVA
\ \/ NI
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De la fonction au graphe : le sens de variation
DZPnition : Soit f une fonction rZelle. On dit que :

e f est croissante si pour tout x € D¢ et tout =’ € D¢

r <1 = f(x) < f(z') /]

f est strictement croissante si toutes ces inZgalitZs sont strictes.

e f estdZcroissante si pour tout « € Df et tout z’ € Dy

\

z <z’ = f(z) = f(z') \

f est strictement dZcroissante si toutes ces inZgalitZs sont strictes.

Remarques :
e De nombreuses fonctions ne sont ni croissantes, ni dZcroissantes. En revanche, leurs
restrictions ~ certaines parties D — D¢ de leur domaine le sont.

f(z) = a?

Exemple : la fonction carré n'est ni croissante ni décroissante mais sa
restriction a R est croissante et sa restriction a R_ est décroissante.
T

¢ Une fonction peut stre constante sur tout ou partie de son domaine : 1/
_
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De la fonction au graphe : convexité, concavité

DZPnition : Soit f une fonction rZelle, G son graphe.
On appelle corde tout segment [AB] reliant deux points A et B du graphe.

e f estconvexe si toute corde [AB] est au dessus du
graphe entre les abscisses des pointd et B. A B

e f estconcave si toute corde [AB] est en dessous du A
graphe entre les abscisses des pointd et B.

Remarque : De nombreuses fonctions ne sont ni convexes, ni concaves. En revanche,
leurs restrictions ~ certaines parties D < D¢ de leur domaine le sont.

f(z) =2

Exemple : la fonction Dy = R, f(z) = x> n'est ni convexe ni
concave mais sa restriction a Ry est convexe et sa restriction a

R_ est concave. 4y




Exercice

Représenter et caractériser le graphe de la fonction définie par : f(x) = 2Ilnx + 1

RZponse : Le graphe def(x) = 2Inz + 1 sOobtient en dilatant verticalement dOun facteur
u = 2 le graphe dex — Inz et en le translatant vers le haut dOune distancé = 1 :

f (x) =In( x) f(x)=2In(x)+1

En particulier, f a pour domaine D = R* f est croissante, concave et son graphe ne
possede aucune symZtrie particulisre (la fonctlon nOest ni paire, ni impaire, ni pZriodique).
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Exercice

Représenter et caractériser le graphe de la fonction définie par : u(x) = cos(2z) — 1

Solution : Le graphe deu(x) = cos(2x) — 1 sOobtient en dilatant horizontalement dOun
facteur A = 1/2 le graphe de la fonctionz — cos x et en le translatant vers le bas dOune

distance b = 1.

cos(x) u(f) = cos(26) — 1

11

ANVARTA T o
|\ ’

En particulier, v a pour domaine Dy = R, u est paire et pZriodique de pZriodep = =, car

) u
u(z +m) =cos 2(x+7m) —1=cos(2x+2m)—1

= cos(2z) — 1 = u(x),

u nOest ni croissante, ni dZcroissante, ni convexe, ni concave.
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Exercice

Représenter et caractériser le graphe de la fonction définie par : z(t) = —+/t — 1

Solution : Le graphe dez sOobtient en translatant ~ droite dOune distance = 1 le graphe

de la fonction ¢t — +/t puis en le reRBZtant par rapport ~ IOaxe des abscisses

£t 1 z(t)= ! tr 1

t ‘ t ‘ \t
En particulier, le domaine de la fonction z est D, = [1, + o[, z est dZcroissante,
convexe et son graphe ne possede aucune symZtrie particuliere.

—+|
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2.3 Les fonctions usuelles

Dans cette section :
e Fonction circulaires (ou trigonomZtriques)
e Polyn™mes
e Fractions rationnelles
e Exponentielle et logarithme
e Fonctions puissances
e Fonctions hyperboliques
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Fonctions circulaires

e Rappel : Siz € R, (cosz,sinx) sont les coordonnZes cartZsiennes du point = e'*.
e Les fonctions

. sinus, quOon notesin avec| Dgn =R

. cosinus, quOon notecos avec| Deos =R

. tangente , quOon notetan et dZPnie par :

, ! )
sin x T
tanx = aveC| Dian = z€R|x# — +km, keZ
cos T 2
ont pour graphes :
t
sin(x) , an(z)
/-\71' -5 11|\/\ STﬂ-
T
_3m 71 5 7’\\/
2 |
!
2
T
71 I I |
cos(x) -3 - 3




Polynémes

DZbnition : un mon™meest une fonction rZelle dZbnie suR par | f(z) = 2" |, o* n est

un entier naturel.
Exemples : les fonctions carrZ f(x) = z? et cube g(x) = 23 ont pour domaine de
dZbnition R et pour graphes respectifs

f(z) = 2* flz) =a®

Remarque : par convention, z° = 1 dZsigne le mon™me constant Zgal ~ 1.
DZbnition : un polyn™meest dZpPni surR par

p(x)=ap+arxz+aza® +- - +anz" |,

0* ag,a1,...an Sont des constantes rZelles. On dit aussi que est une combinaison
linZaire des mon™me$, z, ..., x".
DZPnition : Une racine rZelle de p est un nombre rZelz tel que | p(z) = 0 |
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Fractions rationnelles

DZPnition : Soit p et ¢ deux polyn™mes. Uné&action rationnelle est le quotient de deux
polyn™me9p et g, dZbnie par

f(:l?)—p(x) o a0+a1$+a2x2+...+anxn
q(x) b0+b1$—|—b2x2+...+bkxk

pour z € R tel que ¢(x) # 0 | Autrement dit, f nOest pas dZbnie aux abscissesjui sont

des racines rZelles de.
Exemples :

o les fonctions f(z) = % et g(z) = 2> ont pour domaine de dZPnitionR\{0} et pour
graphes respectifs

flz)=1/x f(x)=1/x?2

. 3 . . . .
e La fonction h(z) = X2t est aussi une fraction rationnelle, de domaineR\{—1, 1},

puisque 2® — 1 = (z — 1)(z + 1) a pour seules racinest = —1 et z = 1,

T X
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Fonctions exponentielle et logarithme

La fonction exponentielle , notZe exp (ou simplement €X), a les propriZtZs suivantes :
exp(x), Dexp = R

[ ] Dexp == R

e | X >0|pourtout z€R

o | 210 = ¢2¢P | pour tous a,b € R 1

g v

En particulier, e =lete @ = 1/e”.

La fonction logarithme nZpZrien , notZe In, a les propriZtZs suivantes :

o | D, = Ri In(z), Dy, = R%

e (In(1)=0| et |In(z)>0<=z>1

0 _
En particulier, In — = —Ina.
a

e [In(ab) =Ina + Inb | pour tous a,b € Rj /1/ x

Les fonctions exponentielle et logarithme sont liZes au travers des relations suivantes :

e" X =x| pourtout zeR¥* et |In(eX)==x| pourtout xz€R.




Fonctions puissances

Soit a € R. La fonction puissance «, notZe f(x) = x*, est dZbnie par

o | Df = Rj
o | 2% = exp(alnz) = %M X
Exemples :

e Soit @ = 1/2 et x > 0. Par les propriZtZs de |Qexponentielle;}/?2 > 0 et

(21/2)2 = g1 = z. Donc, | /2 = /= | pour z > 0.

flx) =z

| T

. o ~ . 1
e Soit = —1 et x > 0. Par les propriZtZs de I0exponentiellex™ = — |
x




Fonctions hyperboliques

e La fonction cosinus hyperbolique, notZe ch (ou cosh), est dZbnie par

chx =

eX 4+ e X%

2

avec

Dch - R

e La fonction sinus hyperbolique, notZe sh (ou sinh), est dZPnie par

shx =

e’ —e
2

avec

Dsyn =R

e La fonction tangente hyperbolique , notZe th (ou tanh), est dZPnie par

the = —

shx

chz

f(x) = cosh(x)

PropriZtZ :

x

ch?x —sh?z =1

avec

f (x) = sinh( x)

Dy =R

pour tout = € R.

f (x) = tanh( x)

Preuve : ch ?z —sh?z = (chz +shz)(chx —shz) = (e®)(e” ) = 1.
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2.4 Composition des fonctions et fonctions réciproques

Dans cette section :
e Composition de fonction
e Fonction inversible et fonction rZciproque
e Fonctions circulaires rZciproques
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Composition de fonctions

DZPnition : La composZe de deux fonctions rZellesf et g est la fonction g o f dZPnie par

U

(gof)(x) =g f(z)

Son domaine est constituZ des rZels du domaine de f tels que f(x) appartient au

D
domaine deg. Autrement dit, | Dgof = x € Df | f(x) € Dg\

On calcule g o f(x) comme suit :

v — fl@) — g f(2)
\\_//v
(go f)(z)

On peut aussi introduire une variable de substitution : soity = f(x). Alors,
go f(x) = g(y). En substituant la valeur de y, on retrouve g o f(x) = g(f(x)).

Exemple : Soit f la fonction carré et g la fonction sinus. Posons y = f(z) = x2. Alors,

(go f)(z) = g(y) = siny = sin(z?).
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Fonctions inversibles

DZPnition : Une fonction rZelle f : D§ — R est inversible si son graphe coupe toute

droite horizontale en au plus un point.
Exemples : La fonction cube est inversible, la fonction carré ne I'est pas.

/ \ |/

Nota : Remarquez I'analogie avec la définition de graphe de fonction!

DZPnition : On appelle ensemble image dOune fonction rZellef : D¢ — R, IOensemble
desvaleurs de f, cOest-"-dire le sous-ensemble d@ dZbni par

If = f(Df) ={yeR |y = f(z),z € D¢}

Remarque : Si une fonction réelle f prend toutes ses valeurs dans une partie E — R, alors on peut
la considérer comme une fonction définie sur Dy et a valeurs dans EZ et on note f : Dy — E.

Proposition : f : Dg — I¢ est inversible si et seulement si pour chaquey € I¢,

|OZquationf () = y admet exactement une solutionz € D¢, que IOon noter = f~1(y).

Exemple : La fonction exp: R — Ri est inversible. En effet, soit y € Ri et résolvons I'équation
X

e’ = y. Comme y > 0, on peut prendre le logarithme et obtenir I'équation équivalente
In(e”) = In y. Donc, x = In y est I'unique solution cherchée.

DZbnition : Soit f : D¢ — If une fonction inversible. La fonction f~1 : If — D¢ est la
fonction rZciproque de f (en particulier, Dg—1 = If).
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Propriétés fonctions des réciproques

ThZoreme :  Soit f : D¢ — R une fonction dOune variable rZelle. §i est strictement
monotone alors f est inversible.

Preuve : Si f n’est pas inversible, alors il existe une droite horizontale de hauteur y qui coupe le
graphe de f en deux points distincts (z, y) et (z’,y) avec z < x’. Comme y = f(z) = f(z'), f
ne vérifie niz < 2’ = f(z) < f(z') niz <2’ = f(x) > f(a'). Par conséquent f n'est pas
strictement monotone. Ce qui prouve le théoréme par contraposition.

PropriZtZs :

e Si f est strictement monotone, alors sa rZciproquef—! est aussi strictement monotone

et son graphe est obtenu par rZRexion du graphe d¢ par rapport " la premiere
bissectrice (droite dOZquatiory = x).

f(=) ) f(@), £~ (x)
4 . // y // g

e La rZciproque de la rZciproque def est f ;| f~1 T =f
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Fonctions inversibles et composition

Proposition : Soit f : D¢ — If une fonction inversible. Alors, pour tout x € D¢ et tout
y € Df—ll

[Hy) =2 <= y=[f(2)

Exemple : La fonction In : Rjﬁ — R est la fonction rZciproque de la fonction
exp:R — R¥ etpourtout zeRettout yeR¥, Iny =2 <= y=e

Proposition : Si f est inversible, alors pour toutz € Dg et tout y e Dg—1,

flof(x)y=z et fofty =y

D?Dnition : La fonction identitZ de R, notZe id, est la fonction de domaine Dijy = R
dZpnie parid(z) = x.

La proposition prZcZdente se rZZcrit simplement " IQaide de la fonction identitZ.

Proposition : Si f : Dg — I¢ est inversible, alors

fTlof=idp, et foft=idp, _,
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Exemples de fonctions inversibles

e On a vu (graphiquement) que la fonction cube était inversible. Par définition de la racine
cubique, I'équation 22 = y admet pour solution = = Jy. Donc, 3/ est la fonction inverse de la
fonction cube.

e g: R — R définie par g(z) = 2> + 1 est inversible. En effet, soit y € R. Alors,

y:xs-l—l = y—lzar:3 = = "y-—1

donc g est inversible et g7 ! (y) = ¥y — 1 pour y € D,-1 =R

e Procédons de méme pour la fonction h(x) =

5
1 définie sur Dj, = R\{—1}. Soit y € R.

3 +

Etudions I'équation =qy.Six # —1lety #0, alors

3 +1
d
5 3.1 5 35 1
— — €T = — p— xr = _ .
Y 3 +1 Y

5
Donc, h est inversible, D, 1 = R¥ et h=1(y) = 3 = — 1.
Yy
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Fonctions circulaires réciproques

Les fonctions circulaires ne sont pas inversibles, mais opportunZment restreintes elles le

deviennent. T/- V

.
.
.
.
S
g -
. . R
. .

. . .
. . . .

.* A .

.

.

La fonction cosinus restreinte La fonction sinus restreinte a La fonction tangente restreinte
a [0," ] est inversible [—" /2," /2] est inversible a]l—"/2," /2] est inversible

e On appelle arccosinus la fonction (notZe arccos) rZciproque de cos l[0,/1- On a
Darccos = [—17 1] = I¢

0s |[0,x]

Size[-1,1]etfe[0,n]: 6 = arccosz <= x = cosf

e On appelle arcsinus la fonction (notZe arcsin) rZciproque desin l[= /2, j21- On a
Daresin = [—17 1] = I

i [[_r/2,7/2]

Size[-1,1] etfe[—n/2,7/2] : 6O = arcsinz <= x = sinf

e On appelle arctangente la fonction (notZe arctan) rZciproque detan = /2, j21- On @

Darctan = R = Ity [1—m/2,7 /2

SireRetfe| —n/2,n/2[: 6O =arctanx <= =z = tan6
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Graphes des fonctions

arccos(x)

T
N

arccos, cos |[g,

\"W
! \..’ !
T .
1 e

arcsin, arccos et arctan a connaitre par coeur

arcsin(x) arctan(x)
sy
2
f f x x
-1 1
777777 -
2
arcsin, sin |[_ /2 /2] arctan, tan [j_r /o /2|
| "
| x ol
- \ 21
. |
| |
] ] ] ]
T T I I
-1 1 T L5
- |
1-3 R
| 2
| |
| |
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Exemples

Exercice : calculer arccos(1/2) et arcsin(sin(97/4)).

Solution :

Rappelons que siz € [—1,1] etsi 6 € [0,n], § = arccosz < z = cos®.

Donc, 6 = arccos(1/2) si 0 € [0, 7] et cosf = 1/2. On a donc

arccos(1/2) = x/3.

Rappelons que six € [—1,1] etsi 6 e [—n/2,7/2], 8 = arcsinz < x = sin#.

HZlas, dans cet exercicéd = 9m/4 ¢ [—7/2,w/2].

Mais, par erIOdICItZ sin(97/4) = sin(w/4 + 2m) = sin(w/4). Comme /4 € [—7/2, 7/2],

par les propriZtZs des fonctions rZciproques, on dZduit que

arcsin(sin(97/4)) = arcsin(sin(w/4)) = w/4 |
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TMB B Chapitre 3
DZrivZes

Dans ce chapitre :
3.1 Limites, relation de prZpondZrance
3.2 Fonctions continues, dZveloppements limitZs dOordre 0.
3.3 Fonctions dZrivables, dZveloppements limitZs dOordre 1, dZrivZes dOordre supZrieur
3.4 Extrema locaux et points dOinRexion, points critiques
3.5 DZveloppements limitZs dOordre quelconque et approximation locale.
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3.1a — Limites

e Soit /£ € R. Voici une bande horizontale autour dey = /.

) e

Plus la largeur de bande € est petite, plus la bande est étroite et plus on se rapproche de la

valeur y = /4.
¢ \oici une bande verticale autour dex = a et un graphe de fonction restreint = une

bande verticale autour dex = a.
X

X a
.
B
.
.
.
.
.
.
.

T
\

Plus la largeur de bande § est petite, plus la bande est étroite et plus on se rapproche de la

= = a
L i'f
) )

valeur z = a.
DZPnition : Soit f une fonction rZelle dZbnie sur un intervalle ouvert contenant.. On dit

gue f admet une limite ¢ € R lorsque x tend vers a et on note

¢ = lim f(x)

X—a

si toute bande horizontale autour dey = ¢ contient le graphe de f restreint ~ une bande

verticale autour de z = a (souvent, on Zcrit aussi f(x) 2 l).
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Exemples

e La fonction reprZsentZe ci-dessous converge vefs= f(a) lorsque z tend versa :
X=a X = a X=a

e Calculer

2
—4

{ = limx
X—2 1 — 2

Lorsque x tend versa = 2, % — 4 tend vers 0 et z — 2 tend vers 0. Il semble ainsi
dZlicat dOZvaluef. Mais comme

-4  (z—-2)(z+2)
r—2 T — 2

=+ 2,

on obtient

= lim z + 2 = 4.
X—2

A an o S S
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Limite a gauche, limite a droite

La fonction rZprZsentZe ci-dessous nOadmet pas de limite lorsqueéend vers a car pour
tout ¢ € R, on peut trouver une bande horizontale autour dey = ¢ ne contenant aucune
restriction du graphe de f © une bande verticale autour de x = a.

S

~ |

7 4

Par contre, cette fonction admet des limites ~ gauche et ~ droite en a.

DZPnition (limite ~ gauche, limite " droite) :

e f admet une limite /5 ~ gauche quand z tend vers a par valeurs infZrieures si toute
bande horizontale autour de /g contient le graphe restreint = une demi-bande verticale ~
gauche dea. On note ¢y = lim,_ - f(z)

e f admet une limite ¢4 ~ droite quand z tend vers a par valeurs supZrieures si toute
bande horizontale autour de/y contient le graphe restreint ~ une demi-bande verticale ~
droite de a. On note ¢y = lim,_,,+ f(x)

r = Qa
) : Yy = (/'(l
Yy = %gg R
a

limite & gauche limite a droite

r = a
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3.1b — Relation de prépondérance et notation de Landau

DZPnition (notation de Landau) : Soit f et g deux fonctions rZelles. On dit quef est
nZgligeable par rapport © g au voisinage du pointa si on peut I0Zcrire sous la forme

f(z) = g(z)e(=),
0+ € est une fonction rZelle telle que)limae(a:) = 0. On dit aussi que f est un petit o de g
et on note

f =o(g), lorsquezx — a.

Remarque : lorsque la fonction g ne s'annule pas autour de a (sauf éventuellement en a) alors

f =o0(g), lorsque z — a. = f(x)/g(x) —> 0, lorsque x — a.

En particulier, lim ., 0(g)/g = 0.

Exemples :

e Silimx—a f(x) =0,0n a| f(x) = o(1), lorsquez — a.
En effet, lim ., f(z)/1 =1lim ,_,, f(x) = 0.

e Soit a € R. Pour tous entiers m € N* et n € N,

N ~\

u
(x—a)™™"M =0 (x —a)", lorsquez — a.

En effet, (x —a)™ " /(x — a)™ = (x — a)™ — O lorsque z — q,Puisque m > 0.
En particulier, 22 = o(z), —z° = o(z®), (x —4)" =0 (z — 4)% | etc.

e Plus gZnZralement, sia € R, pour tous o, B € R tels que o > S,

u
(x—a)®=0 (x—a)®, lorsquez — a.
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Notation de Landau : régles de calcul

Remarque importante : La notation de Landau f = o(g) se lit toujours de gauche ~
droite. Ainsi, il est vrai que o(x) = o(1) lorsque x — 0, mais il est faux queo(1) = o(x)
lorsque  — 0. Par exemple, 22 = o(z) = o(1) mais = o(1) # o(x).

Regles de calcul : Exemples | 6
folg) =o(fg)
f=olg)etg=oh) = f=olh) o) =o)L
f=o(h)etg=o0(h) = f+g=o(h) e 013 +oz* =0a%
f=o(h) etg=o(k) = fg=o(hk)

(x —a)?0 (x—a) =o (x—a)d

o (xr—a)? o (:c—a)su:o (a:—a)7u

Remarque : Beaucoup dOouvrages utilisent la notation "epsilon'e ~ la place de la
notation de Landau. Pas dOinquiZtude, il su"t juste se souvenir de la dZpbnition des petits
o pour passer dOune notation ~ IQautre.
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3.2a — Fonctions continues

DZbnition B Soit f une fonction rZelle eta € Dg. On dit que
e f est continue au point a € Dg Si

lim f(x) = f(a)

X—a

e f est continue si f est continue en tout point a € Df.

e f est continue " gauche (respectivement ~ droite) au point a € Df si

« (%]
lim f(z) = f(a) respectivement lim f(z) = f(a) .

X—a— x—at

Y ~ %

Pl /__: i °
/ / a / a
continue non continue en a non continue en a
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3.2b — Développement limité d'ordre 0

DZbnition : Une fonction rZelle f admet un dZveloppement limitZ (DL) dOordre 0 au
point a si on peut |0Zcrire sous la forme

f(x) =ao +0o(1), avec ap€R.

Proposition : Soit f une fonction continue au point a. Alors, f admet un DL dOordred
au point a :

f(x) = f(a) +0o(1) |

Preuve : On a f(z) = f(a) + f(z) — f(a)u. Or, comme f est continue, glima f(x) — f(a)u =0
ce qui signifie que f(xz) — f(a) = o(1).

Remarque : pour z proche dea, f(x) a pour valeur approchZef(a) et pour erreur
dOapproximation associZ¢(x) — f(a) = o(1) :

flz) = f(a) + o(1)
| I | | —
valeur approchée de F(X) erreur d'approximation

Exemple : V1.1 = 1 + (vV1.1-1)

 I—
valeur approchée de v/1.1  erreur d'approximation
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3.3a — Fonctions dérivables

Motivation : Si x(t) représente la position d'un point en mouvement sur une trajectoire rectiligne,
par exemple un cycliste sur une route, la distance parcourue entre les temps t et t’ est donnée par
d__ z(t)—z(t)

71 T - Sa vitesse instantanée a

d = z(t') — z(t) et sa vitesse moyenne par v =
I'instant ¢, si elle existe, vaut donc

L at) —a)
o) = fIm ——

x
On note usuellement v(t) = z'(¢) ou v(t) = g OU encore v(t) = z(t).

DZbnition : Soit f : D§ — R une fonction.
e On appelle nombre dZrivZ de f au point a € D¢ la limite

i 1)~ f(@)

X—a T —a

(@) =

si cette limite existe et appartient = R. On dit alors que f est dZrivable en a.

e On appelle alorsfonction dZrivZe de f, la fonction
f/ : Df/ — R, €T — f/(CC),

0+ D¢ est le domaine de dZrivabilitZ de f, cOest-"-dire le sous-ensemble dBs
constituZ des points oe f est dZrivable.

Proposition : Si f est dZrivable au pointa, alors f est continue au point a.

N 0 u
Preuve : lim  f(z) — fla) = lim W(Q:—a) — f'(a)-0 = 0.
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Fonctions (non) dérivables

Remarque : Une fonction dérivable est continue, le contraire est faux. En effet, il y a des fonctions

continues qui ne sont pas dérivables.

1y il ]
/7 a / /
non continue ena continue mais non derivable ena derivable
Exemples :
e La fonction racine carrée (définie sur Ry ) n’est pas dérivable en 0 mais elle I'est en tout point
a > 0 car
jim VIV VT~ Va T !
voa p—a  w—a (Vo —a) (VT +a)  eoez+a 24a
e La fonction In est dérivable sur ij et, par définition, (In z)’ = L pourz € R:’f.

o f(z) =3z% +sin(v/23 —1) +In(3z% + 1) est dérivable sur
$
D= zeR|z>—1>0, 3x2+l>0( =11, +ool.

e La fonction valeur absolue

x six=0

xTr| =
|l —x siz<0

n’est pas dérivable en O.



3.3b — DL d'ordre 1

DZPnition : Une fonction rZelle f admet un dZveloppement limitZ (DL) dOordre 1 au
point a si on peut I0Zcrire sous la forme

f(x) =ao +a1(z —a) + o(x —a), avec ap,a1 €R.

Proposition : Si f admet un DL dOordrel en a, alors f admet un DL dOordred en a.
Preuve : En effet, ag + a1(x — a) + o(x — a) = ap + a10(1) + o(1) = o(1), d’apres les régles de
calcul des petits o.

Proposition : Soit f une fonction dZrivable au pointa. Alors, f admet un DL dOordrel
au point a :

f(@) = f(a) + f'(a)(z — a) + o(z — a)

T a
f(x)—f(a) f/(a)

r—a

Preuve : Puisque f est dérivable en a, on alim ,_,, = 0, ce qui signifie que

f@)=fla) _ f’'(a) = o(1). Donc,

f(@) = f(a) + f'(a)(z — a) + (z — a)o(1)
= f(a) + f'(a)(z — a) + o(z — a) (d'apreés le regles de calcul pour les petits 0)

Supposonsf(a) # 0 et f'(a) # 0. Lorsque = est proche dea, les termes du DL sont
Zcrits par ordre de grandeur :

terme dominant correction, plus petite erreur d'approximation, encore plus petite
T 1 1
/
fle)= fla) + [fla)(x—a) + o(z — a)
L ] 1. 1
valeur approchée de T(X) erreur d’approximation
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Exemple

La fonction racine carrZe, dZpnie suR par f(z) = 1/ est dZrivable surR*. De plus,
f(x) = ﬁ pour z € R¥*, car sia > 0,

f'(a) = lim ﬁ_\/_—hm ! !

X—a T —a x-»a\/__|_\/_ 2\/6

De maniere Zquivalente,

vz =+/a+ 7(x—a)+o(az—a)

dOoe (en prenantz = 1.1 et a = 1)

1
VIT=1+4S(01) + (VII-(1+ —(0 1))
= L05  +(VI1-105)
valeur approchée erreur
Remarque : en posante(z) = ﬁ(w a) + o(z — a), on voit que limx .4 e(x) = 0.

Donc, la fonction racine carrZe est continue au pointa.

78



Propriétes des fonctions dérivables

Proposition : Si f est dZrivable ena, alors son graphe Y
admet une droite tangente Ay au point (a, f(a)),
dOZquation

Aa:| y= fla) + f'(a)(z - a)

Le nombre dérivée f'(a) est le coefficient directeur de la droite tangente !

ThZoreme : Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — R une fonction dZrivable.
e Si f/(x) = 0 (resp. > 0) pour tout = € I, alors f est croissante (resp. strictement

croissante).
e Si f/(x) <0 (resp. < 0) pour tout z € I, alors f est dZcroissante (resp. strictement

dZcroissante).
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Dérivée des fonctions usuelles (a connaitre par coeur)

Cas particuliers de f(z) = = :

(%) = 2z (x3) = 322

/
f(z) (=)
xn n mn—l
:Ea a ma—l
sin x cosx
coszx —sin x
tanz | —— =1+tan?z
cos? x
e’ e”
1
In = —
X

Ly =-% (&) =-%
(Vx)' = 3=
arcsin !
x —_—
V1 — x2
1
arccos -
V31— x2
1
arctan x
1+ x2
sinh z cosh x
cosh sinh z
1
tanh « — s = 1—tanh 2z
cosh® z
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Dérivée de la somme et du produit de fonctions

Proposition : Soit f et g deux fonctions dZrivables etA e R. On a

o F@) 9@ = @)+

N o
| Af(@) =Afl(z)

o | flx)g(x) = fl(z)g(x) + f(x) g (x) regle de Leibniz

si f(x) #0,0na

sig(z) #0,0na

Exemples :

1 T _ (@)
f(@) f(x)?
Ci@ ! f@) (@)~ f(@) g ()
9(@) g(x)2
1 1
~ (In z)2 T zIn2g

cf@) = S =

t

/
* M=

h'(t) =

(e" +te’)(t +1) —te’ (1% +t+1)ef
(t+1)2 o (t+1)?
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Dérivée d'une fonction composée

Proposition (regle de la cha’ne) : Soit f et g deux fonctions dZrivables etg o f leur
composZe, alors

/ /‘ l:l /
(go f)(x) =g f(x) f(x).
Preuve : Calculons la limite du taux d’accroiss_emfant. Qn a

= u : al g U
go f(x) —go f(a) g f(x) —g f(a) f(x) — f(a)

L AT L T gy 1oy r—a
=4 f(a)uf/(a). (car f et g sont dérivables)

En particulier :

/

() =af () =", (lnf)’=f7, (sin f)" = (cos f)f'

Exemples :
o h(z) = (In z)?
2 RN / / ' N / 1 2In x
Posons f(x) =In z. Alors, h = f“. D'ou, h' = 2f f’, c’est-a-dire h'(z) = 2Inz — =
x x

o k(z) =In(z?)
2 1~ / / ’ N . / Zx 2
Posons f(x) = ”. Alors, k = In f. D'on, k' = f'/f, c'est-a-dire k'(z) = — = —
x x
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Exercice

Calculer les dérivées des fonctions suivantes.
. h(z)= —

Solution : h = 1/u, dOosh’ = —u’/u? soit

i o 1
hiz) = - (Inz)2  z(lnx)?

o y(t) = t3 sin3(t)
Solution : On applique la regle du produit, puis (u3)" = 3u?w’, dOoe

y' (t) = 3t% sin®(t) + t3 3sin?(t) cos(t)
— 3t2 sin?(t)(sin(t) + t cos(t))
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Dérivées des fonctions réciproques

Proposition (dZrivZe de la rZciprogue dOune fonction) :  Soit f : D — R une fonction
inversible. ij est dZrivable, glors sa fonction rZciproquef —1 10est aussi en tout point
x € Dg_1 VZriPant f' f~1(z) #0etona

S 0 ]
@)= o | ()
(1 (=)
Preuve : En dérivant I'égalité = = f o f~'(z), on obtient (d’aprés la régle de la chaine) :
« 1ﬂ/ , « 1 g« lﬂ/
1= fof " (@=f f (® f = (2). (s3)

’ u
Si f' f~'(z) # 0, (%) suit, sinon (%%) n'a pas de sens.

Exemples : dérivées des fonctions circulaires réciproques.

1
1+ 22

1 1
V1 — 2 V1 — x2
Preuve : On démontre la troisiéme formule, les autres se démontrant de maniére similaire. En
prenant f = tan |j_. 2, r.2[ et f~! = arctan dans (%), on obtient :

1 . . 1 . 1
1+tan2 arctan () 1+ tan arctan (z) > 1+ 2

arcsin ' (z) = arctan '(z) =

arccos’(z) = —

arctan '(z) =
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Dérivées d'ordre supérieur

DZPnition :
e Si f est dZrivable et sif’ est dZrivable, on appelledZrivZe seconde de f et on note f”
la dZrivZe dejf’.

e Si f, f’, f" sont dZrivables, on appelledZrivZe troisisme de f et on note f(®) la dZrivZe
de f”.

e Soit n € N, on dZpnit de meme ladZrivZe dOordren de f, (™ = (f(n—1)) en dZrivant
f successivementn fois.

Exemples :
e Soit f(z) = * pour z € R. Alors,

fl(x) =32, f'(z) =6z, f"(x)=6, f"(x)=0 pourn>4.

e La fonction h(z) = xz+/ est dérivable sur Ry et h'(z) = (23/?) = %x1/2 = 2z mgis h
n'est pas deux fois dérivable en = = 0. Elle I'est en revanche pour z > 0 et h//(z) = NGk
T
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3.4a — Extrema locaux et points d’inflexion

DZPnition : Soit f une fonction et a € Dg. On dit que

|
[OF 2 —ﬁ

e a est un minimum local de f si| f(x) = f(a)

I/
dans un intervalle Ja — §, a + [ autour de a. minimum local

e a est un maximum local de f si| f(z) < f(a) \; . ;

-

a
maximum local

dans un intervalle Ja — ¢, a + [ autour de a.

LOensemble des minima et maxima locaux est appelZ |IOensembles#ema locaux .

e a est un point dOinRexion de f si le graphe de f %

e : I a \
change de concavitZ au pointa. point ddinRexion

Proposition : Soit f une fonction dZrivable (resp. deux fois dZrivable) em € Ds.
e Sia est un extremum local de f, alors f’(a) = 0.
e Sia est un point dOinRexion def, alors f”(a) = 0.

Remarque : Dans la proposition prZcZdente, aucune des deux rZciproques nOest vraie.
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3.4b — Points critiques

DZPnition : Soit f une fonction dZrivable.a € D¢ est un point critique de f Si

f'(a)=0]

Dans ce cas, la tangenteA, est la droite horizontale dOZquation y = f(a)

est une parabole. Ona f'(x) =2(x—1),donca =1
est un point critique de f. La droite tangente Aa, qui
a pour Zguation

Exemple : Le graphe de la fonction f(z) = (z—1)2+1 \

* — 4

y=140(zx—1) =1,

X
1
8}

est bien horizontale.

Remarque : Un point critique a peut nOstre ni un mi-
nimum, ni un maximum. COest le cas st est un point
dOinf3exion.

\
point critique et point dOinRexion

D —

Proposition : En un point dOinBexioru (critique ou non), le graphe de f traverse la
droite tangente Aj.
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Nature d'un point critique

DZbnition : Une fonction réelle f admet un dZveloppement limitZ (DL) dOordre 2 au point a si on
peut I'écrire sous la forme

f(x) =ao +ai(zx—a)+ az(x — a)2 + (x — a)Qe(:n)
=ag +ai(zx —a)+ +az(x — a)2 + o((x — a,)2),
ol ag, a1, as sont des constantes réelles et € une fonction réelle telle lim ,_,, e(x) = 0.

ThZoreme de Taylor-Young : Soit f une fonction deux fois dérivable au point a. Alors, f admet
un DL d'ordre 2 au point a :

F@) = @) + @) —a) + T3 @ —a)? +ol(@ - a)?)

Corollaire : Soit f une fonction deux fois dérivable et a un point critique (f'(a) = 0). Alors,

e si f”(a) > 0, a est un minimum local.
De plus, f est convexe dans un intervalle Ja — §, a + &[ autour de a.

e si f’(a) <0, a est un maximum local.
De plus, f est concave dans un intervalle Ja — §, a + [ autour de a.

e si f” change de signe au point a, a est un point d’inflexion.

Preuve partielle : Supposons que f”(a) > 0. On applique le DL d'ordre 2. Comme f’(a) = 0, on
a pour x proche de a,

@ s =@ 0t o= w?)
L >0 de signe inconnu mais plus petit
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Exercice

. . . T p .
Trouver les points critiques de la fonction f(x) = ———— et déterminer leur nature.

(z —1)2
Solution : f est définie et dérivable sur Dy = {z € R |  # 1}. Cherchons les points critiques :

3z (x —1)2 — 23 2(x — 1) B 3z?(x — 1) — 223 B x> — 3z2 B z?(x — 3)
(z — 1) @D @13 (@13

(=) =

Donc f/(x) = 0 si et seulement si x = 0 ou = = 3. Par conséquent, il y a deux points critiques :
r=0 e x=3.

T Arivg A . / mQ(x B 3)
Pour connaitre leurs natures, calculons la dérivée seconde. Puisque f'(z) = W'
x p—
) u
p 2z(x —3) + 2% (x —1)% —z?(z — 3)3(z — 1)?
fi(z) =
(x — 1)
B (322 — 6z) (z — 1) — (3z® — 92?)
a (x —1)4
B 3z — 322 — 622 + 62 — 323 + 922
B (x —1)%
_ 6x
CEE e

Alors :

e Enz=30ona f’(3)= ;—2 > 0, donc & = 3 est un minimum local.

e Enxz=00na f”(0) =0 eton ne peut, a priori, pas encore conclure. Mais, la formule pour f”
montre que cette derniére change de signe en z = 0, donc x = 0 est un point d’inflexion.
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3.5 - DL d'ordre n

DZbnition :  Soit n € N. Une fonction rZelle f admet un dZveloppement limitZ (DL)
dOordren au point a si on peut I0Zcrire sous la forme

f(x)=ao +a1(z —a)+az2(x —a)®> + -+ an(z —a)" + o((z —a)™), lorsquex — a
0* ap,ai,az,...,an Sont des constantes rZelles.

ThZoreme de Taylor-Young : Soit f une fonction continue » fois dZrivable au pointa.
Alors, f admet un DL dOordren au point a :

"(a (M (a
f@) = f@) + P —a)+ T @ a4 T oo ayn)

n!

DZbnition = P(z) = f(a) + f'(a)(z — a) + T (z — a)2 + -+ + To@ (5 _ )N est
appelZpolyn™me de Taylor de f dOordren au point a.
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Exemple

Soit f(z) = X pour z € R et a = 0. Alors, f est dZrivable autant de fois quOon le
souhaite et f("(z) = X. Donc,

1
e =1+ax+ §x2 + o(z?).

Voici les graphes def(z) = < (en bleu) et de son polyn™me de Taylor dOordre 2,
P(xz) =1+x+x?/2 (en rouge).

Rappelons-nous que le thZoreme de Taylor-Young est pertinent pourz proche de a = 0.
On constate en elet que IOerreur dOapproximation((z — a)?) est bien meilleure en
x =0.1 quOenr =1 :

fl)y - P(1)=e—(1+1+1/2) ~ —0.83
£(0.1) = P(0.1) = %! — (1 + 0.1 + 0.01/2) ~ —0.0018
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Exercice

Déterminer les DL a 'ordre 2 de la fonction
4 —x
f(z) =

2+«

aux pointsa = 0 et b = 1.

Solution : Calculons les deux premiéres dérivées de f :

p —24z)—(4—1x) 6
2 +0) 2+
" —2(2+ ) 12
:—6 =
F'@) = (0 ot = G oy
* Enae=0: 4 6 3 12 3
0) = — =2, "0)= —= = —= 70)= = = =
fO=5=2 FO=-7=-3 SO=%=5,
d imr_, +32+(2) I 0
onc =2— = - orsque z — O.
>t 233 4:(: o(x”), que x
*Enb=1 3 6 2 12 4
1H)==-=1 'My=—-—==-2 "1y = == = 2
FO =3 =1 f@=-g=—2 fO=5=s
4— 2 2
donc 2+x:1—§(m—1)+§(w—1)2+0((x—1)2), lorsque =z — 1.
X
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Estimation du reste

ThZoreme de Taylor-Lagrange : Soit n € N et f une fonction dZrivable n. fois sur [a, b]
et n + 1 fois ]a, b[. Alors, pour tout z €]a, b], il existe ¢ €]a, z] tel que

_ / f(n) (a) n f(n+1)(c) n
f(:t:)—lf(a)—l—f(a)(x—a)---+ - (z —a) I+m($—a) 1

valeur approchée de T(X)

erreur d'approximation

En particulier, si |f("+1)| est bornZe par une constanteM, IQerreur dOapproximation
vZripe |Oestimation suivante

@) = P@)] < ol — ol

=

o P(z) = f(a) + f'(a)(x —a) -+ f(n—)!(a)(ac — a)" est le polyn™me de Taylor de.

n



Exercice

e Montrer que pour tout x = 0 on a

3 1

1—z+2°—2° < <l-—z+a2°—2°+ 2
1+«
Solution : Pui " 1 (1™ it, par la formule de Taylor-L
: Puisque —— — = (—1)" ————— on sait, par la formule de Taylor-Lagrange,
q dz™ 1+ x (1+ x)ntt P Y grang
que pour tout z = 0 il existe un ¢ compris entre O et = tel que
1 2 3 4 n 1 n
=l—-z4+2"—2"4+2 — -+ (1) ———= .
1+« (1) (L+ c)ntt
Puisque 0 < ¢ < z,onac+ 1> 1. Donc, pourn=3ona(—1)3(1+1€)4 > —1 et donc
! =l—-z+2°— —— 2°>1—z+2°—2°
1+ (1+c)t" 7 '
— N4 1
Et pour n =4 ona (—1) e < 1, donc
1 2 3 1 4 2 3 4
=l-z+4+2" -2+ ——z <l—-z+z" —z" +x.
1+ =z (1+ ¢)®
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Exercice (suite)

e Pour quelles valeurs de x > 0 peut-on dire que 1 — z + 2% — z

10~% pres, c’est-a-dire telle que

3 est une approximation de

1 2 3% —4
—(1—-—z+z" —=x < 10 ?
g1—}-91,‘ ( )
Solution : Des inégalités
1
1—3]+:132—33 < <1—x+a:2—a:3+:c4
1—=x
on déduit que
1 2 3 4
< ——1—-—ax+2" —z2°) < x".
1+=x ( )

Il suit alors que

si on prend z < 1071

gl
1—=x

—1l—-z+2° - x3)§< 10~*

. car dans ce cas on a bien z* < 1074,

1
1+x

a
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TMB B Chapitre 4
IntZgrales

Dans ce chapitre :
4.1 IntZgrale de Riemann
4.2 Primitives, thZoreme fondamental de IOanalyse
4.3 Calcul des intZgrales et des primitives : intZgration par parties (IPP)
4.4 Calcul des intZgrales et des primitives : changement de variable
4.5 Calcul des intZgrales et des primitives : fractions rationnelles, fractions esin et cos
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4.1 — Intégrale simple de Riemann

DZbnition : On appelle subdivision de [a, b] un ensemble bni de pointsS = {zo,...,zn}
tel que
a=x0 <21 <+ <Tp—-1<xn =b.
Le pas §(S) de la subdivision est le plus grand des nombres; — zj_1 0* i € {1,...,n}.
a = Xp X1 Xo X3 N ¢ X cee Xp—1 Xn =Db
et —e—i ——| ] R
P1 P2 P3 Pi Pr
>
H(S)
e Pour tout choix de n points p; € [zi—1,zi], i € {1,...,n}, on appellesomme de

Riemann de f le nombre

Q

R(f;S;{pi}) := _ (zi — zi—1)f(pi)

i=1

I
e Dans cette somme, chaque terme /' N\
(zi — zi—1)f(pi) reprZsente IOaire @ ‘

. 7 ¢
algZbrique du rectangle de base i Ti—1 X \\ i :
[zi—1,zi] et de hauteur f(pj).

"\
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Intégrale simple de Riemann

ThZoreme : Si la limite lim: (sy_,o R(f;S;{pi}) existe alors elle est indZpendante du

choix des points pj, on la note

7

f(x) dx :

1 (S)

grgo R(f;S;{pi})

DZbnition : LorsquOellexiste et quOelle esbnie, on appelle cette limite IihtZgrale (de
Riemann) de f sur [a,b] et on dit que f estintZgrable au sens de Riemann.

Proposition :

e Toute fonction continue sur [a, b] est intZgrable au sens de Riemann.
e Toute fonction monotone sur [a, b] est intZgrable au sens de Riemann.
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Signification géométrique de |'intégrale simple

Soit f : [a,b] — R une fonction intZgrable. La limite

&

o J(z)dz sQinterprste comme e

algZbrique de la portion du plan comprise entre le graphe def et IOaxe des abscisses.

KON

a

f(x)dx : aire algZbrique sous le graphe d¢f

f(x)

LGire algZbrique est obtenue en faisant la somme algZbrique de chacune des portions
dOaire comprises entre le graphe dg et IOaxe des abscisses : on ajoute les aires au dessus
de I0axe des abscisses, auxquelles on retranche celles qui sont en dessous.

KO

a

|f(x)|dz : aire sous le graphe d€ f|

| f(2)]

Tm
L 2 XT
‘a// hN _7b
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Propriétés des aires algébriques

Soient f, g : [a,b] — R deux fonctions intZgrables etc € [a, b]. Soit X € R.

e 7y N
e Relation de Chasles flx)de + f(z)de =  f(x)dx
a C a
| >, | /Dy | A
| a c + | c b N | a b

Notation : Pour que la relation d%Chasles soit vé5}',gti)ée quelles que soient les positions relatives
a

des abscisses a, b, ¢, on définit : f(x)dx := —  f(z)d=z.
b a

g
A, A,
e Sif(x) < g(x) pour tout x € [a,b] : f(x)de < g(z)dx [ ﬁ /
a a a b

79 ~ N A, A,
e Principe de linZaritZ : f(x) + Mg(z) de =  f(x)dz + X g(z)dz
a a a
%, %, %,
Exemple: (3cosx + 5sinx)der =3 cosxzdx +5  sin zdx
0 0 0
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4.2a — Primitives

DZbnition : On dit que F : [a,b] — R est une primitive de f : [a,b] — R si I est

dZrivable et que pour tout z € [a,b], on a F'(z) = f(x).
%

f(z)de = F(z) + C

On note

(avec C' € R) pour dire que F' est une primitive de f.

Proposition : Si F' et I sont deux primitives de f sur [a, b], alors il existe une constante

rZelle C telle que F = F + C

Preuve : Ona (F — F) =F' — F' = f — f =0 sur [a,b]. Donc, F — F est constante.

Exemples " conna’tre : Ci-dessous, o # —1 et C € R.

% atl % %
x 1
x dx = +C —dx =In|z|+C e’ dr =e* +C
% (a+1) %:c % )
sinzdx = —cosz + C coszdxr =sinx + C > dr =tan =z + C
% % 0 COS* @
shxzdex =chz +C chxdxr =shx +C der =thz +C
ch 2z
% 1 % 1 % 1
——dx = arcsin z + C ——— dx = arccos ¢ + C dx = arctan =z + C
VI-aZ VI—a? 1+ a2
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4.2b — Théoréme fondamental de |'analyse

ThZorsme : Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Alors,
e f admet une primitive I sur IOintervallgfa, b]. Pour x € [a, b], F(z) est |Qaire algZbrique
sous le graphe def entre les abscisses: et&:, cOest-"-dire
%
F(x)=  f(t)dt
a
e RZciproquement, siF est une primitive de f, alors |Oaire algZbrique sous le graphe de
entre les droites verticales dOabscissaset b est donnZe par

"
f(z)dx = F(b) — F(a)

a

Preuve : Soit c € [a, b] et X un point proche de c. Par la relation de Chasles, F (x) — F(c) = &”CE f(t)dt
est |'aire comprise entre Cc et X. Comme f est continue au point C, toute bande horizontale autour de f(c)
contient la restriction du graphe de ¥ a une bande verticale.

&,

Pour X proche c, 'aire [ F(t)dt est ainsi comprise entre les aires de deux rectangles [f(c) — (/2](X — c)
et [f(c) + (/2](x — c). D'o, F(c) — (/2 < FE=FE) < £(c) 4 (/2 et donc
im e Z@=F(C) _ £(¢). Enfin, par définition de F, F(b) — F(a) = F (b) = &g  (x)dx.

r—cC

e Notation : On note | [F()]% := F(b) — F(a)
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4.3 — Technique pour calculer une intégrale | : intégration par parties

Proposition (intZgration par parties (IPP)) : Soient f et g deux fonctions dZrivables,
dont les dZrivZes sont continues sufa, b]. Alors,

U/00 O
/

- %o
f(@)g (z)de = b

(z)g(x)

Preuve : Il ne s’'agit que de la version intégrale de la formule de dérivation d'un produit. La
fonction fg est dérivable car f et g le sont et (fg)' = f'g + fg’. En intégrant cette égalité entre
a et b et en utilisant le principe de linéarité, on obtient d'une part

%,

: o 8
(f9) (z)dz = (£9)(b) — (f9)(a) = f(z)g(z)

et d’autre part
%, %, %,
(f'g+ fg)(@yde = f(z)g(z)dz +  f(z)g (z)dz,

a a a

d’ou le résultat annoncé.

Exemple : Calculer I'aire algébrique sous la courbe de f(x) = zcosx entre a = 0 et b = .
On pose
f(z) =x et g'(z)=cosuz,

avec
f'(z) =1 et g(z) =sinx.
On a alor% : %
O O & Tr o a_
T COSxzdx = rsinz j — sin xdx = a;3|nx+cos$0=—1—1=—2
0 0
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Intégratiqp par parties : application au calcul de primitives

e Calculer =z coszdx. On pose

f(z) =2 et g'(x)=cosz.
Alors, f(x) = x est dérivable et ¢’ (z) = cosz est la dérivée d'une fonction :
f'(x) =1 et g(z) =sinz.
D'ou % %
xCOSxdxr = xSinx — Sinxzdx =xsSinx +cosxz+C, CeR.

%
e Calculer cos® zdz. On pose f(z) = cosz et g’'(z) = cosx. Alors, f/'(z) = —sin z et

x) = sin . Donc
g(x) % %

cos® zdx = sin xcosz + sin?xzdzr + Ci, C;€eR.

Puisque Sin2$ = 1 — cos® z, on obtient
)

%
cos® zdx = sin zcosz + (1 — cos® z)dx + C;
% %
=sinzcosz + dx— cos’xdr + Cy
%

= sinzcosz + z + Cs — cos”zdxr + C1, Ci,Cs €R.
%
Il suit que 2 cos® zdx = x + sin zcosx + Cy + Cs et par conséquent, en posant
C = (C1+C2)/2, %

1
cos® zdx = E(a: +sinxcosx)+C, CeR.
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4.4 — Techniques pour calculer une intégrale Il : changement de variable

Proposition : Soient I un intervalle de R, f : I — R une fonction continue et
g : [¢,d] — I une fonction dZrivable, dont la dZrivZe est une fonction continue. Alors,

Yy Y (1)
flg(t)g'(t)dt = f(z)dz,

g(c)

et poserz = g(t) (t € [c, d]) sOappelle faire un changement de variable.

Preuve : Le résultat se déduit de la formule de dérivation d'une fonction composée et du théoréeme
fondamental de I'analyse. Soit F' une primitive de f{c'est-a-dire F’ = f) qui existe puisque f est
continue. En intégrant entre c et d I'égalité I’ g(t) ¢’ (t) = (F o g)’(t), on obtient

%y - g %,
F' g(t) g'(t)dt = (Fog) (t)dt

C (&

= (Fog)(d) —(Fog)(c) (dapreslethéoréme fondamental de I'analyse)
u u
=F g(d) —F g(c)

%
g(d)
= F'(x)dx (d’'aprés le théoréme fondamental de I'analyse)
g(e)

Ceci prouve le résultat puisque F’' = f.
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Le changement de variable en pratique : calcul d'intégralegb
Dans la pratique, on electue un changement de variable pour calculer a86;‘(3[;)@ &uand

on ne reconna’t pas immZdiatement la forme (normalement plus simple) ;. f g(t) g'(t)dt.

|l est alors commode de retenir le rZsultat prZcZdent (dans le cas os est inversible), en
introduisant I0algorithme suivant.

On pose une nouvelle variable = h(x)

On calcule les nouvelles bornes dOintZgrationc:= h(a), d = h(b)

On inverse la fonction h : = = g(t) si cOest possible

Le plus souvent, on notedx = ¢’(t)dt, de sorte que
% Y
flx)ydz = f(g(t)g' (t)dt;

a C

plus rarement on joue avec |Oexpressiait = h/(z)dx

Exemple : Détgrminer I'aire sous la courbe de f(z) = A/ + 1 entre les abscisses a = 0 et b = 1.
1

Pour calculer v+ 1ldx, on poset =+/x+ 1. Alors, t =1 quand x =0 et t = \/2 quand
x = 1. De pIus?x = ¢2 — 1, donc dx = 2t dt et par conséquent
% % s 5
1 V2 o0z 2
Vi +1de = 2¢% dt = §t3 = §(2\/5—1).
0 1

1
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Changement de variables - exemple calcul d aire

$
Exercice : Calculer I'aire du disque D = (z,y) e R? | 2% + 3?2 < 1 .
Solution : % a

Aire(D) = 2 Aire(DT) = 2 1 —x2dx
—1

W
()

e Posonst = arcsin(x).
e Les nouvelles bornes dOintZgration sontarcsin(—1) = —7/2 et arcsin(1) = 7/2.
e x = sin(t) et donc dx = cos(t)dt.

Finalement,
%l /2 b
Aire(D) = 2 1 — sin?(t) cos(t)dt
—" /2
% X % o 4 G /5
=2 cos” t dt = 1+ cos(2t) dt = t+ —sin(2t)
12 _y 2 /2

u
= 7/24+04+7/2—-0 =m.
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Le changement de variable en pratique : calcul de primitive

Dans la pratique, on electue un changement de variable pour calculer une primitive
Iorsquf)%p est confrontZ aux memes di"cultZs que pour le calcul dOune intZgrale : on doit
galculer, f(x)dx mais on ne reconna’t pas la forme (normalement plus simple)

f g(t) ¢'(t)dt quOelle cache.

Dans ce cas, il est commode de retenir la mZthode en introduisant |IOalgorithme suivant.

On pose une nouvelle variable = h(x)

On inverse la fonction h : x = g(t) o o
0 0

On note dx = ¢'(t)dt, de sorte que f(z)dx = f(g(t))g'(t)dtg
t=h(x)

On calcule une primitive ¢ de (f o g)g’ et on remplacet par sa valeur :

% N
f(x)dx = () + Cug_h( " (a:) +C

%
Exemple : Pour calculer la primitive +/x + ldx, on pose

=+ + 1 donc m:tQ—l, dx = 2tdt

et par conséquent
% %

2 y 2
Vo + 1dx = 2t3dt = =3 + C == 1)3/2 4 .
v e 3 i t=+z+1 3 (@+ 17"+ 108



Changement de variables - exemple primitive

0
/Oln2 T

dx.

Calculer la primitive
x

. 1
e Soit g(z) = Inz. Alors, In? z = g(z)? et ¢'(z) = = et
x

%l 5 % 1
n‘ x
de = g(x)%¢'(z)dx = glnsaz—l—C’.

Question : quelle était la fonction f utilisée dans cet exemple ?

. & ~
e Ici, on a reconnu immZdiatement la forme F” o g(x)g’(x)dx (pour quelle F', dOailleurs ?)
Si on ne sOen Ztait pas apereu, on aurait pu poser

t =1In(z) donc z =e', dx=e'dt

et obtenir
% N 02 \ 7 . e
lnz . ln(et) % t3 é 11’13 (:B)
de = ——— 7 otqy _ 2ay =—+4+C = C.
- X ot € t=In (x) 3 T t=In (x) 3 -
t=In (x)
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4.5 — Fractions rationnelles
Rappel : Un polyndme réel s’écrit comme une combinaison linéaire de mondémes :
P=ag+a1z+ - +apx", ag,...,an €R.

De méme, toute fraction rationnelle (c'est-a-dire toute fraction de deux polynémes réels
F = P/Q) est une combinaison linéaire d'objets plus simples, que nous commeng¢ons par décrire.

ThZorsme (division euclidienne des polyn™mes) : Soit ' = P/Q une fraction
rationnelle. Il existe un unique polyn™me et un unique polyn™meR tels que

R
F=F+ 6’ et degR < degQ@.

Le polyn™meE, quotient de la division euclidienne deP par Q, est appelZ lapartie
entisre de F'. Le polyn™meR est Zgal au reste de la division euclidienne dé& par Q.

Exemple : montrons que la fraction rationnelle FF = P/Q = (1 + 622 + 423)/(2z — 1) a pour
partie entiére E = 2x2 + 4z + 2. En ayant pris soin d’écrire les polynémes P et Q suivant les
puissances décroissantes, la division euclidienne de P par @Q s'effectue de la maniére suivante :

42° + 62 +1|2z—1
— 473 + 222 |2x2+433+2
8x2
— 8xz? 4 4z

4x + 1

—4x 4 2

3

422 + 622 +1

Ainsi, E = 22° + 4z + 2 et R = 3 de sorte que

_ (20 4 dr L)+
2z — 1 - * 2z —1°
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Elements simples de premiére espéce
DZbnition : Soit F = P/Q une fraction rationnelle et a une racine rZelle deQ de
multiplicitZ n. Les ZIZments simples de premiere espece associZs sont les fractions

rationnelles
Az Az An

r—a (x—a)2 7 (z—a)"’

o* A1,...An sont des constantes rZelles.

Exemple : Soit
2 +x+1

3 — 22 + ¢

F =
Comme Q = 2% — 222 + x = z(x?> — 2z + 1) = z(z — 1)?, on obtient

2 +r+1

B

Les racines de@ sont a; = 0, de multiplicitZ n; = 1 et ap = 1, de multiplicitZ np = 2.
F admet un ZIZment simple de premisre espece associZ ~ la racine; = 0, de la forme

A

X

et deux ZIZments simples de premisre espece associZs " la racire= 1, de la forme

B C
r—1 (zx—1)2
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Elements simples de deuxiéme espéce
DZbnition : Soit ' = P/Q une fraction rationnelle. Supposons queQ sOZcrive

Q = (2% + bz + ¢)"R,

o le trin™me rZelz? + bz + ¢ nOa pas de racine rZelle, est maximal et R est un
polyn™me rZel. LeZlZments simples de deuxisme espece associZs sont les fractions
rationnelles

A1z + B1 Aorx + Bo Anx + Bn
w2 +br+c (22 +bx+c)2 7 (22 +bx+ )
0o* A1,...An sont des constantes rZelles.

Exemple : Soit
1

x° + 223 + x
Comme Q = z° + 223 + z = z(z* + 222 + 1) = z(2? + 1)?,
1
z(z? 4+ 1)?

Notons que z? + 1 nOa pas de racine rZellg admet donc un ZIZment simple de premiere
espece, de la forme

A

X
associZ ~ la racinea = 0 et deux ZlZments simples de deuxisme espece , de la forme

Bx +C Dx+ FE
22 +17 (22 +1)2
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Décomposition en éléments simples d'une fraction rationnelle

ThZoreme (dZcomposition en ZIZments simples) :  Toute fraction rationnelle est la
somme de sa partie entiere et de ses ZlZments simples.

Exemple : Soit
1
x4 + x2’
Remarquons que le numérateur P = 1 est de degré strictement inférieur au dénominateur
Q = z* + z°. Donc, F a pour partie entiére E = 0.

F =

A B t Cx+ D

De plus, Q = zd + 22 = 2 (xQ + 1). Les éléments simples de F' sont donc 2052 € o et

par le théoréme,
1 A B Cx+ D

zt + 22 oz 22 x2 +1
Il reste a identifier les constantes A, B, C, D. Or,
A B Czx+D Az(z* +1) + B(z* + 1) + 2*(Cz + D)

+— +
x  x? 2 +1 x2(x?2 4+ 1)
_ (A+C)2® 4+ (B+ D)z® + Az + B

x4 4+ 2

En identifiant 3 F = —1— on trouve
rx*+x

%AJrC:O %Azo
B+ D=0 B=1
G A=0 = § Cc=0
B=1 D=-1
1 1 1

xt 422 22 2241
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Intégration des fractions rationnelles

Remarque : Toute fraction rationnelle F' est la somme de sa partie entiere et de ses
ZIZments simples. Pour intZgrerF', il su"t donc de savoir intZgrer un polyn™me (dZj” vu)
et des ZIZments simples.

Pro%position . Soit a € R et b e R*. Alors,
o ! de =In|z—a|l+C
r — a %
e sin =2, ;dazz— ! +C
(x —a)” (n—=1)(z —a)"!
b 1 d:czlarctanox_au—i-(?
b2 4+ (x — a)? b

3. 6.2
Exemple : On a vu précédemment que % =222 +4z+2 + 23:3_1. Par conséquent,
0 0 0
P4a® + 62 +1 d /0(2 2 42 42) dat o P dr = 23 4207 420+ > In |w—1/2|+C
x = x x r+—- ————dr=—-x x z+—=1In |x—
20 — 1 2 z-1/2 3 2
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Intégration des fractions rationnelles en sin et cos

Voici quelques regles pratiques (regles de Bioche simplipZes) pour calculer IOintZgrale
dOune expression rationnelle esin et cos. Soit f une fraction rationnelle.

Regle 1 : SilOintZgrale est de la forme

% %
. t =sinx
o f(sinz)cosxdr =  f(t)dt _ onpose | . _ ...
t=sin X
% % .
. = cosT
o f(cosz)sinzdr = — f(t)dt onpose | . _ o4
t=cos X
. 0, 0, \/
Exemple : ) sin %0 g 1 1
r=— —dt = — = .
cos? t2 t=cosx t t=cosx coszx
Regle 2 : Dans tous les autres cas, on pose ¢t = tan(x/2) |, donc :
g P
1—¢? 2t 2
cosx = , sinx = et dr = dt
1+ 2 1+ t2 142
Exemple : 0 0 Y, 0
P % P14 2 %4
: dx = 5 at = —dt
sin x 2t 14+t t—tan(z/2) b Ji—tan(z/2)
=In (t)g = In(tan (z/2)).
t=tan(xz/2)

115



TMB B Chapitre 5
fquations di!Zrentielles ordinaires (Edo)

Dans ce chapitre :
5.1 GZnZralitZs sur les Zquations di!Zrentielles ordinaires
5.2 fquations dilZrentielles ordinaires linZaires dOordre 1 - condition initiale
5.3 fquations dilZrentielles ordinaires dOordre 1 ~ variables sZparZes.

5.4 fquations di!Zrentielles ordinaires linZaires dOordre 2 ~ coe"cients constants - conditions
initiales
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5.1 - Généralités

DZbnition : Une Zquation di"Zrentielle ordinaire (edo) est une Zquation dont IQinconnue
est une fonction d@ne variable.

Une telle Zquation sOZcrit gZnZralement

« 4]
F tz(t),z(t),z'(t),z"(t),...,.z™M %) =0 (E)
o+ IOinconnue est la fonctionz : I — R dZPnie sur un intervalle ouvert! c R.

DZPnition : On appelle ordre de I0Zquation di"Zrentielle (E), |IOordre de dZrivation le
plus ZlevZ qui appara’t dans IOZquation.

Exemples :
e f'(z) = f(z), f(0)=1 inconnue : fonction f de la variable x, ordre : 1
o z'(t) + wx(t) =0 inconnue : fonction = de la variable ¢, ordre : 2
o 2/ (t) = p(t) + x(t)q(t) + =2 (t) inconnue : fonction x de la variable ¢, ordre : 1
®* ma = | F inconnue : position du corps en mouvement, ordre : 2

Il existe une forme de rZfZrence " laquelle on ramene les edo (lorsque cOest possible)
, X u
x'(t) =F t,x(t) .

On sOempressera de rZZcrire nos Zquations sous cette forme des que cela fait sens.
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5.2 - Equations différentielles linéaires du premier ordre

But : Soit I un intervalle ouvert et a,b: I — R deux fonctions continues. On cherche les
fonctions dZrivablesx : I — R telles que

x'(t) = a(t)x(t) + b(t) | pourtout te I (E)

On dit que (E) est une Zquation di"Zrentielle © linZaire du premier ordre et  une
solution de cette Zquation.

DZPnition : On appelle Zquation homogene associZe ~ (£) I0Zquation (plus simple) :

x'(t) —a(t)z(t) =0 | pourtout te I (En)

PropriZtZ (principe de linZaritZ) : Supposons quexp Soit une solution particuliere de
(E). Alors, toutes les solutions de (E) sOZcrivent

xz(t) = zn(t) + zp(t) | teR,

o* xp est une solution de IO0Zquation homogené¢E ).

Preuve : Si z}, = axp, et x;, = ax, + b, alors (xp, + xp)" = a(xn + zp) + b et donc toute
fonction de la forme x = xj, + x, est solution de (E). Réciproquement, soit x une solution de
(E). Comme 2’ = ax +betx, = ax, +b, (v —xp)" = a(x — xp) et donc x), = © — x, est une
solution du probléme homogéne. Par définition de x}, on a bien I'écriture x = x, + ).

6. %1 (t)X'(t) + %o (t)X(t) + &(t) = 0 se rameéne a (E) en posant a := —%q /% et b := —&/%;. 118



Résolution de I'équation homogeéne

ThZorsme : Les solutions de I0Zquation homogenéE},) sont les fonctions de la forme

zh(t) = AV

o+ A est une primitive de a et \ une constante rZelle.

Preuve : Cherchons une solution x. Si  ne s’annule pas, (E}) se réécrit

' (t) _

) a(t).

% ,
- x (T
Intégrons cette égalité. A gauche, on obtient (t)
% z(t)

A droite, on a : a(t)dt = A(t) + c2. D'on,

dt =In|z(t)| + c1.

In |z(t)] = A(t) + ¢ etdonc |z(t)| = e T = (V)

Ainsi, toute fonction de la forme z; = Ae? est solution. Y en a-t-il d'autres ? Non, car si = est
solution, en posant y = e~ “x, on voit que

y = e_A(:L" —ax) =0,
et donc y = )\ est constante, c'est-a-dire x = Ae?.

Remarque : DOapres le thZoreme, la seule solution déEy) qui sOannule est la fonction
identiquement nulle.
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Exemple d’équation homogéne

Exemple : L'équation homogéne z'(t) +sint x(t) =0 s'écrit comme
z' (t) = —sint x(t)
et a donc comme solution les fonctions .
zn(t) = Ae~ sintdt _ y cost 3 o R

Voici le graphe de xp, pour A e {5, 4, -3, -2 -10,1,2,3,4,5}

(En)
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Résolution de I'équation compléte

ThZoreme (variation de la constante) :  LOZquation complste £) admet une solution
particuliere de la forme

zp(t) = A(t)e™ V)

laV4
70

o+ A est une primitive dea et | A\(¢) = b(t)e AV dt

Preuve : Cherchons A(t) telle que z,(t) = A(t) e*) soit solution de (E). En remplacant, dans
(E), z(t) par z,(t), on obtient

zh (t) = N (1) e + A1) A'(t) e
ou A’(t) = a(t). On trouve :
(E) < XN@®) e A1) at)e®® = at) At) e ™ + b(2)
s N@) et =)

%
e N =bt)e ) o A@)= b)e W ar.

ThZoreme : Les solutions de (£) sont les fonctions de la forme

9% 4
z(t) = zn(t) +ap(t) = A+ bt)e AW at AW

o* )\ est un nombre rZel.
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Exemple de solution particuliére

Exemple : L'équation différentielle

sinéZt) (E)

a pour équation homogeéne associée x’(t) = —sin t x(t) dont les solutions (voir slide 120) sont
xn(t) = Xe®®* X € R. On cherche donc une solution particuliére de I’équation compléte (E)
sous la forme =, (t) = A(t)e°°**. En remplacant z(t) par z,(t) dans (E), on obtient, en
appliquant la méthode de variation de la constante :

z'(t) +sint z(t) =

)\/(t) _ Sin;Zt) e COSt.
La fonction A(t) est donc la primitive
% . %
sin (2t
A(t) = ; )e_ “tdt = costsinte” “°°° dt
f(t) g’ (1)
%
—goste” ' — —sinte” "t (IPP)
ORI . 9
% ..
= coste” “°F 4 eudué (u = cost, du = sin tdt)
u=—cost
= (cost + 1)e” °°°*

Par conséquent,
—cost cost

xp(t) = (cost + 1)e

En conclusion, les solutions de (FE) sont

=1+ cost.

z(t) = zp(t) + zp(t) = Xe®* +cost +1, XeR.
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Condition initiale

But : rZsoudre une Zquation di!Zrentielle linZaire dOordre 1 avec une condition initiale

aful

T2 ) = a(t) a(t) + b(t)

(EC)

T@Zor-mq . Le systeme (EC) admet une solution unique dont le paramstre \ est
dZterminZ par la condition initiale.

x'(t) + sin t x(t) = sin(2t)
x(0) =4

L’équation différentielle a pour solution x(t) = Ae°** 4+ 1 + cost, avec A € R. De plus,

Exemple : Résoudre I'edo avec condition initiale (EC)

2(0) =AY +1+cos0=4 < Ae=2 < A=2/e.

La solution de (EC) est donc z(t) = 2e°°* + 1 + cost.
x(t) " (1)

solutions de I'équation compléte solution de (EC)
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5.3 - Equations différentielles ordinaires d'ordre 1 a variables séparées

Remarque : une méthode de résolution explicite n’est pas toujoHrs disponible pour une edo non
linéaire du premier ordre de la forme générale z’(t) = F t,x(t) . On considére ici le cas particulier
résoluble qui couvre plusieurs exemples en physique ot le membre de droite stf'ecrit comime u
produit d'une fonction de t et d’une fonction de z(t), c'est-a-dire : F' t,x(t) = f(t)g =(t) .

But : Soit I, J c R deux intervalles ouverts etf : I - R, g : J — R des fonctions
continues. On veut rZsoudre une edo du premier ordré variables sZparZes

~

z'(t) = f(t)g\ac(t)u pour t € I. (E)

MZthode de rZsolution :
e SOil existerg € J tel que g(zo) = 0, alors la fonction constante t — x(t) = o, t € I est
une solution de (E).

e Sinon, g(xzo) # 0 et alors, puisque g est continue, g(x) # 0 pour x proche de xp. Dans
ce cas, on rZZcrit ) sous la forme Zquivalente

dans laquelle :
- le membre de gauche contientz’(t) en facteur dOune fonction dex(t)
- le membre de droite ne fait pas intervenir les fonctionsx(t) ou z’(t).

Il su"t alors dOintZgrer par rapport " la variable ¢ cette derniere ZgalitZ.
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Equations différentielles a variables séparées : exemple 1

Soit I0Zquation dilZrentiellex’ (t) = 2txz(t)?.

) u ) u
e Onacx/(t) = f(t)g =(t) avec f(t) =2t et g x(t) = x(t)?, c..”-d. g(x) = z°.

e On remarque queg(z) = 0 si et seulement siz = 0. Donc la fonction identiquement
nulle (dZPnie surR tout entier) t +— xz(t) = 0 est solution.

e Si z ne sOannule pas, alorg(x) non plus et I0Zquation se rZZcrit

' (t)
z(t)2

2,

et |Oexpression’ (t)/=(t)? est une dZrivZe bien connue, de sorte quOen intZgrant de
chaque c™tZ par rapport ~ la variablet, on obtient :

1

t) = —
z(t) 2 + )\

est solution sur R si A > 0 et sur tout intervalle ne contenant pastg = ++/—X si A < 0.
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Equations différentielles a variables séparées : exemple 2

1

cosx(t)’

Soit I0Zquation dilZrentiellez’ (t) =

’ u ’ u
e Onax/(t) = f(t)g =(t) avec f(t) =1etg x(t) =1/cosz(t), c.-"-d. g(x) = 1/cosz.
e On remarque queg ne sOannule jamais.

e Sinon I0Zquation se rZZcrit S
cos z(t) ='(t) =1,

~ RPN S S
et I0expressioros x(t) x’(t) est une dZrivZe bien connue, de sorte quOen intZgrant de
chaque c™tZ par rapport ~ la variablet, on obtient :

u
sin z(t) =t+ X, XeR.

Donc,
x(t) = arcsin(t + \)

est solution sur IQintervalle ouverf — 1 — X\, 1 — A[.
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5.4 - Equations différentielles linéaires d'ordre 2 a coefficients constants

But : Soit I un intervalle ouvert, d : I — R une fonction continue et a, b, c des
constantes rZelles ave@ # 0. On souhaite rZsoudre |0Oedo linZaire du second ordre

ax”(t) +bx'(t) + cx(t) = d(t) | pourtout tel (E)

DZPbnition : On appelle Zquation homogene associZe ~ E) I0Zquation (plus simple) :

ax”(t) +bx'(t) + cx(t) =0 | pourtout tel (En)

ThZoreme (principe de linZaritZ) : Supposons quexp Soit une solution particuliere de
(E). Alors toutes les solutions de (F) sOZcrivent

x(t) = xn(t) + zp(t) | teR,

o* zp est une solution de IOZquation homogeneK},).

Preuve : Se démontre de la méme maniére que le cas des edo linéaires du premier ordre.
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Résolution de I'équation homogeéne

DZPnition : On appelle Zquation caractZristique 7 de (Ep) (ou ( E)), I0Zquation
dOinconnue: € C :

az? +bz4+c=0

Le polyn™maez 22 + bz + ¢ sOappelle le polyn™me caractZristique.

ThZoreme (solutions de I0Zquation homogene) : Si IOZquation caractZristique admet

e deux racinesrZellesdistinctes 1,7 € R, alors les solutions de ) sont

zh(t) =Xt pe™t | N peR;

e une racine rZelledouble r € R, alors les solutions de E},) sont

zh(t) = A+ pt)e™ | A peR;

e deux racines complexes non rZelles, elles sont forcement conjuguZes, cOest-"-dire de la
forme z = r + is € C\R et les solutions de (E}) sont

~ ~

u
zh(t) = Acos(st) +psin(st) et | A peR.

7. Quelle est I'équation caractéristique d'une edo linéaire d'ordre 1 a coefficients constants ? 128



Exemples d'équations homogeénes

o 2”(t) —32'(t) — 10x(t) = 0. Les racines de 22 —3z — 10 sont

a C 347 _ 5
3+ 9-4.(-10) 3+ /49 3+7 2
z = el = =
2 2 2 37
g = 2
On a deux racines réelles distinctes 771 = 5 et 7o = —2, donc

zn(t) =Xe® +pe ™ on A peR.

o 4y"(t) + 4y (t) + y(t) =0 s'écrit y"(t) +y'(t) + y(t) =0

: —14+/1—4-1/4 _
Les racines de 22 + z + 1/4 sont z = =V /4 _ 12i0 - _

double r = —1/2, donc

. On a une racine réelle

N[

yn(t) = A+ pt) e 2 ou A peR.

° u”(@) — 6u/(0) +13u(f) =0
Les racines de 22 — 62 + 13 sont

a 00000 a
6+ [36—4-13] 6+ |—16] 6+4i
N 2 N 2 2

On a deux racines complexes conjuguées, avec partie réelle r = 3 et partie imaginaire s = 2 :

=3+ 24.

z

u
up(0) = X cos(20) + p sin(20) e3®  pour tout A, p € R.
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Second membre simple

But : Trouver une solution particuliere de 10Zquation di!Zrentielle

ax” (t) +bx'(t) + cx(t) =di(t) + - +dk(t)|, a,b,ceR, a#0 (E)

guand le second membre est la somme de termes ayant une forme simple.

Exemple : Le second membre d(t) = 4t> — te®" + 5e' cos(2t) est la somme de trois termes.

Proposition (principe de linZaritZ)  Si pour i € {1,2,...,k} xj une solution particuliere
associZe " I0Zquationx” (t) + b2’ (t) + cxz(t) = di(t), alors

Tp =21 +x2 + -+ Tk
est une solution particuliere de 10Zquation complete E).

Exemple : Pour le second membre d(t) = 4t — te®* 4 5e* cos(2t), on pourra donc chercher trois
solutions particuliéres associées respectivement a dy (t) = 4t3, dao(t) = —te3? et
ds(t) = 5e’ cos(2t) puis les ajouter.
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Solution particuliére avec second membre simple

Proposition : Une solution particulisre zp(t) associZe au second membre (simple)

o u
d(t) = P(t)e” Acos(Bt) + Bsin(Bt) ,

o* P est un polyn™me ety, 3, A, B € R, peut-stre cherchZe de la meme forme que d.

Plus prZcisZment, on chercherp sous la forme

\

) u
zp(t) = Q(t)e”™ K cos(Bt) + Lsin(ft) , K,LeR,
selon le principe suivant :

$ . .
Q Po(t) si a + 18 nOest pas racine du polyn™me caractZristique
Q(t) = Qt Po(t) sia + i3 est racine simple du polyn™me caractZristique
t>?Py(t) sia = a4+ if est racine double du polyn™me caractZristique

et oe Py est un polyn™me de meme degrZ qué.

Exemples : . N

e Sid(t) = 4t = 4t3e°" 1cos(0t) + Bsin(0t) , alors P(t) = 4t3, a =0, 3 =0, A =1 et on

cherchera une solution particuliére sous la forme z,(t) = Q(t)
) u

o Sid(t) = —te®" = —te3" 1cos(0t) + Bsin(0t) , alors P(t) = —t, «a =3, 3 =0, A =1eton

cherchera une solution particuliére sous la forme z,(t) = Q(t)e**
) u

e Sid(t) = 5e* cos(2t) = 5e* 1cos(2t) +0sin(2t) ,alors P(t) =5, a=1,8=2, A=1,B =0

et on cherchera une solution particuliére sous la forme x,(t) = Q(t)e’ K cos(2t) + Lsin(2t)

131



Exemples de solution particuliére

o (B) 4y"(t) +4y'(t) +y(t) =162

L'équation (E}) a pour solutions (voir slide 129) yj (t) = (A + ut)e™ /2.

De plus, comme a + i3 = o = —1/2 est racine double du polynéme caractéristique, on cherche

une solution particuliére de (E) de la forme

2 —t/2
On calcule Yp(t) = at” e ¢z,
° 1 u 0, a
yp(t) = —Zat’ +2at e % yi(t) = Jat® —2at+2a e

et on remplace dans (E). On obtient :
0 a 0 u

1 1
(E) <= 4 —Eat2+2at e 2 44 Zat2—2at+2a e 2

+ at’e”
«— 8ae /? = 16e /2
— a=2
=  yp(t) = 2t%e 12,
En conclusion, les solutions de (E) sont
«

2
y(t) = yn(t) + yp(t) = A+ pt +2t2 e V2.

t/2

= 16e

t/2
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Exemples de solution particuliére (suite)

o (E) u’(0) —6u'(0)+ 13u(0) = 75c0s(20)

) u
L'équation (E}) a pour solutions (voir slide 129)  wu, (8) = Acos(260) + usin(26) e3°.
De plus, comme « + 8 = 0 + 2¢ = 27 n’est pas racine du polyndme caractéristique, on cherche

une solution particuliére de (E) de la forme
up(0) = acos(260) + bsin(20).
On calcule
u,(0) = —2asin(20) + 2bcos(26), wu,(0) = —4a cos(20) — 4bsin (20)
et on remplace dans (E). On obtient :

(E) <= (9a —12b)cos(20) + (12a + 9b) sin (260) = 75cos(26)

9a — 12b =75
4aqa +3b=0
a=3

b= -4

<= up(0) = 3cos(20) — 4sin(20).
En conclusion, les solutions de (E) sont

u
w(f) = X cos(20) + u sin(20) e3° + 3cos(20) — 45sin (26).
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Conditions initiales

But : rZsoudre une edo linZaire du second ordre avec deux conditions initiales

R

(EC)

ThZoreme Le systeme (EC) admet une solution unique z(t) = zn(t) + xp(t) dont les
parametres A\ et u sont dZterminZs par les conditions initiales.

"(t) — 32’ (t) — 10z (t) = (72t2 — 1) €t
Exemple : Le systeme (EC) 27 (1) — 327 (t) / z(t) = ( )e
z(0) =2 et 2'(0) =1

a pour solution
z(t) = Xe®’ + pe ?' — (67 —t + 1)e’
ou A, 1 € R doivent étre déterminés. Sa dérivée est
o' (t) = 5xe’t — 2ue " — (6152 —t4+1+12¢ —1)e’.
donc "
z(0)=A4+p—1=2 - A+p=3
2'(0) =5x—-2u=1 5A—2u=1

La solution de (EC) est donc xz(t) = €°* +2e7 % — (6t —t + 1) e’.

<=

T >
1l
N P
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TMB B Chapitre 6
Systemes linZaires et matrices

Dans ce chapitre :
6.1 Systemes dOZquations linZaires
6.2 Matrices et dZterminants
6.3 fcriture matricielle des systemes linZaires
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6.1 — Systémes d'équations linéaires

Dans cette section :
e DZbnition
e RZsolution des systemes linZaires : mZthode du pivot de Gauss
e Exemples
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Systémes d'équations linéaires

DZPnition : Un systsme de m Zquations linZaires ~ n variables (z1,...,zn) est un
systeme de la forme

@anm + a2 z2 + -+ 4+ ain Th = b

a1 r1 + a2 2 + -+ 4+ apn zn = b
3 . . : ' : (S)

!

amir1 + am2z2 + -+ + amnn = bm

e Les (aij)1<i<m et les (bj)i<j<n sont les coe"cients du systeme.
1<j<n

e Les(zj)1<i<n sont les inconnues du systeme.

Un tel systeme peut avoir une unique solution, une inPnitZ de solutions ouaucune
solution, selon la dZpendance mutuelle des Zquations.

Exemples :

# n

2x — y=4 dmet . luti rx=1
admet une unique solution :

62 + 3y = 0 . y = —2

#
2z — y=4 admet une infinité de solutions : tous les points de la droite
6xr — 3y = 12 d’équation y = 2z — 4.

#
20 — y=4 n'admet aucune solution, car si 2z — y = 4 alors

6x —3y =0 6x — 3y = 3(2z — y) ne peut pas s'annuler.
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Résolution : méthode du pivot de Gauss
La description suivante est inspirZe decette page.

Avantage : La mZthode du pivot de Gauss permet de rZsoudre des systemes linZaires
avec autant dOZquations que |Oon veut et autant dOinconnues que 10on veut.

E’rincipe . Le pivot de Gauss permet de transfgrmer un syst-mevlinZaire en un systeme
Zquivalent (qui admet les memes solutions), ~ I0aide de trois opZrations :

e Zchange de deux lignes

o multiplication dOune ligne par un nombre non nul

e addition dOun multiple dOune ligne ~ une autre ligne
Ces opZrations permettent dOZliminer progressivement des variables dans les lignes du

systeme, abn de le transformer en unsysteme triangulaire (derniere ligne avec une
unique variable, avant-derniere ligne avec deux variables, etc.Zquivalent.

Un systeme triangulaire est tres facile ~ rZsoudre car on le rZsout de bas en haut : on
rZsout la derniere Zquation et on reporte sa solution dans |0Zquation prZcZdente, et ainsi
de suite.

MZthode :

e E la premisre Ztape, on choisit une inconnue (avec un coe"cient non nul qu®on appelle
le pivot) qui dispara”tra (" |Oaide du pivot) de toutes les lignes sauf la premiere.

e E la deuxisme Ztape, on choisit une autre inconnue (avec un coe"cient non nul) qui
dispara’tra de toutes les lignes sauf la premiere et la deuxieme.

e Et ainsi de suite jusqu®” Zpuiser toutes les inconnues ou bien toutes les lignes
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Exemple 1 : autant d'équations que d'inconnues (systeme carrzZ)

LorsquOon note une opZration sur une ligne, on peut indiquer en bout de ligne IOopZration
electuZe. Le L; se rZfere toujours ~ la ligne numZro i du systeme prZcZdent.

Résolvons le systéme suivant a l'aide de la méthode du pivot de Gauss :

%x+2y+3z: 6 %x+2y+32= 6 Li

~—r— yYy+2z= T = y+5z= 13 Lo+ I1

6%2x—|— y— z2=-3 % —3y —7z=—-15 L3z —2I,

$ $ $
Qr+2y+32=6 QT =6—2y— 3z gr= 1
& y+ 5z =13 o Y =13 — 5z S Yy =—2
% 8z =24 L3+ 3L z = 24/8 6}%,z*z 3

Le 3eme systeme est un systeme triangulaire qui a ZtZ rZsolu de bas en haut :
e dOabord, on a obtenw = 24/8 = 3;

e puis, on a reportZ dans I0Zquation prZcZdente la valeur depour obtenir
y=13—-5-3=—2;

e enbn, on a reportZ les valeurs de et y pour obtenir z =6 —2-(—=2) —3-3 = 1.
On vZribe facilement que(z,y, z) = (1, —2, 3) est bien solution puisque :

T4+2y+32=1+2-(—2)+3-3=6, —2—y+2z=—1—(—2)+2-3=7et
2e+y—2=2-1+(-2)—-3=-3.
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Exemple 2 : méme systéme mais présenté différement

Le systeme suivant est le meme que le prZcZdent mais les Zquations ne sont pas dans le
meme ordre. On va alors ajouter des Ztapes de permutations abn de choisir comme pivots
les nombres les plus petits possibles.

r+2y+3z= 6 Lo
2¢c+ y— z=-3 L1

DA

$
Q2r+ y— z=-3
r+2y+3z= 6 <

g%—:1:— y+2z= 7 %—CC— y+2z2= T
$ $
Qxr+2y+3z= 6 Qr+2y+3z= 6
@Q) —3y—Tz=—-15 Lo —2[4 ®Q, y+5z= 13 L3
y+5z= 13 L3+ L1 —3y—T7z=—15 Lp
$ $ $
Qr+2y+32=6 Qx — 6 — 2y — 32 Qr= 1
= y+ 5z =13 = Y =13 — 52 S y=—2
6 64 6
8z =24 L3+ 3L z =24/8 z= 3

o E la premisre Ztape, on a permutZ les lignesL; et L, pour avoir 1 comme pivot.

e E la troisieme Ztape, on a permutZ les lignesL, et Lz pour avoir, encore une fois,1
comme pivot.

e Le 5eme systeme est triangulaire, il a ZtZ rZsolu de bas en haut comme prZcZdemment.
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6.2 — Matrices

Dans cette section :
e GZnZralitZs : dZbnition, OpZrations
e Matrices carrZes et dZterminants
e Lien avec les systemes linZaires
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Matrices : définition

DZbnition : Une matrice rZelle
un tableau

J

all te ain
Q
A= (aij) =Yy

ami

QC: T

amn

"~ m lignes etn colonnes (abrZgZematrice m x m ) est

dont les coe"cients ajj sont des nombres rZels. On noteM . IOensemble des matrices

" m lignes etn colonnes.

Exemples :

matrice 2 x 3

V5 3

e Une matrice carrZe est une matrice n x n.

e Une matrice colonne est une matrice 1 x n.
On parle aussi devecteur colonne ~ n composantes.

e Une matrice ligne est une matricem x 1.
On parle aussi devecteur ligne = m composantes.

6 InGs) -2

b

A

T 1 @ matrice 3 x 2

7 0
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Somme et dilatation de matrices

e Somme : on ajoute deux matrices dememe taille m x n de la fason suivante

d

CL .o . ai1 +bi1  --- ain + bin
u u u g . . . U
aij + bij = aij +0bij =y : : a

)

ami1 +bmi -+ amn + bmn

e Dilatation : on dilate une matrice par un rZelA comme suit

N N . _I>\a11 Aalnb
)\afu = )\CLU :g g
Aami Aamn
Exemples :

o] ua o U o] U o] a
8 -3 0 n 3 0 -1 843 -3+0 0-1 11 -3 -1
-2 1 4 2 5 o = —-2+2 1+5 440 ~— O 6 4
o] U o] u o] a

5 8 -3 0 2-8 2-(-3) 2-0 _ 16 -6 O

—2 1 4 —  2-(=2) 2-1 2-4 -4 2 8
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Produit de matrices

DZbnition : Le pﬁ)duit des matricesA = ajj €M ) et B= bjj € M mnp estla
matrice C' = cjj € M ), dont les coe"cients sont

@
cij =  aik byj
k=1

Autrement dit, le coe"cient cij sOobtient en faisant le produit de lai-me ligne de A
(matrice 1 x m) avec la j-me colonne de B (matrices m x 1).

Attention : le produit AB nOa de sens que $i a autant de colonnes queB a de lignes.
Cela se lit sur IOindicen. commun aux deux matrices :A €M )y, et Be€M mn.

Exemples : parmi les produits de matrices les plus communs on a

e le produit entre deux matrices carrées de méme taille } .
01 Zuo 0 2u 0l 0+2-(-1) 1-2+42 1u © 2 4
M2oxMoz =Moozt 3 4 1 1 = 3.044.(-1) 3.244.-1 — —4 10 °

u

e le produit entre une matrice rectangulaire et une matrice colonne (c.-a-d. un vecteur)
L. ,
0] u
1 0 0 y

M23XM31—>M21:O 1 0

Nota : dans le chapitre suivant nous comprendrons pourquoi le produit de matrices est
ainsi dZpni.

144



Exemples de produits de matrices

Exercice : Calculer les produits possibles entre les matrices

- b

61 1(J 2 1 c.)1 2 1lj
= B =,— a = o N
A 5 0 B=Y-1 0 et C 0 1 —9
3 =2
Solution :
e AcM 2 et BeM 3, donc le produit AB nOexiste pas maif8A € M 3> existe et
To1412 2. (4100 T4 P
BA=Y-1-140-2 —1-(-1)40-08=Y -1 14,
3-1-2-2  3.(=1)—2-0 -1 -3

e AcM 2 et C eM »3 donc le produit AC € M 23 existe mais C A nOexiste pas et
0 a
1 1 1

AC= o 4

e BeM 3 et C eM 23 donc les produits BC e M 33 et CB € M 2, existent et

Ty o5 4 6_, 0
BC=Y-1 -2 18 et OCB= _. |
3 4 1
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Déterminant des matrices carrées 1 x 1, 2 x 2 et 3 x 3

S . . ~ . . u .
DZPnition : Le dZterminant dOune matrice carrZel = ajj € M nn est le nombre rZel

AN

notZ det A (ou bien |A| sin # 1) et dZbni comme suit :

u
e pourn=1| det a =a
0 bu

a
e pourn = 2| det c d

e pour n = 3, det A se calcule en electuant un dZveloppement par rapport ~ une ligne (ou

Z’ Z‘ = adet(d) — bdet(c) = ad — be

bien par rapport ~ une colonne) :
= D
L @11 a1z @13
det Y as1 aoo a23a = a1 a22 az3 _ aai az3 +a aa1 az2
as2 as3 asi ass asi as2
a3i as2 ass
Ici, on a développé par rapport a la premiére ligne.
b2 ll,J 61 OL,J
Exemples : det 3 5 =2-5—-3-1=7, det o 1 = 1.
PropriZtZs :

o | det(AA) = A" det(A)

(n € N quelconque)

e | det(AB) = det(A) det(B)
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Matrices carrées inversibles

DZbnition : ConS|eronsM nni)R IOensemble des matrices carrZes de taitex n.

10
0 1

e La matrice 1 = OE sOappelle la matricédentitZ (ou unitZ) car, pour tout

<o

oO--- 0 1
AeM nn(R),ona

Al=1A=A\|

e Soit A€ M nn(R). Supposons quOiI existe une matrice, notZa—1, telle que

AAT = A"TA=1

On dit alors que A est inversible et que A~1 est sa matrice inverse.

e Pourtout neN,ona| detl =1

Remarque : Une matrice inversible A est nécessairement carrée. En effet, si A est une matrice qui
n'est pas carrée et si B est une autre matrice telle que les produits AB et BA soient définis, ces
deux produits sont de tailles différentes et ne peuvent donc pas étre égaux a une méme matrice 1.

0 a

0
Exemple : la matrice A= 4 -1 est inversible, et A7 1= 0 1/2

> 0 , 1 . (Vérifiez-le !)
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Propriétés des matrices inversibles - Inverse d'une matrice 2 x 2

Proposition : | Une matrice A est inversible si et seulement sdet A # 0.

1

PropriZtZ : Si A est inversible, alors| det(A~1) = :
det(A)

Preuve : De A1 A = 1, on obtient det (A™'A) = det (1). Mais comme det (1) = 1 et
det (A=t A) = det (A~ ') det (A) (voir page 146), on déduit que det (A~') = 1/det (A).

Cas particulier (" conna’tre) : n =2

U u

A= est inversible <« det A =ad —bc #0

b
d

Dans ce cas, sa matrice inverse est

Exemples : 5

e Pour A = g o ©°na det A=4-0—(—1)-2 = 2, donc A est inversible. On a alors
o] a o 1
11 1 0 1/2 —1 1 1 1
At =2 = t detA'=0-2—-2.(-1)=2== .
> -2 4 -1 2 € 2 V=35 = Geta
o] 4 u
e Pour B = _g _2 on a det B = 0, donc B n’est pas inversible.
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Ecriture matricielle des systémes linéaires
Proposition : Le systeme linZaire (S) page 137 est Zquivalent ~ I0Zquation matricielle

AX =B
0e on a posZ
= = =
ail a2 ain b Tl b1 b
Uaz1 a2 azn H ! $2H U b2 H
A= _ , X =1 , et B=u .U.
y - a y - a y - a
aml am2 amn Trn bm
Preuve : il suffit d’effectuer le produit matriciel pour s’en rendre compte.

Proposition : Soit A € M nhn une matrice carrZe et soitB € M 1. LOZquation matricielle

AX =B (E)

dOinconnueX € M 1 admet une solution unique si et seulement s| det(A) # 0 |, et
dans ce cas la solution est donnZe par le produit de matrices

X=A"1B

Preuve : On ne montre qu’'un sens de |'implication. Si det (A) # 0, alors A est inversible. En
multipliant & gauche les deux membres de I'équation (E) par A~1 on obtient AT'AX = A™1B,
c'est-a-dire X = A7 B.
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Exemples

#
20— y=4 .. . -
e Le systeme sOZcrit sous forme matricielled X = B avec
6z +3y =0
0 5 1u 0 « 0 A ua
— e
A= 6 3 X = y et B= 0

Puisque det(A) = 6 — (—6) # 0, il admet une solution unique X = A~1B. On calcule

0 ua_, O a o a
a1 2 -1 _ 312 112 0 1/4 0 1/12
6 3 —6/12  2/12 —1/2  1/6 °
onadonc 9 U 0 ue a6 a o6
r1/4 1/12° 4 4/4+0 1
y — —1/2 1/6 0 — —4/24+0 — =2
#
2 — y=4 .. . -
e Le systeme sOZcrit sous forme matricielled X = B avec
6rxr —3y =0
62 11] 6 u 0 A u
— e
A= 6 _3 X = y et B= 0
Puisque det(A) = —6 — (—6) = 0, ce systeme nOadmet pas de solution unique. En fait, il

nOadmet aucune solution puisque les Zquations sont incompatibles.
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TMB B Chapitre 7
flZments succincts dOalgebre linZaire

Dans ce chapitre :
7.1 Espaces vectoriels, vecteurs, combinaisons linZaires, bases, dimension
7.2 Applications linZaires
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7.1 — Espaces vectoriels

Dans cette section :
e DZbnition, exemples
Vecteurs de R"

Combinaisons linZaires

Famille libre, famille gZnZratrice

Base, dimension
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Espaces vectoriels

DZbnition : Un espace vectoriel (sur R) est un ensembleV” non vide muni :

- = =

o dOuneaddition , associative et commutative, notZe+, c.--d. pour tout @, ¥, W e V,

(@+ V) +wW=ud+ (F+ @) e V| (associativitz),

+
I

U+7=1v

eV (commutativitZ) ;

T+0 =7

D

e dOurnvecteur nul notZ 0 (appelZ aussi zZro ou ZIZment neutre) tel qu

o dOunenultiplication par un scalaire telle que pour tout e V ettout Ae R, | A\de V

et | \(@ + ©) = Mi + A\ | (distributivitZ par rapport ~ IOaddition).

On appelle vecteurs les ZIZments del/ et scalaires les ZIZments deR.

PropriZtZs ZlZmentaires : pour tout @, 7,w € V et tout A € R

e 07=0

e X0=0

o (—\)T=—(\8) = A\(—F

e Mi=0 «<— (A=00uv=0)

DZbnition : Un sous-ensemblel’’ dOun espace vectoriél est un sous-espace vectoriel
de V, si V/ nOest pas vide et si pourtoud e R, ue V,veV,onalu+veV,
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Exemples d'espaces vectoriels

e LOensembl®" = {(z1,...,2n) | z1,...,2n € R} avec
addition : (z1,...,zn) + (Y1,---,yn) = (¥1 + Y1,---,ZTn + Yn)
vecteur nul : 0 = (0,...,0)
multiplication par un scalaire : A(z1,...,zn) = (Az1,...,Azn), A€R

e LOensemble des solutions dOun systeme linZaems second membre est un sous-espace
vectoriel de R".

e LOensemble des fonctions (R) = {f : R -» R, = — f(x)} avec
addition : (f + g)(z) = f(z) + g(z)
vecteur nul : la fonction nulle 0(z) =0
multiplication par un scalaire : (A\f)(z) = Af(x), A€ R

o LOensemble des solutions dOune edo linZaire homogene est un espace vectoriel avec les
memes opZrations queF (R). COest un sous-espace vectoriel de(R).

e LOensembl®M mn des matricesm x n avec
addition : IQaddition des matrices
vecteur nul : la matrice nulle

multiplication par un scalaire : la dilatation des matrices.

Dans ce cours nous nous intZresserons surtout R™ pour n = 1,2, 3.
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Vecteurs de R™

DZPnition : Un vecteur @ de R™ est un n-uplet de n nombres rZels, notZ

4= (ui,...,un) |-

On note aussiR" I0ensemble de ces-uplets.

Exemple : Soient A = (a1,...,an) et B = (by,...,bn) deux points de IOespace a"ne
RN :

e pour n = 2 cOest le plan cartZsien muni du reper€¢O,7, 7),

e pour n = 3 cOest IOespace cartZsien muni du repf@, 7,7,k ).

On dZpnit le vecteur AB € R" dOorigine A et dOextrZmitZ B par

U:@:(bl—al,...,bn—an) .

On le reprZsente par une Reche allant du pointA au point B.

U B
A,

Remarque : si on choisit par exempleA = (0, ...,0), on reprZsente le vecteuri par une
Reche allant de 10origine du repere au points.

155



Opérations sur les vecteurs de R”

On ajoute deux vecteursi, v € R comme suit :

sid = (u1,u2,...,un) et v = (v1,v2,...,vn), alors
U+ 7= (u1 +v1,u2 +v2,...,un + vn)
Puisque @ — ¥ = 4 + (—7), on ade méme 4 — ¥ = (u1 — v1,U2 — V2, ..., Up — Upn).

Exercice (regle du parallZlogramme) : représenter dans le plan cartésien les vecteurs i = (1, 2),

@' = (2,1), @"” = @ + 4@’ en prenant pour chacun la méme origine. Que remarque-t-on ?
4+ /"U
On dilate un vecteur comme suit : sia = (u1,u2,...,un) €t XA € R, alors
7 —/ﬁ/'
A= (Aug, Aduz, ..., Aun)
AU

DZPnition : Deux vecteurs et ¥ sont colinZaires si on peut trouver A € R tel que
U= AU OU U = V.

PropriZtZs :
e Soit A, B,C € R" trois points. Alors, AB + BC = AC.
e Soit A € R" un point et 7 € RM un vecteur. Il existe un unique point B tel que @ = AB.
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Combinaisons linéaires, espace vectoriel engendré

DZPnition : On se donne une famille bnie{w1, 2, .. .4k} de vecteurs deR".

¢ Une combinaison linZaire de la famille {1, >, ...k} est un vecteur ¢ de la forme

U= A1 + Aotz + -+ + Atk

0* A1, )\2,..., A\ sont des nombres rZels appelZsoelcients de la combinaison linZaire.

Exemple : Dans R?, le vecteur (5,4, 9) est une combinaison linéaire de (1,2, 3) et (1, —1,0), car
3 (17 27 3) + 2 (17 _17 0) = (57 47 9)

e Le sous-espace vectoriel de R™ engendrZ par la famille {iy, iz, ..., ik} est IOensemble
de toutes les combinaisons linZaires possibles de ces vecteurs :

1 \
T

Vect(ﬂfl,ﬁz,...,ﬁk) = AU + AU + - - + AUk | AM,..., Ak ER C R"™.

Exemple : Dans R, soient 7 = (1,0,0) et 7 = (0,1,0). La famille {z, 7'} engendre le plan
vectoriel d’équation z = 0, car les combinaisons linéaires de (7, 7') sont les vecteurs de la forme

A(1,0,0) + 1 (0,1,0) = (A,0,0) + (0, 4, 0) = (X, u, 0)

c'est-a-dire tous les vecteurs du plan vectoriel d’équation z = 0.
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Famille libre (liée), famille génératrice

On se donne une famille bnig= = {1, >, ..., Uk} de k vecteurs deR".

DZbnition : La famille F est dite libre si aucun de ses vecteurs ne peut sOZcrire comme
une combinaison linZaire des autres. Autrement dit,F est libre si et seulement si
IOZquation

AUy + -+ Atk =0
nOa pas dOautre solution quey, ..., \x) = (0,...,0).

Une famille qui n’est pas libre est dite liZe.

Exemples :

e La famille formée des vecteurs (1,2) et (2,1) est libre car aucun des deux vecteurs ne peut
s’écrire comme un multiple de |'autre.

e La famille formée des vecteurs (1,2), (2,1) et (4,5) est liée car le vecteur (4,5) s’écrit comme
combinaison linéaire des deux autres vecteurs. En effet,

(4,5)=2-(1,2)+1-(2,1)

e La famille formée des vecteurs (1,2,3) et (2,4,6) est liée car (2,4,6) = 2(1,2,3).

DZbnition : Soit V' un sous-espace vectoriel d&R". La famille F est dite gZnZratrice de
V' si tout vecteur ¥ € V' sOZcrit comme une combinaison linZaire de vecteurs Be
Autrement dit, si pour chaque o € V, I0Zquation

AT+ Ao + -+ + A\cDk = U, avecAi,...,A\x €R

admet au moins une solution (A1, ..., Ak)-
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Base, base canonique et dimension

On se donneV un sous-espace vectoriel dd&R".

DZPnition : Une base de V est une famille " la fois libre et gZnZratrice. Autrement dit,
B = {v1,v2,...,0Uk} est une base si pour chaquer € V, I0Zquation

A1U1 + ApU2 + -+ -+ AUk = &, avec Ai1,..., Ak €R,

admet une unique solution. On dit alors que A\171 + A2U2 + - - - + AUk est la
dZcomposition du vecteur £ dans la baseB et que (A1,..., k) sont les coordonnZes de
v dans la baseB.

DZbnition (base canonique de R") : la famille {€1,é>,...,én} desn vecteurs deR"
dZbnis par

e1 = (1,0,...,0), & =(0,1,0,...,0), etc, én=(0,...,0,1)

est, de fason Zvidente, libre et gZnZratrice. On IOappelle la basanonique de R".
Exemple :

—

e Dans R?, 7,7 est la base canonique

= ( .
e DansR3, 7,7,k est la base canonique

ThZoreme (admis) : Le sous-espace vectoriel’ peut avoir plusieurs bases mais toutes

ses bases ont le meme nombre dOZIZments. Ce nombre, nothm V |, sOappelle la
dimension de V.
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Exemples d’'espaces vectoriels engendrés et leur dimension

e Un vecteur 7 # 0 engendre une droite vectorielle, de dimension 1 :

Fan '

P
A="AF|A€R " = Vect(d)

e Deux vecteursii; et i» non colinZaires engendrent un plan vectoriel, de dimension 2 :

Fanl £

$
™= AU+ AU | M1, 2 €R : = Vect (1, u2)

e En revanche, deux vecteurs non nulgi et ¥ colinZaires engendrent une droite vectorielle.

e Trois vecteurs de R® non tous nuls peuvent engendrer une droite vectorielle (sOils sont
colinZaires deux "~ deux), un plan vectoriel (si seul un est combinaison linZaire des deux
autres) ou tout IOespacdr® (si aucun nOest combinaison linZaire des autres).
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Exemples de sous-espaces vectoriels de R? et R?

Rappel : Une partie V de R" est un sous-espace vectoriel de R"™, si VV nOest pas vide et
sipourtous A e R, ueV,veV,onalu+velV.

Exemple de sous-espace vectoriel de R? :
e Soit a, b deux nombres rZels non tous nuls e’ IOensemble des vecteu® = (z,y) tels
que
ar + by = 0.
V se reprZsente dans le plan cartZsien par une droite passant par IQorigine, dont un
vecteur directeur est (—b,a). On dit que V' est une droite vectorielle .

Exemples de sous-espace vectoriels de R3 :
e Soit a, b, c trois nombres rZels non tous nuls el I0ensemble des vecteu® = (z, vy, z)
tels que
ar + by +cz=0.

V se reprZsente dans IQespace cartZsien par un plan passant par [Oorigine et on ditique
est un plan vectoriel . Si par exemplea # 0, des vecteurs directeurs de ce plan sont
(—=b,a,0) et (—c,0,a).

e Soient ag, by, c1 trois nombres rZels non tous nuls etay, by, co trois autres nombres rZels

non tous nuls. Soit VV I0ensemble des vecteuis = (x,y, z) de R® tels que
#
aix +biy+c12z=0

a2x + by +coz =0

Alors V est IOintersection de deux plans vectoriels, cOest-"-dire udmite vectorielle ou
un plan vectoriel si les deux plans sont confondus.
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Matrice d'un vecteur dans une base

On se donneV < R" un sous-espace vectoriel et une basB de V.

DZbnition : On appelle matrice du vecteurZ € V' dans la baseB la matrice colonne
X € M 1 dont les coe'"cients sont les coordonnZes der dans la baseB. Autrement dit,

Nota :

e Dans cette Zcriture, on omet souvent la base en indice de la matrice. LorsquOil est
important de prZciser la base par rapport ~ laquelle on travaille, on ne |IOomet pas.

e On identibe souvent le vecteurz et sa matrice X dans une base, cOest-"-dire, quOon se
permet dOZcrirec = X. Ceci ne porte gZnZralement pas ~ confusion, mais il faut garder
" 10esprit que cOest un abus de notation (tres commun dOailleurs).

Exemple : Le vecteur (2, —3) € R? s’écrit 27 — 37. Sa matrice dans la base canonique {7, 7} est

X =

2

Par abus de notation, on écrit £ = 3
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Déterminant de n vecteurs de R™, base orientée
Soit F = {u1,>,...,un} < R une famille de n vecteurs.

DZpnition : On appelle dZterminant de la familleF le dZterminant de la matrice carrZe
n x n dont les colonnes sont les vecteursij dZcomposZs dans la base canonique dr".
Exemples :
e DansR? si@i = (1,2) et ¥ = (3,4), on a )
(0} u

det (u, v) = det =1-4-3-2=-2

1 3
2 4

e Dans R?, pour @ = (1,2,0), ¥ = (0,1,2), @ = (2,0,1), on a

1 0 2
det (@, 7,w) =dety2 1 08=1.1.140.0-042-2-2—(1-0-240-2-14+2-1-0)=9
0 2 1

Proposition : La famille F est une base si est seulement si son dZterminant est non nul.

DZbnition : Soit B = (i1, iz, ..., 4n) une base deR". On dit que B est une base
directe (ou orientZe positivement) sidet(B) = det (i1, iz, ..., in) > 0 et indirecte (ou
orientZe nZgativement) sinon.
Exemples : . . . i
(0) u (0) u
e DansR? onadet(,) =det 5 o =1>0etdet(5,7)=det 5 & =—1<0.Donc

la base canonique (7', 7") est directe, mais la base (7’,%) est indirecte.

e Dans R?, avec i, T et W comme précédemment, (@, U, W) est une base directe.

163



7.2 — Applications linéaires

Dans cette section :
e DZbnition, exemples
e Lien entre applications linZaires et matrices
e Composition dOapplication linZaire
o Applications linZaires inversibles, isomorphismes
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Applications linéaires : définition

DZPnition : Soient V et V’ deyx espaces vectoriels (pense¥ = R™ et V/ = R™M). Une
application L :V — V' estlinZaire si pour tout A € R, tout @ e V ettout v €V, ona

L@ + 7) = AL(@) + L(%)

Nota: L :V — V’ est linéaire si et seulement si pour tous @, 7 € V et tout A € R, on a

L\@) = AL(@) et L(@+ %) = L(%) + L(¥).

e . Y
PropriZtZ : SiL:V — V' est linZaire alors| L 0 =0 |.

Exemples dOapplications linZaires :
i L:R2—>R3, L(:Cay):(3x+ya_y7y_2x)

e L:R® 5 R?, L(x,y,2) = (z,z—y+2)
e L:R® - R% L(z,9,2) = (0,0,2)

Exemples dOapplications non linZaires :

o L(z,y,z) = (2?,y)
e Translation par unvecteurveR": Ty :R" - R", T (%) =%+ .

Proposition : LOensemble des applications linZaires dé vers V' est un espace vectoriel.
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Lien entre applications linéaires et matrices |

Proposition : Soit A = aij 1<i
La :R" — R™M dZpnie par
« a
LA(xl, . ,:cn) = (Clllilfl + -4 alnxn), e (amlﬂUl + -+ amnatn)

<n, 1<j<m Une matrice de taille m x n. LOapplication

est linZaire. RZciproquement, pour toute application linZaireL : R — R™, il existe une
matrice A € M mn telle que L = La (il nOy a pas unicitZ de la matrice).

Preuve : En utilisant la définition de L 4, il est facile de voir que pour tous i, 7 € R™ et tout
AeR,ona La(Ai+ ¥) =ALa(d)+ La(?¥). Donc L 4 est linéaire.

Réciproquement, soit L : R™ — R™ une application linéaire. Notons B = {é7,...,€,} < R™ la
base canonique de R™. Pour tout j € {1,...,n}, il existe a1;,...,am; € R™ tels que
L(é}) = (alj, agj, ey amj)
les nombres a1, ...,a1, sont simplement les coordonnées du vecteur L(€;) € R™ dans la base
canonique de R™ Posons A = (a;;) € M ,,,, et vérifions que L = L 4. On a
L(xla-"axn) = L(wlgl + - +xn€n) = le(gl) + - +an(€n)
=x1(@11,..-,8m1) + -+ Tn(@1n, ..., Amn)
= (a11Z1,.-.yami1x1) + -+ (@1nTn, -, AmnTn)
« (7]
= (allml +"'+af1nxn)a"'7(am1xl ++amnxn)
=La(x1,...,Tn)
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Lien entre applications linéaires et matrices |l

Soit L : R™ — R™ une application linZaire.

La matrice A € M mn construite prZcZdemment telle queL = La est la matrice de L
dans les bases canoniques dB@™ et R" (on IOappelera la matrice dd.). Autrement dit, si

on note ¥ = (z1,...,zn) €t 4= (y1,...,ym), ON a
_|a11 aln?ﬂxl? ﬂylF)_
L@ =7 — AX =Y <y g§5a=§:g
ami1 - amn Tn Ym

o* X et Y sont les matrices des vecteurst et i/ dans bases canoniques d&" et R™M
respectivement.

Nota :

e Les reprZsentations matricielles des vecteurs et des applications linZaires et donc les
identibcations des espaces, dZpendent des bases choisies. Dans ce cours, nous
travaillerons toujours (ou presque) dans les bases canoniques.

e Par abus de notation, on Zcrit souvent

L(ZX)=y < A¥=49.
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Exercice : lien entre applications linéaires et matrices

Exercice : Pour les matrices A suivantes, trouver I'application linéaire L correspondante.

05 0 4u
A= 1 3
Solution : Ona AeM »3(R), donc L : R® — R?. Pour (z,y,z) € R® :
A °5 0 401””’IO O sii4 ‘
v . A _ 7oA T z
Ay 13 —2 7 —x 4 3y — 2z
z z
Onadonc L(zx,y,2) = (bx + 3z, —x + 3y — 2z).
=
e A=YO0 34
4 =2
Solution : Ona AeM 3 (R), donc L : R> - R3. Pour (z,y) € R? :
o 0 tl5 —1?6 u j5x—yA
4 4 =2 4 dr — 2y

Onadonc L(z,y) = (5z — vy, 3y, 4z — 2y).

. . T xu
Nota : pour trouver L, on a electuZ le produit matriciel A ;,‘ .
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Exercice : lien entre applications linéaires et matrices

Exercice : Pour les applications linéaires L suivantes, trouver la matrice A
correspondante.

o L(z,y,2) = (x — 2,3y + z — 2x)
Solution : Ona L : R® — R?, donc A € M »3(R) : on Zcrit

o U (')'1 . 1uﬁxb ﬂmb
T—Z _ 1y ,a-4y 44
—2x + 3y + 2 9 g 1 Yya=AYyd,
z z
o] a
1 0 -1

donc la matrice associZe "L est A =

e Rot (z,y) = (xrcosd — ysinh, xsinh + ycosh) (rotation dOangle 6)
Solution : On a Rot; : R> — R?, donc A € M 2, (R) : on Zcrit

s T ’

0 0o o w6 ua 60 u
xcosh —ysind  cosf —sinb T _pot, ©
xsinf + ycosf ~  sinf  cos6 y oy 0

0 o
cosf —sinf

donc la matrice de rotation dOangl& est A = .
sin 6 cos 6

Nota : pour trouver A, on a Zcrit le vecteur colonne associZ "L(x,y) sous forme dOun
produit matriciel.
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Applications linéaires issues de la géométrie

Exemples dOapplications linZaires de R? dans R? : on note ici les vecteurs en colonne.

¢ Rotation dOangle :

s

’

7 e

,

Rot,

f}

(.)

xcosf — ysinb
xsinf + ycos 6

—sin @
cos 6

cos 6
sin 0

e RZRexion autour dOun axe formant un angle avec IQaxe des abscisses :

\._-)

’,

s

7oas

Ref!

; x cos(20) + ysin(20) )
x sin(20) — y cos(20)

B 0 cos(20)
~ sin(26)

uu l:l
sin(20) x
— cos(20) 0

e Projection sur (O7) parallelement ™ 7 :

e Projection sur (O7) parallslement ™ 7" :

T T
o—t OOL'J
B T =
Yy Yy
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Composition d'applications linéaires

DZbnition : La composZe de deux applications linZairesL : V — V' et L’ : V! — V" est
|IOapplication’ o L : V. — V", aussi linZaire, dZbnie pouii € V' par

, u_u A
L'oL w =L"L u .

Remarque : Pour que la composZe ait un sens, |0espace dOarrivZe diit correspondre
" lIOespace de dZpart dé.’.

Exemple : Si L:R® > R? et L’:R?® — R? sont données par .
L(z,y,z) = 3z + 2,2z — yu et L'(u,v) = u+ 2v,3v— uu,
alors on peut calculer la composée L’ olL: R3 - RZ .
(L' o L)(x,y,2) = L' L(z,y, z)u
=L/(3m+z,2z—y) .
= Bz +2)+222z—-y),32z—y) — Bz + z)u
:\3x+z+4z—2y,6z—3y—3m—zu
= 3x — 2y + 5z, —3x — 3y + 5zu.

PropriZtZ : Lorsque les produits et composZes ont un sens, on a
LAB = LA O LB.

Nota : cOest la formule qui justibe la dZPnition du produit de matrices qui a ZtZ dZpbni abn
quOil corresponde ~ la composition des application linZaires. 171



Inverse d'une application linéaire

DZbnition : Si elle existe, lfdverse (ou la rZciproque) de IOapplication linZaire
L :V — V'’ est I0application.—! : V/ — V, aussilinZaire, telle que, pour tout & € V et
pour tout v e V/,

(LloLl)@) =a| et |(LoL Y)®) =7]|.

Autrement dit,

LtoL=idy | et |LoL ! =idy/

On dit alors que L est inversible.
Exemple : Si L : R? — R? est donnée par L(z,y) = (3z +y, —y), alors

(0] i u
u+v
L_l(u,v)z ,—U
3
car pour tout (z,y) € R? on a
. g _
L(xay): 3$+ya_y :(U7U)<:> B_xy—i_:y,u Y
- 3xr=u—y=u—(—v)=u-+wv
y=—v
0 n a
u+v _
= (may): ,—v =1L 1(’“7“)'

3
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Isomorphismes

Soient V' et V'’ deux espaces vectoriels de dimension Pnie.

DZPnition Une application linZaire inversibleL : V — V' est appelZeisomorphisme. On

dit alors que V et V/ sont isomorphes et on note | V' ~ V'

Proposition : Soit L : V — V' un isomorphisme.

¢ L transforme une base deV en une base deV’. En particulier, | dim V' = dim V'

e RZciproguement, sidimV = dim V/, alors V ~ V",

PropriZtZs : Soit L : R™ — R" une application linZaire de matrice A € M nn (cOest-"-dire
L =Lp). Ona

L est un isomorphisme <= A est inversible < det A # 0.

Exemples :

AN

u
e L’application L : R? — R? donnée par L(xuy) = 3x+y, —y est un isomorphisme, car elle est

linéaire et a I'inverse L™ Y(u,v) = “TJF”, —v .

e La projection P : R® — R? donnée par P(xz,y, z) = (x,y) est linéaire mais ce n'est pas un
isomorphisme car elle n'a pas d’inverse. Pourquoi ?

e L'application L : R — R donnée par L(z) = x> a I'inverse L™ ! (u) = /u mais ce n’est pas un
isomorphisme car elle n'est pas linéaire.
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TMB D Chapitre 8
GZomZtrie euclidienne dans R? et R?

Dans ce chapitre :
8.1 GZnZralitZs (danskR™)
8.2 IsomZtries et matrices orthogonales
8.3 GZomZtrie euclidienne dansk?
8.4 GZomZtrie euclidienne dan®k®
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8.1 — Généralités

Dans cette section :
e Angle orientZ entre vecteurs
e Produit scalaire, norme, distance
e fcriture du produit scalaire sous forme matricielle
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8.1a — Angle orienté entre vecteurs

Deux vecteurs Ztant toujours coplanaires (cOest-"-dire quOils appartiennent ~ un meme
plan vectoriel), on peut toujours les reprZsenter dans le plan cartZsieR?.

DZbnitions : Soient @ et ¥ deux vecteurs (de meme origine) deR? (resp. de R?) non nuls,
gue 10o0n identibe ~ leurs reprZsentations dans le plan cartZsien (resp. |Oespace cartZsien).

e L@ngle orientZ de @ vers ¥, que IOon mesure dans le plan engendrZ par les vectearst
5&,
U, Se note ®wv. _
u

e i et ¥ sont parallsles, ou colinZaires, ce quOon Aﬁ//v
_ U

note| ! ¥ |si| sin(av) =0

@ et ¥ sont perpendiculaires , ou orthogonaux , ce quOon =7 \17
. u
note| « L ¥ |si| cos(mv) =0

e On appelle mesure pringjpale (en radians) de IOanglatv le nombre rZeld € [0, 7] dZPni
par § = arccos cos(®v) .
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8.

S &

1b — Produit scalaire euclidien et norme euclidienne dans R

DZbnition : Soient @ = (u1,uz,...,un) €t ¥ = (v1,v2,...,vn) deux vecteurs deR". Le
produit gealgdre euclidien (ou canonique) de @ et v est le nombre rZel notZu - v (ou
encore wu,v ) et dZpbni par :

U-U=uiv1 +u2v2 + -+ unvn

Nota : le produit scalaire est une application R™ x R" — R.

PropriZtZs ZlZmentaires du produit scalaire : le produit scalaire est une application

bilinZaire, symZtrique et dZbnie positive. Autrement dit, pour tousi, v, € R™ et A € R,
(U+ V) - d=u-w+ 7 -0

(A1) - U= Xu-U

DZPnition : la norme euclidienne (cOest-"-dire la "longueur") dOun vecteuri € R",
notZe ||, est dZpnie par

|dl = Vi -a
En particulier, la distance euclidienne entre deux points A et B du plan (resp. de
IGespace) cartZsien est donnZe patist (A, B) = |AB| |

Exemple : pour (1,2,3) et (4, —5,6) dansR3, on a
(1,2,3)-(4,-5,6)=1-4+2-(=5)+3-6=4—10 + 18 = 12,
a
1(1,2,3)] = 12 422 + 32 = V/14.
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Exercice

Exercice : Ecrire le produit scalaire sous forme matricielle.

Exercice : Dans I'espace euclidien, calculer la distance du point P de coordonnées
(3,—1,2) a l'origine O de coordonnées (0,0,0), puis celle du point P au point QQ de
coordonnées (1,0, 3).

Solution : ﬂra distance entre P(z, y, ) et O est Zgale " la longueur du vecteur

T s a
OP =Y y &, cOest-"-dire sa normeOP|| = 22 + y2 + 22,
z
On a donc : b

dist(O,P) = 324 (-1)2+22 =4/9+1+4=+14.

La distance entre P(z, vy, z) et Q(a, b, c) est Zgale " la longueur du vecteur

N A R e R -

r a_ T—a
QP=0P-0Q =Y ya-yY bva=yY y—bdba,
z c z—c

On a donc :
b

dist(Q,P) = (3—12+(-1-024(2-3)2=+4+1+1=1/6.
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Propriétés du produit scalaire

Proposition :  Soient i, ¢ deux vecteurs deR". Alors,

- =

-0 = [ - [|v]| - cos(uv)

Preuve : Si# = 0 ou ¥ = 6, le résultat est évident. Sinon, commencons par montrer le résultat
pour n = 2. En identifiant R% a C, on peut écrire
_, . . i0 S _ . r 30’
4= (a,b)=a+ib=pe”’, T=(c,d)=c+id=pe’ ,
avec p,p' € Ry et 6,0 €] — m, 7]. En remarquant que
« (%)
i-T=ac+bd=Re (a+ib)(c+id) , p=|a|l, p =[], 6—6 =uv,

on obtient (en utilisant les propriétés de I'exponentielle et le fait que p et p’ sont réels),

« < a9
i(6—6")

o «
o
p'ei?’ =pp'Re e = pp’ cos(9 — 0") = ||| 7] cos(uv).

Maintenant, pour un n quelconque, puisque deux vecteurs appartiennent toujours 3 un méme
plan, on peut identifier ce plan a C et raisonner comme précédemment.

Corollaire : Le produit scalaire caractZrise les vecteurs orthogonaux. Autrement dit,

U-v=0 << uld
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Exercice

Exercice : Les vecteurs de I'espace euclidien R®, i = (1, —1,3) et ¥ = (—1,2,1) sont-ils
paralléles ou orthogonaux 7

Solution : Le produit scalaire @ - ¥ vaut :

- b b

y —18.y 2 8—-1.(-1)4(-1)-2+4+3-1=-1—-2+3=0,
3 1

dont % et ¥ sont orthogonaux. En particulier, puisquQaucun des deux vecteurs est nul, ils
ne sont pas parallsles.
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8.2 — Isométries et matrices orthogonales

Dans cette section :
e DZbnition, propriZtZs
e Matrices orthogonales
e DZplacements et antidZplacements
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8.2a — Définition, premiéres propriétés

DZPnition : Une isomZtrie (vectorielle) de IOespace euclididR™ est une application
linZaire L : R™ — R" qui conserve la norme euclidienne des vecteurs. Autrement dit,

- -

N
Vi e R", YL(@)

Proposition : Une isomZtrie (vectorielle) L : R™ — R" prZserve le produit scalaire.
Autrement dit, pour tous u,v € R", L(4) - L(V) = 4 - V.
Preuve : Soient i, ¥ € R™. Par définition d'une isométrie, on a
¥L(a + 17)¢ _ Yz + oV
Par définit[on de !a norme, on a, d'une part

Y Y, u - u

Yo+ = @+0 - @+0 =d-a+2u-04+7-0=|a

et d'autre part

Y Y, o oo I 0
YL(@+ 0P = L(@+®) - L(@+7) = L@ + L@ - L(@) + L(¥) (par linéarité de L)

_ \L/(ﬁ) -YL(ﬁ) + 2L(4@) - L(Q,(Jr L%ﬁ) - L(v)
= YL(@)¥ + 2L(@) - L(?) + YL(7)"

— |@|? + 2L(@) - L(F) + |7||*, (car L est une isométrie) (% % %)

—

De (), (%), (* % *x), on déduit (aprés simplification) L(«) - L(¥) = 4 - .

+2a -7+ ||7)? (s%)
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8.2b — Propriétés des isoméries

Proposition : Une isomZtrie (vectorielle) L : R™ — R" prZserve le produit scalaire.
Autrement dit, pour tous u,v € R", L(4) - L(V) = 4 - v.

Preuve : Soient i, ¥ € R™. Par définition d'une isométrie, on a

Y, Y, Y Y,

YL(@ + )¥ = Yi + Y. ()
Par définit[on de !a norme, on a, d'une part

Y Y, VI u

Yo+ 0¥ = @+0 - @+0 =d-a+20-04+7-0=|a

+2T- T+ |77 (x%)
et d'autre part
Y Y, u u u u ] )
YL(i+0)¥ = L(@+7) - L@+ 0) = L(@) 4 L(7) - L(@) + L(T) (par linéarité de L)
= L(u) - L(4@) + 2L(u) - L(V) + L(V) - L(V)
M Y, Y Y
= YL(@)V + 2L(@) - L(?) + YL(%)Y
— |@|? + 2L(@) - L(F) + |7||*, (car L est une isométrie) (¢ * %)

De (), (%), (* % *x), on déduit (aprés avoir simplifié) L(@) - L(¥) = @ - U.

Proposition : Une isomZtrie prZserve la mesure (principale) des angles des vecteurs.
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8.2b — Représentation matricielle des isométries : matrices orthogonales

DZbnition : La transposZe dOune matriced € M mn(R) est la matrice AT € M nm(R)
dont les coe"cients sont dZpbnis par permutation de IOindice de ligne et de colonne :

(AT)ij = aji
Autrement dit, les colonnes de AT sont les lignes deA (et vice versa).
. . - b . . . , . .
(0] u O u N N (0] u 0] u
Exemples : 2 o OT—)"% éé 0T—O 3" 157 _1 3
ples- 1 5 7 = 3 = 3 2 T 5 2
0 7
PropriZtZs :

e Si le produit matriciel AB a du sens,(AB)T = BT AT,
e Si A est une matrice carrZe,det(AT) = det(A)

DZPnition : Une matrice carrZe A est orthogonale si| AAT =1 |

PropriZtZs : Si A est orthogonale, alors A est inversible et| A=t = AT | | det(A) = +1

X a
Preuve : 1 = det (1) = det (AAT) = det(A) det (AT) = det(A) °.

Exemples de matrices orthggonales : U 6 a6 U
. cosd —sinb 1 0 0O -1
e les rotations: Rot gy = sin 6 cos 0 X 9 1 1 0
0 20 in(26 ¢ 61 0 ¢ 60 1u
o les réflexions : Refg = (S:?ns((ZG)) —S::no(s(Z)B) & 9 _1°' 1 o0
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Déplacements et antidéplacements

Proposition :

Une transformation linZaire du plan ou de IQespace est une isomZtrie si et
seulement si sa matrice associZe est orthogonale.

On distingue alors

e lesisomZtries directes , donnZes par des matrices orthogonalesi avec| det(A) = +1 |,

qui prZservent IOorientation. Ce sont lesotations (autour de (0,0) dans R?, autour dOun
axe passant par(0,0,0) dans R3);

e lesisomZtries indirectes , donnZes par des matrices orthogonalesi avec
det(A) = —1 |, qui inversent |Qorientation. Ce sont lesZRexions (par rapport ~ une

droite passant par (0,0) dans R?, par rapport ~ un plan passant par (0,0, 0) dans R3).

DZbnition : Une isomZtrie a'ne de IOespace euclidieR" est la composZe dOune isomZtrie
vectorielle et dOune translation. On appelle :

e dZplacement la composZe dOune isomZtrie directe et dOune translation
e antidZplacement la composZe dOune isomZtrie indirecte et dOune translation.

Nota : une isomZtrie reproduit nOimporte quelle bgure ~ IOZchelle 1.
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Exercice

Exercice : Les transformations données par les matrices suivantes, sont-elles des isométries
(directes ou indirectes) ou des projections 7

o o1 o
e A=Y-1 0 04
0 0 1

Solution :  On a (en développant par rapport a la premiére ligne)

-1 0
det(A):—‘ 0 1' =—(-1) =1,
donc A est inversible (un isomorphisme), car det (A) # 0. Aprés calculs, on trouve
"o -1 o
A"t=Yy1 o0 o0a=4"T,
0 0 1

donc A est une matrice orthogonale, donc une isométrie. Puisque det (A) = 1, c’est une isométrie
directe, c'est-a-dire une rotation. Effectivement,

Tcos(an/2) —sin(3nj2) O
A =Ysin(37/2) cos(3w/2) 0 = Rot 3(,)75/27
0 0 1

donc cette matrice représente la rotation d’angle 37/2 autour de I'axe Oz.
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Exercice (suite)

0 0 1?
e B=Y0O 1 04
0 O
Solution:  On a det(B) = 2 é‘ = —1, donc B est inversible. Aprés calculs, on trouve
B! = BT (= B), donc B est une matrice orthogonale. Puisque det (B) = —1, c'est une

réflexion isométrie indirecte. Effectivement,
- . p
_cos(m/2) O sin(mw/2)

B=Y 0 1 0 &=RefZf7,
sin(w/2) 0 cos(w/2)

qui représente la réflexion par rapport a un plan contenant I'axe Oy et qui intersecte le plan xOz
en une droite penchée de 7/4 sur Ox.

- p
2 0 0
e C=Y3 5 04
0O 0 O
Solution : Puisque det (C') = 0, la matrice n’est pas inversible, donc elle ne «epr%sente pas une
isométrie. C' n'est pas une projection orthogonale (ou isométrique), car det g g = 10 implique

que la matrice C dilate les longueurs.
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8.3 — Géomeétrie euclidienne dans le plan et dans |'espace

Dans cette section :
e Droites du plan
e Coniques
e Lien avec les complexes (distance, isomZtries)
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Droites affines du plan

DZbnition : Soient a, b, c des nombres rZels tels quéa, b) # (0, 0).
e Une droite A est formZe des points du plan cartZsien de coordonnZds:, y) telles que

ar+by+c=0

On retrouve I0Zquation dOune droite vectorielle dans le cas ©«= 0.
60 u
e Le vecteur Z est orthogonal ou normal ~ la droite A.
0 a o a
e Les vecteurs ba et _ab sont desvecteurs directeurs de la droite A.

Exemples : 8 : U
x — 5y = 0 est I'équation d’une droite vectorielle de vecteur directeur 1

x + 3 = 5y est I'équation d’une droite affine admettant le méme vecteur directeur. Elle lui est
donc paralléle.

Nota : Une droite est entiérement déterminée par (au choix) :
e deux points distincts;
e un point et un vecteur directeur;

e un point un vecteur normal.
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Equations cartésiennes et paramétriques des droites du plan

Si @ = (u1,u2) est un vecteur deR?, on dZbnii!t = (—up,uy). Les vecteursi et i+
sont orthogonaux.

On note A la droite du plan passant par A(a1,a2) € A et de vecteur directeur
@ = (u1,u2) # 0. Le point P(z,y) appartient = A si est seulement si

a*J_
u
AP @ | (condition) A
A
fquation cartZsienne de A : elle sOobtient en remarquant que
. N 0 a
AP i < det AP)i =0 « det -~ '+ "1 9
Yy—az2 u2
— (r—a1)uz — (y—az)uy =0 (Zquation cartZsienne)

— AP L@t =0

fquation (linZaire) paramZtrique de A : elle sOobtient en remarquant que

AP i < {'4_P):>\’J,)\€R s OP=0A+ )i, eR

T =a1 + A\u - . .
— Y= az + Auy A€ER (Zquation paramZtrique de A)

Dans le systeme ci-dessus\ est le parametre.
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Coniques : cercle, ellipse

DZPnition : Une conique est une courbe plane obtenue en prenant IQintersection entre un
c™ne de rZvolution et un plan. Analytiquement, on dZpbnit une conique comme |IOensemble
des points du plan vZribant |I0Zquation

e Cercle :

ax? +bry +cy’> +der +ey+ f=0

(z —a)® + (y —b)? =r?

centre (a,b),

e Ellipse :

rayon r

2

QN| 8

y2
2

centre (0, 0),

(a,b,¢) # (0,0,0).

+b_:1 /_\a

axes7 et 7. \\_/

\
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Coniques : hyperbole, parabole

22 Y2
Hyperbole :| — — & =

cas+1 : \ T / cas-1: Xt~

H-
o

centre (0,0), axes? et 7,asymptotesy = +—x

Q

Y

e N

4‘ a<0
?

e Parabole :| y = ax? +bx + ¢ /f\ .

axe parallsle ~ 7

a >0 $<O
ou bien :| = ay? + by + ¢ % .

ou bien:| y= —
X

centre (0,0), asymptotes? et 7’

Q Q
v vV
o o

—

axe parallsle ™ 2

/
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8.4 — Géométrie euclidienne dans |'espace

Dans cette section :

Propuit vectoriel
Plans de R3
Droites de R3

Surfaces quadriques
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Produit vectoriel dans R3

DZbnition : Le produit vectoriel de deux vecteurs et ¢ de IOespace est le vecteur notZ
u A U et caractZrisZ par :

o U vUet orthogonal aux deux vecteursu et U;

e Si u,v,uAv forment une@ase, alors elle est directe unv
(cOest-"-diredet u,v,u A v > 0); -
e la norme de i A ¥ est Zgale " IQaire du parallZlogramme dZbni par L
et 7, i.e., |[@ A U = ||| |7] | sin(®v)| i

ProprietZs du produit vectoriel :
e bilinZaritZ :
A AT=AUuAV)=1u
(W+ V) AW=UAW+J

e anti-symZztrie : 4 AT =—0Ad

e le produit vectoriel caractZrise les vecteurs paralleles : | T AT =0 < @ ! ¥

e en coordonnZes cartZsiennes, le produit vectoriel se calcule comme suit :

N ~

8]
(x,y,2) A (&', Y, 2)) = y2' —y'z, —x2' + 2’2,y — 2’y

Exemple :

N ~

(1,2,8) A (4,—5,7) = 2-7—3+(=5),3-4—1-T+,1-(—5)—2-4  — (29,5, —13)
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Plans affines de |'espace

DZbnition : Soient a, b, c, d des nombres rZels tels quéa, b, c) # (0,0, 0).

e Un plan 7 est formZ des points de |Oespace cartZsien de coordonnZesy, z) telles que

- b

a

ar +by+cz+d=0

e Y ba estun vecteur orthogonal ou normal ~ .

C

Exemple :

x — 5y — 2z =0 est I'équation d'un plan vectoriel, de vecteur normal y —5a,

—

—

1

1

—2
p

z 4+ 3 =5y +2z estl'équation d'un plan affine de vecteur normal ¥ —5 &.

Nota : Un plan est entiérement déterminé par (au choix) :

e trois points non alignés;

e un point et deux vecteurs tangents non colinéaires;

e un point un vecteur normal.

-2

b
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Equations cartésiennes et paramétriques des plans de I'espace

On note 7 le plan passant parA(a1,a2,a3) et de vecteurs tangentsu = (u1, u2,u3) et
v = (v1,v2,v3) non colinZaires (c.-"-d. 4 A ¥ # 0). Le point P(x,y, z) appartient~ A si
est seulement si

AP € Vect(@,7) « AP L@ AT| (condition)

fquation cartZsienne de = : elle sOobtient en remarquant que

~

AP € Vect(#,7) <= det AP,4,7 =0 (Zquation cartZsienne)

—s AP @ AT =0

o
lC

fquation (linZaire) paramZtrique de = : elle sOobtient en remarquant que

AP § «— é_P):Aﬁﬁ—uU, MueR « OP =04+ \d+u?, M\peR

& x=a1+ Aur + pv y }
= g, Y= a2 +Aup +pv2 A, pe R (Zquation paramZtrique de )
0 z = a3 + A\uz + pv3

Dans le systeme ci-dessus\ et p sont les parametres.

196



Droites de |'espace

DZPnition : Une droite a"'ne A de IOespac®? est |Ointersection de deux plans a"nesr

et ' non parall-les.

Plz,y,z) e A=nmnn <

ar+by+cz+d=0
adrx+by+cdz+d =0 |

avec (0,0,0) # (a,b,c) ! (a’,¥', ) # (0,0,0).

Exemples : "

La droite dOZquations

e La droite dOZquations

< 8 8
|
Gw OO

caractZrisZe par :

est I0axe)z (vectoriel).

est parallsle ~ I0axeOz (a"ne).

La droite A passant par A(a1,a2,a3) et de vecteur directeur v = (v1,v2,v3) est

P(z,y,2) € A < AP! ¥ «— AP =\, AeR.

Ceci se rZZcrit :

fan

D

& z—a1 =N
Zquations paramZtriques : o Y92 = Av2 , AER

0 4 a3 = A\v3
~ . ~ . r — aj — a2 zZ — a3
Zguations cartZsiennes : =Y =
V1 V2 V3
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Surfaces Quadriques

Une surface quadriqueQ est une surface de IOespace euclidien de dimension 3 dZPnie par :

] \
T

Q= (x’yaz) I f(xay’z) =O)

, 0¢ f(x,y,z) est un polyn™me de degrZ 2.

Quadriques les plus connues :

e Cylindre x? 4 y? = r?

e C™ne x? + y2 = 22

e Parabolo-de 5
elliptique FETY
e Parabolo-de 5
hyperbolique [ * =% Y

e Sphere x? 4 y? 4+ 22 = 1r?

e Ellipsosde r LY 2

e Hyperboloede 2 P 2

" une nappe _+b_2__=1

N
N
N

e Hyperbolosde x Y
" deux nappes praa b2

QN| I\
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Quelques images de surfaces quadriques

Cylindre Hyperboloide Coéne Hyperboloide
a une nappe a deux nappes

—> N

Sphére Ellipsoide Paraboloide Paraboloide
elliptique hyperbolique
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