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Exercice 1 : Parmi les assertions suivantes, lesquelles sont vraies ? Justifier chaque réponse.
1. n10 ln(n) = o

n→+∞
(e2n).

Solution: Vrai. On a, pour tout n ≥ 1,

n10 ln(n)
e2n

= n10

en

ln(n)
en

−−−−−→
n→+∞

0,

par croissance comparée.

2. e(n+1)! = O
n→+∞

(en!).

Solution: Faux. On a, pour tout n ≥ 0,

e(n+1)!

en! = e(n+1)!−n! = e(n+1−n)·n! = en·n! −−−−−→
n→+∞

+∞.

3. lim
x→1
x>1

x2−1
x−1 = +∞.

Solution: Faux. On a, pour tout x ̸= 1,

x2 − 1
x − 1 = (x + 1)(x − 1)

x − 1 = x + 1 −−−→
x→1

2.

4. La fonction f : R → R définie par

f(x) =

 e− 1
x2 si x < 0

0 si x = 0
sin(x) si x > 0

est continue sur R.
Solution: Vrai. En effet, f est continu sur R \ {0} car définie comme composée de fonctions usuelles
continues. De plus la continuité de la fonction sin en 0 implique lim

x→0
x>0

f(x) = 0, et pour x < 0 on a

lim
x→0
x<0

1
x2 = +∞, et donc lim

x→0
x<0

f(x) = lim
y→+∞

e−y = 0.

Exercice 2 : On définit la suite (un)n≥1 par un = ln(n!).
1. Montrer que, pour tout n ≥ 1, un+1 = un + ln(n + 1).

Solution: Pour tout n ≥ 1 on a

un+1 = ln((n + 1)!) = ln((n + 1) · n!) = ln(n + 1) + ln(n!) = ln(n + 1) + un.

2. Montrer que la suite (un)n≥1 est strictement croissante.



Solution: Pour tout n ≥ 1 on a n + 1 > 1 et donc

un+1 − un = ln(n + 1) > 0,

ainsi la suite est strictement croissante.
3. Montrer que, pour tout n ≥ 1, un ≤ n ln(n).

Solution: Pour tout n ≥ 1 on a

un = ln(1) + ln(2) + . . . + ln(n),

et comme la fonction ln est croissante sur ]0, +∞[, on en déduit

un ≤ ln(n) + ln(n) + . . . + ln(n) = n ln(n).

4. En déduire que un = O
n→+∞

(
n ln(n)

)
.

Solution: D’après la question précédente on a pour tout n ≥ 1

0 ≤ un ≤ n ln(n),

et donc 0 ≤ un

n ln n ≤ 1. La suite
(

un

n ln n

)
n≥1 est donc bornée, on a bien un = O

n→+∞
(n ln n).

Exercice 3 : On considère la fonction f : R → R définie pour tout x ∈ R par f(x) = x

2 + x2

4 .

1. Déterminer les limites de f en +∞ et −∞, et donner le tableau de variations de f .
Solution: On a limx→+∞ f(x) = limx→−∞ f(x) = +∞. De plus f est dérivable sur R et vérifie, pour
tout x ∈ R, f ′(x) = 1+x

2 . On déduit le tableau de variations suivant.
x −∞ −1 +∞

f ′(x) - 0 +
f(x) +∞ ↘ − 1

4
↗ +∞

2. Déterminer f([0, 1]) et f(]0, 1]). En déduire que f(]0, 1]) ⊂]0, 1].
Solution: D’après la question précédente f est continue et strictement croissante sur [0, 1], et donc
f([0, 1]) = [f(0), f(1)] = [0, 3/4], f(]0, 1]) =]0, 3/4] et on a donc bien f(]0, 1]) ⊂]0, 1].

3. On considère une suite (un)n≥0 satisfaisant u0 ∈]0, 1] et, pour tout n ≥ 1,

un+1 = un

2 + u2
n

4 .

(a) Montrer que un ∈]0, 1] pour tout n ≥ 0.
Solution: Par hypothèse on sait que u0 ∈]0, 1]. Soit n ∈ N. Supposons que un ∈]0, 1]. Alors,
comme un+1 = f(un), on a un+1 ∈ f(]0, 1]) et donc un+1 ∈]0, 1] d’après la question précédente.
Par récurrence on en déduit donc bien que un ∈]0, 1] pour tout n ≥ 0.

(b) Montrer que la suite (un)n≥0 est strictement décroissante.
Solution: Pour tout n ≥ 0 on a

un+1 − un = un

2 + u2
n

4 − un = un

4 (un − 2).

Or, d’après la question précédente, on a, pour tout n ≥ 0, un > 0 et un − 2 ≤ 1 − 2 ≤ −1. Ainsi,
pour tout n ≥ 0, un

4 (un − 2) < 0, et donc un+1 − un < 0. La suite (un)n≥0 est donc strictement
décroissante.

(c) En déduire que la suite (un)n≥0 converge. Quelle est sa limite ?
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Solution: La suite (un)n≥0 est décroissante et minorée par 0, elle converge donc vers un réel ℓ
d’après le cours. En passant à la limite dans la relation de récurrence (comme f est continue), on
obtient

ℓ = ℓ

2 + ℓ2

4 ⇔ ℓ

4(ℓ − 2) = 0.

Ainsi ℓ = 0 ou ℓ = 2. Comme u0 ≤ 1 et (un)n≥0 est décroissante ℓ ne peut pas valoir 2, on a donc
ℓ = 1.

Exercice 4 : Soit f : R → R une fonction et α un réel strictement positif. On suppose que

lim
x→+∞

f(x) = α.

Montrer qu’il existe x0 ∈ R tel que f(x) > 0 pour tout x ∈ [x0, +∞[.

Solution: Comme limx→+∞ f(x) = α, il existe x0 ∈ R tel que pour tout x ≥ x0 on a

|f(x) − α| ≤ α

2 ⇔ −α

2 ≤ f(x) − α ≤ α

2 .

Mais alors, pour tout x ∈ [x0, +∞[ on a x ≥ x0 et donc

f(x) ≥ −α

2 + α = α

2 > 0.

Page 3


