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§1. Notions de base - & - xrne )

Définition 6 C & [’{%}HZ{JL{

Un groupe est un ensemble non vide G avec opération * interne vérifiant
1. (élément neutre) de € G avec xxe=exx=x Vx € G
2. (associativité) Vx,y,z € G, x*x (yxz) = (x*xy)*xzZ=x*y* z
3. (inversibilité) Vx € G, dx € G avec xxx' = x'x x = e
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Remarques S vy e R gy =& Wﬂ(/;t
» [ ’élément neutre et ['inverse de x |(pour x donné) sont uniques
» [e groupe est abélien (commutatif) si, Vx,y € G, x*xy = y x X,
» Notations usuelles :@ou additive (abélien)
L Axb - ARbzf b ﬂxé:mQ

Résultat. Soient x,y,z € G, xz = yz = x = y (simplification) et
(xy)~' = y~!x71 (inversion inverse "ordre) A .
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Soient x € G et n € Z, on pose Mdlﬂ

n ( .
-\ A e sin=20 //1
X C(X) X X XX sin>0 Z
Xn:< nt;rrmes i%*"v" ‘7‘2-
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Résultat. Soient x € G et n,m € Z, x"x™ = x"™M et (x")" = x
Résultat. Soient x,z€ Get n€ Z, (zxz71)" = zx"z~1
V\;, Zx}ﬂ:z/xy'/ ? ~| C/ K
N &, \ - 7/
Définition a’w"r‘” A 2 pr 2
Soit x € G, le plus petit n > 1 tel que x" = e est I'ordre de x (ordre fini).
Si n n'existe pas, alors x est d’ordre infini. -
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Définition e ) Al
Soit x € G, le plus petit n > 1 tel que{ x" = &est |'ordre de x (ordre fini).

Si n n'existe pas, alors x est d'ordre infini. AR

@"l/t /bwg ébnjﬂg: Z# 2‘7 E =C den
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Soit x € rdre fini n >
D Pour t € 7, x* = e si et seulement si n divise t. Z e a? ve 0 ,—)h/({;

» Pour{ c 7, l'ordre de x* est fini et est égal 3
n é<7 X fz

PGCD(n, )

[ Soit y € G d’ordre fini nT> ex et y commutent alors 'ordre

de xy divise PPCM(n, m).
u e

Remarque ‘(

Si le groupe G est fini alors tous les éléments de G sont d’ordre fini

XEG, [x”,ne'Zf f@imfﬁ; doe A e nEM
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Définition h-n 21 =2 »(a"%
Un soud-groupg est un sous- ensemble non vide stable par I"'opération * et
I'inversion (contient forcement e (/4«

| e T Fao col
Sous-groupes particuliers. ’%Z )
Jén = Z?é’H

» Centre du groupe G : Z(G) ={x € G:Vg € G  Xg = gx} 42’6’/{
Note. G = Z(G)

» Pour H sous-groupe de G, le centralisateur d@ /z’,é'y"{

|Vh € H, xh /—\h}<}
Noteé/—f ZH(G) ssi H est abélien: XAXP-;L g@ = gg@/

» Pour H so s-groupe de G, le normalisateur de H :
ur us-group isateu g{ﬁ/@z— g
%M_f{'ﬂ“/p Nu(G) = {x € G :Vh € H,xhx"t € H}.

N

G est abélien.

n

Note. xh = hx <= xhx~! = h donc Zy(G) C Ny(G).
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-groupe de G
oupe engendré par S. Si (S) = G, on

Définition S
Soit S un partie de G, on not
contenant S. On l'appelle le s
dit que S est générateur.

Si S ={g}, on note plutét (g). Un groupe est monog‘ene s'il est F
=)

engendré par un seul élément. ééé:_ M e

Résultat. (S) est I'intersection des sous-groupes de & contenant S,
c'est aussi I'ensemble des produits de la forme

<S> 1 s{'sy?---sitavec t > 0,5, € SJa; = +1

Proposition ﬂ{; 20 7 €
Soit g € G. Si g\#bt d’ordre infini alors le grous
infin, Si g est d’ordre fini égal a n, alors le cardirat-de (
.'/-\ ’
exactement

(g)={g"=esgsg. .. ,g”‘D
Définition Ndho g mﬁté m
L'ordre d'un groupe G est le cardinal du groupe G. On note |G|.

S A psthror
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Définition
SO|ent Gy et Gy deux group

G, est un
~2i..de plus, f
e et on note G; ~ Go. DTe
re G et lui-méme est un automorphisnjie ="

Remarque ffél) & dp[z ) dp/é]’, }&)///Z)

L ‘'ensemble des automorphlsmes de G est un groupe pour la composition

denote(@ ;Z/a-f’ ;’.,;Mcfw

Proposition //"Z,;X,,) gl/9$/

Soit f : Gi — G, un morphisme de groupes. A/ors les ensembl

Isomorp isme

Im(f) = {f(x) : x € G} image de f

Ker(f) = {X\E/Gl tel que f(\x_)ﬁ» noyau de f (]/0’ )7¢ 27)

sont des sous-groupes de G, et Gi resp. De plus, f est surjective ssi
Im(f) = Gy et injective ssi Ker(f) = {e1 }.
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Matrices élémentaires E; j = (0 partout sauf 1 en ligne /, colonne j).

/ / “or
| o MO )
Matrices de dllatatlons p [
A
IA“K (}/)k AE; i = diag(1,--- , 1+ A,---,1) ave

e

Partie génératrice de GL, (k)

Matrices de transvections
—_—

lh + AE; avec)\;éO 17éj

./

Théoreme
L 'ensemble des matrices de dilatation et des matrices de transvection
engendre le groupe (multiplicatif) GL, (k).

e ———



Partie génératrice de O, (k). I’Z/-——]/z)u 4 /7
7 (“ 5/‘"7“* te 4.00)

Matrice orthogonale. Mt*M = I, «~+ M inversible et M—! =/t M.
L -

Une Reflexion orthogonale est (la matrice d’) une symétrie orthogonale
par rapport a un hyperplan.

Soit H hyperplan de k" (= s.e.v. de dim n — 1), tout v € k" se décompose
v=h+paveche Hetpl H(dotp=0oup¢H). La réflexion
correspondante est la fonctiong — h — p.

4
Théoreme
L 'ensemble des réflexions orthogonales engendre le groupe (multiplicatif)
On(k) (qui est un sous-groupe de GL,(k)). é

nel 6w ne? 66_’ ;ﬂyi:
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2. Quotients de groupe
Notation. Pour@tgg c G)On pos¢ gAE {ga:ac A}
pour Ag). C'est U e de G.

bee [os:achf

Définition
Soit H sous-groupe de G. Relation d’équivalence sur G
X ~HY SS (<:>y xEH)

On note G/H I'ensemble quot\ent ou encore ensem}m éi classes a

gauche c'est-a- dw@i {gH : g € G}. /k/ _ '?/
%
v
Remarques /;‘)J (Zf/}{
» On définit de mén@ ‘ensemble des classes a droites.
i . e
» Toutes les classes ont le méme cardinal qui est |'ordre de H.
» Une autre relation d'équivalence importante est x ~ y sidg € G
avec x = gyg ! qui donne les classes de conjugaison

voe |l ac o) <10 12




Théoreme (Lagrange)
Il On a card(G/H) = catd
En particulier, si |G| est fini,
élément de G divise
On appe//e[card(G /

at |G| = card(G/H) |H|.
ordre de tout sous-groupe de G et de tout
-

indice de H dans G.

Remarque. La réciproque en fausse en général : si d divise l'ordre de G, il
n'existe pas forcément d'élément ou de sous-groupe de G d’ordre d. (Cas

ulier : d premier, G cycli
ﬁf?ﬁmfw e f

6l
V AL a"'ze

pllcatlon au petit theoreme de Eermat.
L'ensemble (Z/pZ)* des classes inversibles modulo p aveg' p premier est
un groupe multiplicatif d’ordre p — 1 et donc pour tout a € (Z/pZ)*, on
obtient 3P~! = 1, c'est-3-dire pour tout entier a non divisible par p

prifmear P =1 (mod p). e=o f/%f /




Déffhition
H de G est disti

Resultat e noyau ué

Résultat. L'intersection de sous-groupes distingués est un sous-groupe

E

QA (Q@H

morphisme est un sous-groupe distingué

distingué
Gy = [ﬁlh g6 3
T héoreme ~ -
S alors G /H avec I'opératioplaH - bH = abH e5i hin groupe et
I'appltication de G — G/H définie par motphisme
surjectif de R oM X
b (e dpoltey

De plus, si f : G — G’ est un morphjésme alors on a

rG/Ker ~ Im(f)

150, J¥alf) —> /@) 66 éw jé) jd(?jl')fé)
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Théoréme de factorisation)
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Quelques applications du théoreme de factorisation 54 6 ﬁ{{/ Qe mf[g)

1. Reconnaitre les groupes suivants :
So/An,  O,(R)/SO,(R), GL,(R)/SL,(R), R*/RZ.
2. Démontrer les isomorphismes suivants :
R/Z~ S, R*/{*1}~RI, C*/S ~R}

avec S; = {z € C* : |z| = 1}, le cercle trigonométrique.

Sous-groupe caractéristique

Un sous-groupe H est caractéristique dans G s'il est stable par tout
automorphisme de G. On note alors H C G.

1. Montrer qu'un sous-groupe caractéristique dans G est distingué.
2. Démontrerque HC KC G = HLC G.

3. Démontrer que HC K< G — H<«G.
4

. Démontrer que le centre d'un groupe est toujours un sous-groupe
caractéristique.

5. Soit ¢ I'application qui a x € G associe |'automorphisme intérieur iy défini

par : Vg € G, ix(g) = xgx~ . Montrer que ¢ est un morphisme de
groupes. Déterminer son noyau. En déduire |I'isomorphisme suivant :
J < G/Z(G) ~ Int(G).
A},Oﬁl\ % A%V), -
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Définition Y Zd o &

Soient H, K sous-groupes d@vec G es@roduit’m
€S con

(interne) de H par K si une ditions équivalentes est vérifiée 7, 5
‘.4 >HﬂK:{e}etG:HK :ZZ@/%&H’W£5K§ ¥
p out élément de g € G s'écrit de maniére unique g = hk avec K'Z/
MM’L o ~ —
.2 hg tke K K '_9—"———;‘7’
la la surjection canonique k — kHj/

On note G = H x K. PY <& 5 Ha &

, [t_/
Résultat. On a aussi G = KH et donc G = K x H.
\/ L_/

Si on a aussi K < G, on dit que c'est un produit direct.
ans ce cas, pour tout k € K et h € H, on a kh = hk et |'application

. G de:init par f }g
est un iIsomorphisme. . 4 C éyl
P e




3. Quelques gyoupes particuliers n
%945 i e 62L87 -”Zﬁ 7 a2

ast/infinn)alord G ~ 7.,/sinon G est
N

oyt & = 2/

37
ProposﬂuﬁﬁaM fb\k ot ¢5 '}LV\‘?I"’\
Soit m € Z/nZ. L'ordre db PGCD(m, n) donc m est générateur
ssi n et m sont premiers entre eux ssi BT mversible modulo n

r- "
Définition &~ Aovhre 11 ééﬁ st @7 =N
I/_"cinsemble des inversibles modulo n torme un groupe multiplicati
5'! Z/ (Z/nZ)* = {m tel que PGCD(m, n) = 1}
V\

d'ordre o(n) (fonction indicatrice d'Euler).

Théor‘emeé(ngﬁor‘eme des restes chinoys)

Soient n et eux entiers > 1 e premiers entre eu
Isomorphismes naturels

Lemme
Soit G un groupe

on a les

Z/nmZ\~ Z/nZ x Z./mZ et (Z/nmZ)" ~ (Z/nZ)* X (Z/mZ)*
— \Vg -/



Nombres d'éléments d'ordre donné dans un groupe cyclique

Soit G un groupe cyclique d'ordre n.

1.
2.

Soit d > 1 un entier. Déterminer le nombre d'éléments d'ordre d dans G.

En déduire la formule ) ¢(d) = n.
d|n

Le but de cet exercice est de déterminer la structure du groupe Aut((Z/227)")
des automorphismes de (Z/227.)*.

1.
2.

S

Déterminer |'ordre de (Z/227.)".

Montrer que 7 est un générateur de (Z/227)*. En déduire que (Z/227)*
est cyclique.

En déduire tous les sous-groupes de (Z/227.)*.
Déterminer tous les générateurs de (Z/227.)".
Déterminer tous les automorphismes de (Z/227.)*.

Ecrire la table de multiplication de Aut((Z/227)*) et en déduire que
Aut((Z/22Z)*) est isomorphe a Z/47.



