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Toutes les définitions, tous les énoncés du cours sont à connaître.

Démonstrations à connaître pour l’examen

Chapitre 1
1. Soit pX, dq un espace métrique. Montrer les deux propriétés suivantes :

— Une réunion quelconque d’ouverts de pX, dq est un ouvert de pX, dq.
— Une intersection finie d’ouverts de pX, dq est un ouvert de pX, dq.

2. Soit pX, dq un espace métrique, x P X, r ą 0. Montrer que la boule ouverte
Bpx, rq est un ouvert de pX, dq et que la boule fermée Bf px, rq est un fermé de
pX, dq.

3. Soit X un ensemble, d1 et d2 deux distances sur X. Montrer que si d1 et d2 sont
Lipschitz-équivalentes alors elles définissent la même topologie sur X.

4. Soit X un ensemble, d1 et d2 deux distances sur X. Montrer que d1 et d2 sont
topologiquement équivalentes si et seulement si :

@pxnq Ă X et x P X, on a xn Ñ x dans pX, d1q ssi xn Ñ x dans pX, d2q

5. Montrer qu’une suite d’éléments d’un espace métrique a au plus une limite.
6. Soit pX, dq un espace métrique, A une partie de X, x P X. Montrer que x P A si

et seulement s’l existe une suite pxnqnPN de points de A qui converge vers x.

7. L’adhérence de AYB est AYB. L’intérieur de AXB est
˝

A X
˝

B.
8. Si pX, dq est un espace métrique et A Ă X, alors U Ă A est ouvert dans A, avec la

distance induite, si et seulement s’il existe un ouvert V de X tel que U “ V XA.

Chapitre 2
9. Soit pX, dXq et pY, dY q deux espaces métriques, f : X Ñ Y une application.

Montrer que f est continue en un point a P X si et seulement si :
@ε ą 0, Dδ ą 0 tel que, si x P X vérifie dXpx, aq ă δ, alors dY pfpxq, fpaqq ă ε.

10. Soient pX, dXq et pY, dY q deux espaces métriques, f : X Ñ Y une application.
Montrer que f est continue en un point a P X si et seulement si :
pour toute suite pxnqnPN Ă X telle que xn Ñ a, on a fpxnq Ñ fpaq.

11. Soient pX, dXq et pY, dY q deux espaces métriques, f : X Ñ Y une application.
Montrer que f est continue en X si et seulement si :
pour tout ouvert V de Y l’image réciproque f´1pV q est un ouvert de X.

12. Soit pX, dq un espace métrique. Montrer la propriété de continuité de la dis-
tance : si pxnqnPN et pynqnPN sont deux suites de X et xn Ñ x et yn Ñ y alors
dpxn, ynq Ñ dpx, yq.

13. Soit f : E Ñ F une application linéaire. Les propositions suivantes sont équiva-
lentes :
(i) f est continue sur E ;
(ii) f est continue en 0E ;
(iii) il existe K ą 0 tel que pour tout x P E, }fpxq}F ď K}x}E .
(iv) f est lipschitzienne.

14. Soit pE, }¨}Eq et pF, }¨}F q deux espaces vectoriels normés. Montrer que l’ensemble
LpE,F q des applications linéaires continues de E dans F admet une structure
d’espace vectoriel normé si on le munit de la norme subordonnée ~ ¨ ~.

Chapitre 3
15. Soit pX, dq un espace métrique, et pxnqnPN une suite deX. Montrer que si pxnqnPN

est convergente alors elle est de Cauchy, et que si elle est de Cauchy elle est bornée.
16. Soit pX, dq un espace métrique, pxnqnPN une suite de X. Montrer que si pxnqnPN

est de Cauchy et admet une valeur d’adhérence alors pxnqnPN converge vers cette
valeur.

17. Soit pX, dq un espace métrique complet, A Ă X. Montrer que A est complet (pour
la métrique induite) si et seulement si A est fermé.

18. Soit pX, dXq un espace métrique compact, et pY, dY q un espace métrique complet.
Montrer que les espaces BpX,Y q (l’espace des fonctions bornées) et CbpX,Y q
(l’espace des fonctions continues et bornées), muni de la distance du sup,
d8pf, gq :“ supxPX dY pfpxq, gpxqq, sont complets.

19. Montrer que `8, muni de la norme du sup, est un espace de Banach.
20. Toute fonction lipschitzienne entre deux espaces métriques est uniformément

continue.
21. Théorème de Picard (ou des contractions). Soit pX, dq un espace métrique com-

plet, f : X Ñ X contractante (c’est-à-dire que f est k-lipschitzienne avec k ă 1).
Alors f admet un unique point fixe.
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Chapitre 4
1. Soit pX, dq un espace métrique, A une partie compacte de X. Montrer que A est

fermée.
2. Soit pX, dXq et pY, dY q deux espaces métriques. On munit le produit
X ˆ Y de la distance produit d8 définie par d8ppx1, y1q, px2, y2qq “

maxpdXpx1, x1q, dY py1, y2qq. Montrer que si pX, dXq et pY, dY q sont compacts
alors pX ˆ Y, d8q est compact.

3. Soit pX, dXq et pY, dY q deux espaces métriques, f : X Ñ Y . Montrer que si X
est compact et f continue alors fpXq est un compact de Y .

4. Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie et F un espace vectoriel
normé. Montrer que toute application linéaire u : E Ñ F est continue (on pourra
utiliser sans démonstration le fait que, sur un espace vectoriel normé de dimension
finie, toutes les normes sont équivalentes).

Chapitre 5

5. Soit pX, dq un espace métrique. Montrer que X est connexe si et seulement si le
seules applications continues de X dans t0, 1u sont les applications constantes.

6. Soit pX, dq un espace métrique et A une partie connexe de X. Montrer que A est
connexe.

7. Soit pX, dXq et pY, dY q deux espaces métriques, f : X Ñ Y . Montrer que si
pX, dXq est connexe et f continue alors fpXq est un connexe de pY, dY q.

8. Montrer qu’une réunion de connexes d’intersection non vide est connexe.
9. Montrer que si pX, dq est connexe par arcs alors pX, dq est connexe.

10. Montrer que, dans un espace vectoriel normé, tout ouvert connexe est connexe
par arcs.


