L3 - arithmétique et groupes Automne 2024

Fiche de TD 6

Exercice 0 (Un classique de Noel)

Soit m un entier naturel non nul et ¢ un réel. Dans R[X], quel est le reste de la division euclidienne
de (cost + sint X)™ par X2 + 17

Exercice 1 Trouver pged (A, B) ainsi que U,V € Q[X] tels que UA+V B = pgcd(A, B) pour les
polynémes A, B € Q[X] suivants:

i)A=X+1let B=X3+X+1.

i) A=X>+X?+X+1let B=X3+1.

Exercice 2 Soient deux entiers naturels m > n > 1 et 6 =pged (m,n). Pour | € N*, on désigne
par U; 'ensemble des racines [—iemes de 'unité de C.

1. Factoriser X™ — 1 en irréductibles dans C[X] et R[X].

2.
i) Montrer que U,, N U,, = Us.

ii) En déduire, en se servant de la factorisation du 1, que X° — 1 est un diviseur commun de X™ —1
et X" —1 dans C[X].

iii) Montrer que X° — 1 = pged (X™ — 1, X™ — 1).

3. (facultatif) Retrouver pged (X™ — 1, X™ — 1) en se servant de l’algorithme d’Euclide.

Exercice 3 Factoriser les polynomes P = X4+ X3 +1, Q = X4+ X3+ X2+ X +1let R=X*+1
sur C, R et Q.

[Pour rappel: (X —1)(1+X + -+ X") = X"t 1]

Exercice 4 (Polynomes de Tchebychev)
Soit (T},) la suite de Z[X] définie comme suit:

To=1, Ti=X, Tpi1=2XT,—Tnh_1,nc N*.

1. Calculer les premiers termes 15,73, Ty.

2. i) Montrer que pour tout n > 0 et tout réel ¢,
T,(cost) = cosnt.

[Procéder par récurrence]
ii) En déduire les racines de T,.
iii) En déduire que T, (T},) = Tonn = Ton(Th).

iv) Trouver une formule explicite de T,.



