L3 — analyse réelle 2024-2025

RACINES n—IEMES

Théoréme. Soit n > 1 un entier. Soit > 0 un nombre réel. Il existe un
unique réel r tel que r™ = z. On le note r = {/x.

Démonstration : Soit A ={ae R : a" < z}. L’ensemble A # & car 0 € A.

L’ensemble A est majoré par 1 + x car

VaeAd"=rx=d"<l+zr=d"<(1+2z)"

=sa<1l+2x.

Donc il existe r = sup A.
Siz>1l,alors1"=1<zrz=1eA=1<r=0<r.
Si0<z<l,alorsx"<z=xeA=0<z<r.
Donc dans tous les cas r > 0.

Montrons que r" = .

Par l'absurde.
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Or, (1 — €)™ = 1 — ne d’apreés I'inégalité de Bernoulli. Donc
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Alors comme r(1 —€) < r, il existe a € A tel que
r(l—e)<a<r.
Alors
(rl—e¢)"<ad" <z
=7r"(1—ne) <z
d’apres l'inégalité de Bernoulli
x x
= —<1—ne< —
Tn /ran
absurde !
Conclusion. r™ = z. Q.e.d
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