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Chapitre IV
Régle de L’Hospital

Proposition.

i) Soient a < b réels. Soient f, g dérivables sur Ja,b[. On suppose que
lim f(z) = lim g(x) =0

r—a r—a
T>a T>a

ou bien
lim | f(2)[ = lim |g(z)| = o .
Si lime=—e £@) oxiste, alors
z>a 9 (*T)
/
lim —f@) = lim f'()

e gle)  Dlg(e)
ii) Soit A € R. Soient f, g dérivables sur |A, +o0[. On suppose que

lim f(z)= lim g(z) =0

T—+0 xr——+00
ou bien
i |2 = lim [g(e)] = oo
Si lim,_, 4o 5 :((g existe, alors

lim @ = lim f(z) .
T—+0 g x) x—+00 g’(g;)

Démonstration

Supposons que lima—a ! /("”)) =le ]R.

g (=
Supposons que
lim f(x) = lim g() = 0 .

r>a r>a

= +00, alors lims—e ?;Ei% =0 et on est ramené au cas ou | = 0.

1/

(=)
g'(x)

t. Si lime—a
r>a
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Alors les fonctions f et g définies par :

flz) siz>a,

flx) = .

0 sinon.

_ g(x) siz>a,

g(x) = '

0 sinon.

sont contniues sur [a, b].
Soit € > 0. Soit n > 0 tel que :
/
t
Va<t<a+n, f,()—l<e.

gt

Soit a < x < a + n. D’aprés le théoréeme des accroissements finis,

f@)  F@)=Fa)  fle)

g(x)  g(x)—gla) g'(c)

pour un certain a < ¢, < x. En particulier, a < ¢, < a+n et

f'(cz)

7e) !

<€ .

Done, limas—a L& = .
r>a g(:r)

Supposons que lims—« f(z) = lims—e g(z) = +00.
Soit £ > € > 0.

Pour tous a < z,y < b,

flx)  flx) = fly) + f(y)
g(x)  g(x) —g(y) + g9(y)

f@)—f(y) f(y)
_ 9(x)—g(y) g(z)—g(y) .

B 9(y)
L+ o=w

+

Soit n; > 0 tel que

1o,
g'(t)

2/

Va<t<a-+nmn,

<c.
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Soit a <y < a+ n;.

1 —a = 1 T—a f( ) = 1 Tr—a g( ) =
Comrme hm2>a g(x) = +o, lim e>a 9(z)—g(y) hmx>a 9(z)—g(y) 0.
Donc il existe 0 < 5 < y — a tel que :
Va<zxz<a-+n, /W) ‘,‘ 9) ‘<e.
9(@) —g)| " |9(x) — g(y)

Dong, si a <z < a + 1, alors :

@)~ () ()
'f (#) _ l‘ _ s T @@
9(y)

9(x) L+ s
fl@)—f(y) fly) 9(y)
s "'t seew i@

9(y)
I+ sovw
@) fly) 9(y)
_ 7o~ o~ ie-ew
9(y)
I+ sorvw

(pour un certain x < t <y d’aprés le théoréme des accroissements finis)

e+e+|lle 2+
< =€

1—c¢ 1—e¢

<2(2+|l])e

(si on suppose 1 — € > %) Donc lime—a g((g = 1.

ii)

~

On se raméne au cas précédent en considérant les fonctions f(x) = f (z71), g(x) =

g(z™). Q.e.d.
Applications
x x\/
lim — = lim <) = 400
T—>+00 z—+0w !
—



L3 — analyse réelle

2024-2025

. T
lim — = lim = 400
r—+0 In T—~+00 (ln (L’)/
——
_1_
7ifx
) . Inx)
lim zlnz = lim ( ,) =0.
rz—0Tt z—0t (l)
X
——
1
= 51 =—2x

4/



