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Chapitre IV
Règle de L’Hospital

Proposition.

i) Soient a ă b réels. Soient f, g dérivables sur sa, br. On suppose que

lim
xÑa
xąa

fpxq “ lim
xÑa
xąa

gpxq “ 0

ou bien
lim
xÑa
xąa

|fpxq| “ lim
xÑa
xąa

|gpxq| “ 8 .

Si limxÑa
xąa

f 1pxq

g1pxq
existe, alors

lim
xÑa
xąa

fpxq

gpxq
“ lim

xÑa
xąa

f 1pxq

g1pxq
.

ii) Soit A P R. Soient f, g dérivables sur sA,`8r. On suppose que

lim
xÑ`8

fpxq “ lim
xÑ`8

gpxq “ 0

ou bien
lim

xÑ`8
|fpxq| “ lim

xÑ`8
|gpxq| “ 8 .

Si limxÑ`8
f 1pxq

g1pxq
existe, alors

lim
xÑ`8

fpxq

gpxq
“ lim

xÑ`8

f 1pxq

g1pxq
.

Démonstration :

i)

Supposons que limxÑa
xąa

f 1pxq

g1pxq
“ l P R †.

Supposons que

lim
xÑa
xąa

fpxq “ lim
xÑa
xąa

gpxq “ 0 .

†. Si lim xÑa
xąa

f 1
pxq

g1pxq
“ ˘8, alors lim xÑa

xąa

g1
pxq

f 1pxq
“ 0 et on est ramené au cas où l “ 0.
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Alors les fonctions f et g définies par :

fpxq “

$

&

%

fpxq si x ą a,

0 sinon.

gpxq “

$

&

%

gpxq si x ą a,

0 sinon.

sont contniues sur ra, br.
Soit ϵ ą 0. Soit η ą 0 tel que :

@ a ă t ă a ` η,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f 1ptq

g1ptq
´ l

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă ϵ .

Soit a ă x ă a ` η. D’après le théorème des accroissements finis,

fpxq

gpxq
“

fpxq ´ fpaq

gpxq ´ gpaq
“

f 1pcxq

g1pcxq

pour un certain a ă cx ă x. En particulier, a ă cx ă a ` η et
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpxq

gpxq
´ l

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f 1pcxq

g1pcxq
´ l

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă ϵ .

Donc, limxÑa
xąa

fpxq

gpxq
“ l.

Supposons que limxÑa
xąa

fpxq “ limxÑa
xąa

gpxq “ `8.
Soit 1

2
ą ϵ ą 0.

Pour tous a ă x, y ă b,

fpxq

gpxq
“

fpxq ´ fpyq ` fpyq

gpxq ´ gpyq ` gpyq

“

fpxq´fpyq

gpxq´gpyq
`

fpyq

gpxq´gpyq

1 `
gpyq

gpxq´gpyq

.

Soit η1 ą 0 tel que

@ a ă t ă a ` η1,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f 1ptq

g1ptq
´ l

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă ϵ .
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Soit a ă y ă a ` η1.
Comme limxÑa

xąa
gpxq “ `8, limxÑa

xąa

fpyq

gpxq´gpyq
“ limxÑa

xąa

gpyq

gpxq´gpyq
“ 0.

Donc il existe 0 ă η2 ă y ´ a tel que :

@ a ă x ă a ` η2,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpyq

gpxq ´ gpyq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

gpyq

gpxq ´ gpyq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă ϵ .

Donc, si a ă x ă a ` η2, alors :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpxq

gpxq
´ l

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpxq´fpyq

gpxq´gpyq
`

fpyq

gpxq´gpyq

1 `
gpyq

gpxq´gpyq

´ l

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpxq´fpyq

gpxq´gpyq
´ l `

fpyq

gpxq´gpyq
´ l gpyq

gpxq´gpyq

1 `
gpyq

gpxq´gpyq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f 1ptq
g1ptq

´ l `
fpyq

gpxq´gpyq
´ l gpyq

gpxq´gpyq

1 `
gpyq

gpxq´gpyq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

(pour un certain x ă t ă y d’après le théorème des accroissements finis)

ď
ϵ ` ϵ ` |l|ϵ

1 ´ ϵ
“ ϵ

2 ` |l|

1 ´ ϵ

ă 2p2 ` |l|qϵ

(si on suppose 1 ´ ϵ ą 1
2
). Donc limxÑa

xąa

fpxq

gpxq
“ l.

ii)

On se ramène au cas précédent en considérant les fonctions rfpxq “ f px´1q , rgpxq “

gpx´1q. Q.e.d.

Applications
—

lim
xÑ`8

ex

x
“ lim

xÑ`8

pexq1

x1
loomoon

“ ex

1
“ex

“ `8 .
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—

lim
xÑ`8

x

lnx
“ lim

xÑ`8

x1

plnxq1
loomoon

“ 1
1
x

“x

“ `8 .

—

lim
xÑ0`

x lnx “ lim
xÑ0`

plnxq1

`

1
x

˘1

loomoon

“
1
x

´ 1
x2

“´x

“ 0 .
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