
L3 – analyse réelle 2024-2025

Exponentielle complexe

Proposition. Soit z P C. La suite
´

1 `
z

n

¯n

converge dans C.

On note exp z “ lim
n8

´

1 `
z

n

¯n

.

Démonstration : Pour tout z P C et tout n P Ną0, posons

enpzq “

´

1 `
z

n

¯n

.

Soit z P C. Si n ą m, alors

enpzq ´ empzq “

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

zk

nk
´

m
ÿ

k“0

ˆ

m

k

˙

zk

mk

“

n
ÿ

k“0

npn ´ 1q...pn ´ k ` 1q

nk

zk

k!
´

m
ÿ

k“0

mpm ´ 1q...pm ´ k ` 1q

mk

zk

k!

Posons

@ p, q P N, cp,q “

$

&

%

qpq´1q...pq´p`1q

qp
si 0 ď p ď q,

0 si q ă p.

“

$

&

%

p1 ´ 1
q
q...p1 ´

p´1
q

q si 0 ď p ď q,

0 si q ă p.

Avec ces notations :

enpzq ´ empzq “

8
ÿ

k“0

pck,n ´ ck,mq
zk

k!
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† or, @ k, ck,n ě ck,m
‡ donc

|enpzq ´ empzq| ď

8
ÿ

k“0

pck,n ´ ck,mq
|z|k

k!

“ enp|z|q ´ emp|z|q .

Soit ϵ ą 0. Pour tout x P R, la suite

enpxq, n P Ną0

est convergente donc est de Cauchy. en particulier, pour x “ |z|,

D N P Ną0, @ n ě m ě N, |enpzq ´ empzq| ď enp|z|q ´ emp|z|q ă ϵ

donc la suite
´

1 `
z

n

¯n

, n P Ną0

est de Cauchy et converge dans C. Q.e.d.

Lemme. Si pznq est une suite complexe telle que

lim
n

zn “ z P C,

alors
lim
n

enpznq “ exppzq .

Démonstration : En effet, pour tout n, |enpzq| ě p1´
|z|

|n|
qn. Donc | exppzq| ě

expp´|z|q.
En particulier, exppzq ‰ 0.
Il suffit donc de montrer que limn

enpznq

enpzq
“ 1.

Or, si n ě 1,
enpznq

enpzq
´ 1 “

ˆ

n ` zn
n ` z

˙n

´ 1

†. c’est une somme finie car ck,n “ ck,m “ 0 si k ą maxtm,nu.
‡. en effet, si 1 ď k ď m ď n, alors

ck,n “ p1 ´
1

n
q

looomooon

ě1´ 1
m

... p1 ´
k ´ 1

n
q

looooomooooon

ě1´
k´1
m

ě p1 ´
1

m
q...p1 ´

k ´ 1

m
q “ ck,m
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“

ˆ

1 `
zn ´ z

n ` z

˙n

´ 1

“

n
ÿ

k“1

ˆ

n

k

˙ ˆ

zn ´ z

n ` z

˙k

ď

n
ÿ

k“1

ˆ

n

k

˙ ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

zn ´ z

n ` z

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

k

“

ˆ

1 `
|zn ´ z|

|n ` z|

˙n

´ 1

“ en

ˆ

n|zn ´ z|

|n ` z|

˙

´ 1

ÝÑn8 0

car la suite
´

n|zn´z|

|n`z|

¯

n
est réelle et limn

n|zn´z|

|n`z|
“ 0. Q.e.d.

On déduit de ce lemme comme pour le cas réel :

@ z1, z2 P C, exppz1 ` z2q “ exppz1q exppz2q .

Proposition. Si z0 P C, alors

lim
zÑz0

zPC, z‰z0

exppzq ´ exppz0q

z ´ z0
“ exppz0q .

Démonstration :
Comme

exppzq ´ exppz0q

z ´ z0
“ exppz0q

exppz ´ z0q ´ 1

z ´ z0
,

il suffit de démontrer le cas z0 “ 0.
Or,

@ z ‰ 0, @ n,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

enpzq ´ 1

z
´ 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
enp|z|q ´ 1

|z|
´ 1

d’où, quand n Ñ 8,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

exppzq ´ 1

z
´ 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
expp|z|q ´ 1

|z|
´ 1 ÝÑ zÑ0

z‰0
0

d’après le cas réel. Q.e.d.
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Définition. On pose pour tout x P R,

cosx “
exppixq ` expp´ixq

2

sinx “
exppixq ´ expp´ixq

2i
.

Exercice. Montrer
@ x P R, cos2 x ` sin2 x “ 1,

cos1
“ ´ sin, sin1

“ cos .
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