L3 — analyse réelle 2024-2025

Exponentielle complexe

Proposition. Soit z € C. La suite

converge dans C.

z n
On note | exp z = lim (1 + —) )
noo n

Démonstration : Pour tout z € C et tout n € N+, posons

_ zn: nin—1)..(n—k+1)z~ i m(m —1)...(m —k + 1) 2"

mk k!

Avec ces notations :

en(2) —em(z) = Z(C’“” N Ckm)y

el
Il
(=]

—_
\
L&l




L3 — analyse réelle 2024-2025

|f|or, VE, cpp= ck,mﬁ donc

Soit € > 0. Pour tout x € R, la suite
en(), ne Ny
est convergente donc est de Cauchy. en particulier, pour z = |z,
INeN.g,Vn=m=N, |e,(2) —en(2)] <en(|z]) —en(z]) <€

donc la suite
(1 + 5) ne N
n
est de Cauchy et converge dans C. Q.e.d.

Lemme. Si (z,) est une suite complexe telle que

limz, = z€ C,
n

alors
lim en(zn) = exp(z) .
Démonstration : En effet, pour tout n, |e,(2)| = (1 — %)” Donc |exp(z)] =
exp(—|z]).
En particulier, exp(z) # 0.
11 suffit donc de montrer que lim,, 6;((2;)) = 1.
Or,sin>1,
en(2n) - (n—i— zn)n 1
en(2) n+ z

. c’est une somme finie car ¢ = cgxm = 0 si k > max{m,n}.
1. en effet, si 1 < k < m < n, alors
k-1 1 kE—1

)= (1——).(1- T) = Ck,m
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n—+z

— e 0
car la suite <%>n est réelle et lim,, n\|;1;|2| = 0. Q.e.d.

On déduit de ce lemme comme pour le cas réel :
V 21,29 € C, exp(2z1 + 22) = exp(z1) exp(z2) .
Proposition. Si z, € C, alors

exp(z) — exp(zp)

lim = exp(zg) .
oty F (=)
Démonstration
Comme
exp(z) — exp(zp) — exp(z )exp(z —z9) — 1
Z— 2 0 z— 2 ’

il suffit de démontrer le cas zy = 0.

Or,
n —1 n _1
V0, ¥n, |2l —1‘\6(‘Z|) —1
z 2|
d’ou, quand n — o0,
ew(z) =1 | _ew()-1_
z || =0
d’apreés le cas réel. Q.e.d.
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Définition. On pose pour tout z € R,

exp(iz) + exp(—iz)
2

COSx =

exp(ix) — exp(—ix)
21 '

sinx =

Exercice. Montrer
VzeR, cos’z +sin’z = 1,

cos’ = —sin, sin’ = cos .
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