L3 — analyse réelle 2024-2025

Développement du sinus en produit infini (Euler)

Lemme. Théoréme de convergence dominée. Pour tout n = 1, soit (akn)k>1
une suite réelle a termes > 0.

On suppose
i) Yn=1, 3, agn < 0.
i) Yk =1, lim,yag, = a; € Rso.
iii) 3 (Ap)r=1, VE, N, appn < Ap et Do, Ap < 0.
ALORS, la série ), a) converge et

limZakn = Zlimakn .
n ’ n ’

k=1 k>1
Démo. Soit p > 1. On a
P 00]
(1) zi]akn = }:(Wan*_ zi: Ak
k>1 k=1 k=p+1
P ©
(2) <Dt Y A
k=1 k=p+1
P o0
(3) = lim sup 2 gy < Z ap + 2 Ay
L ] k=1 k=p+1
) <Ya
k>1

lorsque p — 0.

On a aussi :

ﬁj
k>1 k=1
53

(6) =Vp=>1, hmlanakn
k>1 k=1
(7) = lim inf Z A, Z
k=1 k=1

Zak = hmmfZakn = hmsupZakn = hmZakn .

k=1 k=1 k=1 k=1
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Lemme.
Vn=>=1,VzeRR, sin(nz) Hsmx+—
Démonstration
inx e—inz
8 -
(8) sin nx 5
efin:): i
(9) = (e -1
—inz n—1
e i 2ikm
(10) e (Gl
v=o
e—zn:c n—1 ) k‘ﬂ'
(11) =5 (e@= )2 sin(z + —))
Lo n
12 _C __eine it ™(24)" sin x—i——
2
/l/ p—
n—1
k
(13) =2""1| | sin(z + l)
k=0 n
Q.e.d
En particulier,
sinnx -1 km
(14) Vo #0, = | [sin(zx + —)
x e} n
(15) = n=2""1 Hsin(;).
(z—0) k=1
Lemme.
Sin =2q+ 1, alors
. . 1—[ 1 sin? z
sinnx = sinx R I
Pl sin? %’T
Démonstration
2q
km
16 i = " lg; i + —
(16) sin nx sin x H sin(x " )

k=1
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2q
k
(17) = 2" smxnsm x + — 1_[ sin(z + l)
k=q+1 n
18 =on-! sin z( smx—i—— sin(x +——7r
(
k=q+1
(19) = 2" gin z( Hsm T + — 1_[ sin(z + 7)
k=—q
k
= 2" sma; smx—i——smac——7T
(20) 2 H ( )
—sm2x sin2 kx
q q
km sin“ x
21 = 2" lging sin? — 1
(21) ,!_[1 n IH < sm“;?)
q q . 9
k k
(22) = 2" 1sing 1_[ sin sin(m — —W) <1 — sz kfr
Pl n n it sin® 7
2q q 2
km sin“ x
(23) 2" 1nsmsinxn<1— : 2%)
k=1 n k=1 sl =~

Théoréme. Développement d’FEuler du sinus en produit infini.

sin n
VO #x, 211£I1H< k:27r2>

k=1

Démonstration
On supposera 0 < |z| < 7. Le cas général est laissé en exercice.

Il s’agit de démontrer que

(7)< S (- 5

. . L. 2
Le terme de droite est bien une série convergente car In (1 — #) ~ — 5

s . o0
la série Y/, k% converge.
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Supposons n = 2q+ 1 impair. Alors si on pose t = nx dans le lemme précédent :

sint sin £ 2 sin? t
25 VO < |t < —_— = n 1— 1
(25) ol <, t L 1[[1( sin2k>
sint sin £ kl sin? t
26 L ) S (1o 2w
(26) — T n(;) ,;n( sin”jj)
sin £ &
(27) =1n< t”) +Zak"”
n =1

ol
Vhon>1, ln( ’“) sk <q
n = Akn =
0 sinon
Or,
T 2 )
VOéxSE,—x<81nx<x
T
i
donc
— 1|t k
(28) V n impair >|t|>O,Vk<q=n — E,lgz
n 2'n 2
. n—1 sin?t t)?
(29) = Vn impair > |t| >0, V1 <k < 5 7Sin2k7;r<(§7€722
2
(30) <L
42
t2
(31) = Vn impair 2|t|>0,Vk>1,0<—ak7n<—ln<1—4k2

Comme, de plus,

(32) i (1 — 4;) < oo

: t?
(33) Vk=>1,lim—ag, =—In <1 ~ a2 )
i. pour la premiére inégalité, il suffit de remarquer que V0 <z < 3, x < tanz = V0 <
z<Z (Sinz)l = cose(etans) _ 5 sz ogt dacroissante sur |0, Z[donc VO <z <, sz >
xT xr xX xT
ni _ 2
3z T
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d’apres le théoréme de convergence dominée,

e 0]
(34) v0<yt1<7r1n81—nt22 (

Deux applications

2
k:27T2> '

Formule de Wallis

2.2.4.4...(2n)
= lim ( n

2

11

k:I

bo |

n 1.3.3.5...(2n — 1)( 2n—|— 1)

Démonstration

(35)

2ol | =

:’H<1_k22;2)
a2 1
~I1()

“ (2k—1)(2k + 1)
(37) =11 ( (2k)? )

(36)

il suffit alors d’inverser !

: On applique la formule d’Euler & x = =

2k—1 2k+ 1)

bl :

Remarque. On retrouve ainsi la formule de Stirling :

n! ~A/2mn <ﬁ> .
e

En effet, admettons qu’il existe une constante C' > 0 telle que n! ~

Mais alors

(38) ((2n)11)

22.42%.....(2n — 2)%(2n)?

(2n—D22n+1)  (1.3....(2n—3)(2n— 1))2

(39)

2n+1)

H
_ 22nn!2 ( ‘

(40)

2n+1

TL' 2
= 2%"p!? ( 2 n')

. On note (2n)!! = 2.4.6...

5 /[

2n+1

.(2n—2)(2n), 2n— N =13....2n —3)(2n — 1)
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(41) B 24nn!4
C(2n)12(2n + 1)
9dn (14 24
(42) ~ S (Qn)z edn
C%(2n) 5= (2n + 1)
02
43 ~—
(43) ;
T C?
44 L=
(44) =5 =
(45) = \2m = C.
i 1 n?
sk 6
Démonstration : Soit psilon > 0. Comme In(1 —u) = —u + o(u), il existe
n > 0 tel que
Viul <n, | In(l —u)+ u| < |ule .
Alors on a
z? 7 z?
(46) VE=1,V0<|z| <n,|ln <1_k327r2>+k27r2|<k27r26
- 2 T !
(47) - \;m (1 -~ k%?) + sl < ; 5
—
=K
(48) = Ke
o 22 , o 1
(49) =V |z| <n, Zln(l—k%ﬂ)—i—x Zk27r2 < Ke
k=1 k=1
: 2\ (S5 )
50 In(1- = Sy ).
(50) i}; H< k;27r2> R + o(z%)
Or,

(52) =1In

(51) In (Sh;x> “In <x - 6; 0($3)>
(

(53) = —— + o(z?).
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Donc par unicité des développements limités, la formule d’Euler du sinus donne :

1 b 12
54 T k=1 k2
(54) 6 2
L1 2
k=1
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