L3 — analyse réelle 2024-2025

DEVELOPPEMENT DECIMAL D’'UN NOMBRE REEL

Ezxemples.

1
- =0,33...

w

V2 -1 =0,41421356...

Soit 0 < = < 1. On définit par récurrence une suite (a,(z)),en d’entiers par

CL()(.J,’) =0
et 5
ay Ap—1
=1, an(x) = beN : — + ... — <
Vn an () max{ € ao—l—lo—i- +10n—1+10n x}
c-a-d .
an(x)ém—ag—ﬂ—...— o1 <an(x)+7 .
107 10 1071 107 107

« L’entier a,(x) est le n—iéme chiffre de x aprés la virgule. »
Proposition.

i) VneN, a,(z)e{0,1,...,9}.
i) VNeN,In=N,a,(z)# 9]
Démonstration : Posons a; = ax(z) pour tout k.
i)
Soit n > 1. Par maximalité de a,,_1,

a Ay ap-1 +1
x<a0+—1+. + -2 n-l

.. +
10 1072 101
Or,
T g
TR TI
donc
an ax Ap—1 1
— <T—QQy)— == — ... — <
107 10 10n=1 1071
=a, <10 .

. c-a-d la suite a,(x) n’est pas stationnaire égale 4 9 & partir d’un certain rang
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Soit N € N. Pour tout n > N,
n a.
Z <z
~ 10
- Qg = Qg 1
= Z TF ST < ToNTT
= 10% k2=0 10k~ 10N-1
=
(par maximalité de an_1).
Si, par l'absurde, Yn = N, a, = 9, alors
59 91— Ao
V?”LZN, — = 10n1+ <«
k;\f 10% 10V 1—- 4
1 1
Vn=N, ——— — — <
- 1081 1o 7
en laissant tendre n vers oo, on trouve :
1 1
= Jov-1 SO gvt
absurde !
Q.e.d

Proposition. Soit (a,).en une suite d’entiers tels que :
apg = 0,

VneN,a,e{0,..,9},

VNeN,dn> N, a, #09.

Soit x = sup {ap + % + ... + 2= : ne N},
Alors Vn e N, a, = a,(z).

Démonstration : Soit N € N, N > 1. alors par définition,

aq ayn
g+ —+ ...+ — <2z
° 10 10N
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soit ng > N tel que a,, # 9. Pour tout n > ny,

N ay
— +
L S S
< i a i @y
k=0 10 k=N-+1 10 k= 10
N no
ag Qg 1
B L S
= 10 Pyt 10k = 10m0
donc
A SN U
= 10k Pt 10k~ 10mo
N no
Qg 9 1
= 10 gy 10 10 OJ
Qe 1
<
2 108 10N
Donc ay(x) = ay. Q.e.d.

On déduit des deux propositions le
Théoréme. Soit & 1'ensemble des suites d’entiers (a,,)nen telles que

CLOIO,

VneN, a,e€e{0,..,9},
YVNeN,dn>N,a, #9 .

Les applications
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sont des bijections réciproques I'une de 1’autre.

Corollaire. L’ensemble [0, 1] n’est pas dénombrable.
Démonstration : En effet, si on avait [0,1[= {z; : ¢ € Nx;}, on pourrait
poser ay = 0 et

0 siap(x,) #0
1 siap(z,) =0.

Yn=>1,a,=

Alors z = sup {ZZ=O {0 ME N} ¢ {x; : i€ Ny}, car
V=1, a,(z) = a, # an(zn),

absurde. Q.e.d.
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