L3 — analyse réelle 2024-2025

Licence de mathématiques
L3, parcours « enseignement » — analyse réelle
examen de deuxiéme session
jeudi 26 juin 2025
durée 1H30

CORRECTION

2Un—9

Exercice 1 Soient ug =0et Vn =1, upy1 = 25
n

a) Montrer que pour tout n € N, u, > —3 = u,, > u,11 > —3.
Si u, > —3, alors u,, + 8 # 0 donc u,,41 est bien défini et :

2u, — 9

Up = Upt1 <= Up >
Uy + 8

= ui + 8u,, > 2u,, — 9

car u, +8 >0
< ul 4+ 6u, +9 >0

2

< (u, +3)°>0

ce qui est vrai car u, + 3 > 0. Donc u,, > 1.

2Up—9

Un+8 > _3

De plus, 4,41 > -3 <
< 2u, — 9 > —3(u, + 8)

< bu, + 15 =5(u, +3) >0

ce qui est vrai. Donc u,.1 > —3.
b) En déduire que la suite (u,,) est convergente et trouver sa limite.
La suite (u,) est donc définie pour tout n € N car ug = 0 > —3, décroissante

et minorée par —3. Donc (u,,) converge vers un réel [ > —3. Par continuité de

. VO e P A .
la fonction = — % sur 'intervalle [—3, +o0[, on en déduit que
, , 20-9
limu, =1 =Ilimu,,, =
[+8

= 1(1+8)=20—9

1/



L3 — analyse réelle 2024-2025

<PP+6l+9=0
= (+3)?=0=1=-3

donc limu,, = —3.

c) Pour tout n € N, on pose

1
Ty, = .
" u, +3
Montrer que la suite (x,,)nen est bien définie et que c’est une suite arithmétique.

D’aprés a), comme uy = 0 > —3, u, > —3 pour tout n (par récurrence sur

n € N). Donc pour tout n, u, +3 > 0 et x,, = - 1+3 est défini pour tout n € N.
“TY <

De plus, on a, pour tout n € IN,

1 1
Tnt1 = o 2u,—9
Up+1 +3 Y- +3
1
= 2un—9+3un+24
Un+8
Uy, + 8

Uy, + 15

(S

Donc la suite (x,,) est arithmétique de raison

d) En déduire u, en fonction de n.

DOHCVT}EN,.’I}T}:!KOJF%:%‘F%jun:i*g
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Exercice 2 a) La série Z est—elle absolument convergente ? Justifier sa
n>0
TéEPonse.
On a

d)

| Q0 o0 1
Z12n+1 22n+1 22n+2

0 n=0

1
:227

0
1 1 .
24n
: [(=1)"] ED" est pas abs
Donc la série ano S diverge et Zn,) 5.1 1est pas absolument conver-

gente.

no(_q)k
On pose Vn > 1, S, Z u Montrer que la suite (S3;,),>0 est décrois-

&2k 41
sante et que la suite (S2,.1)n>0 est croissante.
- - (_1)211+2 (_1)271,+l - 1 - 1 L. s
Sonta = Som = s T s = s — e < 0. Donc la suite (S2n)n =0

décroit strictement.
(71)2!1,‘#3 (71)211,4»2 o

An+7 An+5 4n+(
suite (S2,11)n = 0 croit strictement.

+ 472% > 0. Donc la

De méme, So;43 — Sons1 =

)n

Montrer que pour tout n = 0, Sy, = Sy,41. En déduire que la série Z 1
n

converge.

)2n+]

1
Pour tout n € N, on a Sy,.1 = S92, + (Gl i o

Donc la suite (Ss,), est décroissante et minorée (par exemple par Sy car Sy <
Sy < ... < Sopy1 < Sap), donce convergente vers un réel s € R.

De méme, la suite (Sa,11), est croissante et majorée (par exemple par Sy car

So =Sy = ... = S, = So,11), donc convergente vers un réel s’ € R.
Or Sy, — Sops1 = ﬁ — oo 0. Done s — 5" = 0.
Donc la suite (.S,,) converge vers s = s’ la limite commune des deux sous-suites

7

(S21)n €t (Soni1)n. La série Zn>0 277+1 est donc convcrgcntoﬂ.

Soient (Gp)n=0, (bn)ns0 deux suites réelles > 0.

. on peut montrer que la limite est I mais ce n’était pas demandé ici.
p q 1
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On suppose que Z a, diverge. Montrer que si a, ~,_ by, alors la série Z b,
n=0 n=0
diverge aussi et que Yo @k ~now Dopo Ok

Soit 1 > ¢ > 0. Comme a,, ~ b,, il existe N > 0 tel que :

Vn = ‘Nv (1 o E)an < bn, < (1 + 6)@7,,

Soit n > N. On a - |
o bk _ Dp—o bk + 2w Ok

2 —o @k 2 —o @k

donc
heo Okt (1 —€) Dy ak < Do bn < Zik=0 Uk + (L +6€) 2
ZZ:O g h ’1:':0 ap Z:o Ak
donc . -
N— noop N-1,
(1—e)— Z;;«lzo Qg k=0% _ Dk—o Uk +(1+e).

= n = n
k=0 Ak k=0 Ak Zk‘,:U Ak
Or comme la série de termes positifs > a,, diverge,

n

lim Z ar = +o0
n

k=0
donc
N-1 N-1p
. L — 7 . _ k
lim £5=0 7 — Jim &k=0 0
" k=0 Ak " Zk:() Ak
donc il existe N; > N tel que
n
k=0 bk
Vn>=Np, 1—-2e< S5 <1+ 2
k=0 Mk

done Y o ak ~n 2p_o bi.

. n R o eeal 10 n o SN J
Comme lim,, Y}’ _, ay = 400, on a aussi lim,, > ;b = +0 c-a-d la série > b,
diverge.
1 In(n + 2) —In(n + 1)

~ et en déduire que
om + 1 2 d

e) Montrer que

Zn] 1 1lnn
k:02k+1 )
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On a
In(n+2) —In(n+1) =In((n + 1)(1 + = 1)) —In(n+1) =1In(1+ o
1 1
Tl "
Donc
1 1 In(n+2)—Inn+1)
m+1  2n 2 .

Or, la suite (In(n + 2) — In(n + 1)), est strictement positive et

n

2 (In(k +2) —In(k + 1)) = In(n + 2) -, ©.

k=0
On peut donc appliquer la question précédente. On en déduit :

i 1 i In(k+2)—In(k+1) In(n+1) Inn

= 2n+1 = 2 2 2

car In(n+1) =Inn+In(1+ %) =Inn+o(1) ~ Inn.

1
sin (%) '

a) La fonction f est-elle prolongeable par continuité en 07 Justifier sa réponse.

Les suites z, = 5——= et y, = % tendent vers 0.
- nm

2nm+ g
Or

Exercice 3 Pour tout z # 0, soit f(z) =

Yn >0, f(zn) =1, f(yn) =0
Donc lim f(z,) =1 # 0 = lim f(y,).
Donc lim.—o f(z) n’existe pas et f ne se prolonge pas en une fonction continue

x#0
en 0.

b) Montrer que la fonction f admet une asymptote oblique en +0, donner I’équa-
tion de 'asymptote et la position du graphe de f par rapport a cette droite.
Au voisinage de 0, sint = ¢ + % + o(t?).
Donc quand x — 420, on a :
1
f(x) = 5

=+ ﬁJr()(%)

x
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1
N 1+&%+0(1%)
1 1
_I‘(1*@+0(12)
1 1
— —7_|_ -
’ 6x 0(1>

Donc f(z) —z = o(1) et la droite d’équation y = z est une symptote du graphe
de f au voisinage de +oo0.

1 ‘ 1 . Qi . o0
Comme f(r) —x ~ —g en +00, comme —g- < 0 (au voisinage de +), le

graphe de f est sous 'asymptote au voisinage de +oo0.
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