L3 — analyse réelle 2024-2025

Licence de mathématiques
L3, parcours « enseignement » — analyse réelle
examen final
lundi 6 janvier 2025
durée 2H

Ni documents, ni calculatrices, ni téléphones, ni ordinateurs ne sont autorisés.

4up—2
Un+1 "

Exercice 1 Soit ug =3 et Vn =1, u, 1 =

a) Montrer que pour tout n € N, u,, > 2 = u,, > w1 > 2.

Si u, > 2, alors u,,, est bien défini et

4, — 2 —u? + 3u, — 2
Unp, —Up = ———— —Up =
e, 1 L u, + 1
Uy — D) (w, — 2
u, + 1
= ’U/n+1 < U,n.
De plus,
du,, — 2 2u, —4
Upyp — 2= ——— —2=""T_"
Uy + 1 Uy + 1
S S |
U, + 1

= Upy1 > 2.

b) En déduire que la suite (u,) est convergente et trouver sa limite. La suite (u,,)
est donc définie pour tout n et est décroissante minorée d’aprés la question

précédente. C’est donc une suite convergente.

¢) Montrer que la suite (x,,) définie par

U 1
VneN, z, = —
Up — 2
est géométrique.
Pour tout n > 0,
. Un4+1 — 1
Tpy1 = — 5
Up+1 — 2
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dun—2
. Up+1 1
T dun—2
Up+1 2
Ay —2—Up—1
. Unp+1
T A4up—2—2u,—2
Unp+1
3u, — 3
2u, — 4
3u,—1 3
= — = —Xp.
20, — 2 2

Lasuite (z,) est géométrique de raison 3.
d) En déduire u, en fonction de n.

Pour tout n > 0,

Or,
L1 2z, — 1
an:u <:>un<ln 1):2$n_1<:>un_ =
Up, — xn_l
3\ 1
o 6.(2)" -1
3\
3.(3)" -1
2‘3n+1*2n
- 3n+l _9n °

-1 n—1
Exercice 2 a) La série Z Q est-elle absolument convergente? Justifier
n
n>=1
sa réponse.

n

_ 1.
= 2p—1 5 nest pas

Non. En effet, la suite de terme général o, = >, _, ‘(712‘%71

de Cauchy car

2n
1 1 1

n — On = —=2n— == n 0
Ton 0 k_ZnHk "on ~ 3 T

donc ne converge pas!
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b)

n

On poseVn > 1 Z . Montrer que la suite (Ss,),>1 est croissante
k=1
>1

et que la suite (Sop—1)n>1 €st decrmssante

(_1)2n+1 (_1)2n
2n + 2 2n + 1

1 1
== + > ()
2n+2  2n+1

donc la suite (Ss,), est strictement croissante.

S2n+2 o SZn =

De méme ) _
—1)%n —1)%n—
(1 (=1
2n+1 2n
1 1

= -— <0
2n+1 2n

SQn+1 - S2nfl =

donc la suite (Ss,_1), est strictement décroissante.

-1 n—1
Montrer que pour tout n > 1, Ss, < Ss,_1. En déduire que la série Z (1)

n=1
converge.

pour tout n > 1,

(_1)2n71 1
A
2n 2n

Son—1 — Sop = —
donc Sy, < So,_1.

La suite (Sy,) est croissante et majorée par S; donc converge vers une limite
S € R. De méme la suite (S55,-1) est décroissante et minorée par Sy donc
converge vers une limite S’ € R.

De plus S = 5’ car

1
S — 8 =1im Sy,_1 — S, = lim — = 0.
n n 2n
Donc la suite (S,,) converge vers lim S, = S = 5.

En utilisant une formule de Taylor-Lagrange, montrer que

Vn > 1 52n<1n2<52n1

£ (1)
et en déduire la somme Z -

n=1 n
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La fonction In est de classe €* sur R~o. En appliquant la formule de Taylor-

Lagrange a 'ordre n + 1, n > 0 a la fonction In entre 1 et 2, on trouve :

In™(1) In™ ) (¢)

12:1 1++ 2_1n+ 2_1n+1
=1
pour un certain 1 < ¢ < 2.
Or,
1\ *-1 DRk - 1)
x x
donc : -
n —J, . ._1 n 1
Vn>1,31<c<2,1n2:2(> +()
im1 n Cn+1
(~1)" 1
=St

Donc Sy, =1In2 — icgn% < 1In2. On a aussi :

;Sgn_l =:h12‘+

2n — 1 ¢
On en déduit :
lim S;, < In2 < lim Sy,
or, lim S5, = lim S5,_; = lim S,, donc lim .S,, = In 2.
Soient (ap)n=1, (bn)n>1 deux suites. On suppose que Vn > 1, a,, > 0.

On suppose que Z a, converge. Montrer que si a, ~ b,, alors la série Z b,
nx=1 n=1

converge aussi. On a lim 2— = 1 Donc la suite Z—" est majorée par une constante
n n

C > 0.
Alors V n, Z—n < C = b, < Cay,. Done, >, b, < C), . a, < 0 et la série
> s bn converge.

Donner un contre-exemple si (a,) n’est pas de signe constant. Soient

R G Vi

Vn=>1,a, =

n n ninn
On a Lyt
bnzan(l—i—(_) ) ~ ap,
Inn
—1
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la série >, a, converge mais la série Y, _, b, diverge car Y, | —— = OOEI

g) On suppose toujours que Vn > 1, a, > 0, Z a, converge et que a, ~ b,.

n=1

A}: Qp ~ :E: bk.

k=n+1 k=n+1

Montrer que

Soit € > 0. Il existe N > 0 tel que

bn
Vn>=N,1—-e<—<1+c¢
a/TL

=VYn=N, (1-¢€a,<b, <(1+¢€)a,

©0] a0 0
=Vn=N,(1—€ Y an< D, ba<(l+6) ) ay
k=n+1 k=n+1 k=n+1
donc
o0 a0
S a3
k=n+1 k=n+1
h) En dédui i L] Pui
n déduire que — ~ —. Puisque
q X ET q
=n+1
1 1 1 1
n2 nn+1) n nt+1
i 1 a1 1 1
2 - f\/i.
WAk Sk k+L on+lon

n
1
i) OnposeVn=>1,v,=Inn— —.
) Onp ¥ k;’f

1
Montrer que v,41 — V0 ~ 7

on2’
On a

Yot1 — Yo =In(n +1) —lnn —

n+1
1

1

t. Eneffet, nln(n+2) —Inln(n+1) ~ —1—et >/, Inln(k+2) —Inln(k + 1) = In(n +2) —
Inln2 — co.
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k=1
et que
1
YT m
Or la série Y, _; 55 converge donc la suite D} i1 — Ve = Ts1 — M

converge aussi vers un réel. Donc la suite (v,) aussi. Notons v = lim, 7,.

Alors 337 Yke1 = %k =7 — Tnr1. On a

'777/:7"’_0(1)
ﬁlnn—ilzv+o(1)
ok

n 1
= —=Inn—v+0(1) ~Inn.
;k v+ o(1)

De plus, on a :

1
Tn+1 — Tn ™ ﬁ
= - - —'In ~ o 4
k;ﬂ%ﬂ Te =7 = Tnt+1 k;ﬂ oz~ o
1 1
LTI S R

Exercice 3 Pour tout = > 0, soit f(x) = Va? + 22 + z.

a) La fonction f est-elle dérivable en 07 Justifier sa réponse.

Pour tout = > 0,

fl@)—f0) Vat+a®+uw

T T
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/ 1 1
- N 1 + - + — —>z—-0 OO
€T Qj2 x>0

donc f n’est pas dérivable (& froite) en 0.

Montrer que la fonction f admet une asymptote oblique en +00, donner I’équa-
tion de 'asymptote et la position du graphe de f par rapport a cette droite.
Pour tout x > 0,

+ -+ ’ +o(-)

- 3 9z Ox

Donc |
Jm fz) -2 =5 =0

et le graphe de f a une asymptote d’équation
y=x+ 3

« au voisinage de 00 ».

De plus
1 2
T)— T — = ~pop —
f@) == 5~ o
donc comme YV x > 0, i > 0, le graphe de f est au-dessus de 'asymptote (au
voisinage de l'infini).



