
L3 – analyse réelle 2023-2024

Fonctions convexes

Définition. Soit I Ď R un intervalle et soit f : I Ñ R une fonction. On dit
que f est convexe si :

@ x, x1 P I, @ 0 ď t ď 1, fptx` p1´ tqx1q ď tfpxq ` p1´ tqfpx1q .

On dit que f est concave si ´f est convexe.
Proposition. Soit f une fonction convexe sur I. Montrer que

@ x1, ..., xn P I, @ t1, ..., tn ě 0, t1 ` ...` tn “ 1ñ

fpt1x1 ` ...` tnxnq ď t1fpx1q ` ...` tnfpxnq .

Proposition. Soit f : I Ñ R. Sont équivalentes :

i) f est convexe ;

ii) @ a P I, x ÞÑ fpxq´fpaq
x´a

est croissante sur I z tau.

Théorème. Soit f : I Ñ R une fonction dérivable. Sont équivalentes.

i) f est convexe ;

ii) f 1 est croissante ;

iii) « le graphe de f est au-dessus de ses tangentes ».

Corollaire. Si f2 existe, alors f est convexe ô f2 ě 0.
Exercice. Les fonctions ´ lnx, xp, p1` xpq

1
p , si p ě 1 sont convexes.

Inégalité arithmético géométrique. Soient n P N, x1, ..., xn P Rě0. Alors

px1...xnq
1
n ď

x1 ` ...` xn
n

.

Inégalité de Hölder. Soient x1, ..., xn, y1, ..., yn P Rě0, soient p, q ą 0 tels que
1
p
` 1

q
“ 1. Alors

n
ÿ

i“1

xiyi ď

˜

n
ÿ

i“1

xpi

¸
1
p
˜

n
ÿ

i“1

yqi

¸
1
q

.

Inégalités de Minkowski. Soient x1, ..., xn, y1, ..., yn P Rě0, soit p ě 1. Alors
1)

˜

n
ÿ

i“1

pxi ` yiq
p

¸
1
p

ď

˜

n
ÿ

i“1

xpi

¸
1
p

`

˜

n
ÿ

i“1

ypi

¸
1
p

.
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2)
˜

n
ÿ

i“1

x
1
p

i

¸p

`

˜

n
ÿ

i“1

y
1
p

i

¸p

ď

˜

n
ÿ

i“1

pxi ` yiq
1
p

¸p

.

Démonstration : Soit p ě 1. Posons

|x|p :“
p
a

xp1 ` ...` x
p
n(1)

|y|p :“
p
a

yp1 ` ...` y
p
n .(2)

Comme la fonction x ÞÑ xp est convexe, si λ “ |x|p
|x|p`|y|p

, alors

@ 1 ď i ď n,

ˆ

λ
xi
λ
` p1´ λq

yi
1´ λ

˙p

ď λ
´xi
λ

¯p

` p1´ λq

ˆ

yi
1´ λ

˙p

(3)

ñ pxi ` yiq
p
ď λ

´xi
λ

¯p

` p1´ λq

ˆ

yi
1´ λ

˙p

(4)

ñ

n
ÿ

i“1

pxi ` yiq
p
ď λ

n
ÿ

i“1

´xi
λ

¯p

` p1´ λq
n
ÿ

i“1

ˆ

yi
1´ λ

˙p

(5)

ñ |x` y|pp ď λ
|x|pp
|x|pp

p|x|p`|y|pqp

` p1´ λq
|y|pp
|y|pp

p|x|p`|y|pqp

(6)

“ p|x|p ` |y|pq
p(7)

Q.e.d.
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