L3 — analyse réelle

2023-2024

FONCTIONS CONVEXES

Définition. Soit I < R un intervalle et soit f : I — R une fonction. On dit
que f est convexe si :

Vo, o' e LVO<t<]1, flta + (1 —t)2") <tf(x) + (1 —t)f(2)
On dit que f est concave si —f est convexe.

Proposition. Soit f une fonction convexe sur I. Montrer que

Va:l,...,xnel, th,...,tn ZO, th+..+t,=1=

fltixy + o+ tawy) < tif(zy) + oo+ o f (x)

Proposition. Soit f: I — R. Sont équivalentes :
i) f est convexe;

i) Vael, z— W est croissante sur I\ {a}.

Théoréme. Soit f : [ — R une fonction dérivable. Sont équivalentes.
i) f est convexe;

ii) f’ est croissante;

iii) «le graphe de f est au-dessus de ses tangentes ».

Corollaire. Si f” existe, alors f est convexe < f” >0

1,
Ezercice. Les fonctions —Inzx, 2P, (1 4+ 2P)7, si p > 1 sont convexes.

Inégalité arithmético géométrique. Soient n € N, zq, ..., x,, € Rso. Alors

+ ...+
(#1..2)7 < nre T

n

Inégalité de Holder. Soient 1, ..., x,, y1, ..., Yn € R=q, soient p, ¢ > 0 tels que
+

é = 1. Alors
1 1
S < (2 ) (2 y) "
=1 =1 =1

Inégalités de Minkowski. Soient x1, ..., Z,, Y1, ..., yn € R, soit p = 1. Alors
1)

(Seeor) < ($4)  (84)

1
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Démonstration : Soit p > 1. Posons

(1) 2|, = /2] + ...+ ah
(2) lylp == /9 + ..+ yh

Comme la fonction x — P est convexe, si A = |x‘|gﬂ’|7y‘ , alors
p P

o vreien (35 eongt) ) v ()
)

. P AN — Yi ’
(4) = (@+y) <A (T) +0 A)(l_/\>
n | W n & p B Vi p
(5) = D+ u) @;(A) -0 (725
p p
(6) = [z +yl7 < A "Z'f + (14)'%'5
([zlp+[ylp)P (lzlp+1ylp)P
(7) = (o + [ylp)”

Q.e.d.
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