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L3 — analyse réelle 2024-2025

Licence de mathématiques
L3, parcours « enseignement » — analyse réelle
examen final
lundi 6 janvier 2025
durée 2H

Ni documents, ni calculatrices, ni téléphones, ni ordinateurs ne sont autorisés.

Exercice 1 Soit ug =3 et Vn =1, u, 1 =

a)

1,5 P
c)

ld>

4un—2
Un+1 "

Montrer que pour tout n € N, u, > 2 = u, > t,11 > 2.
En déduire que la suite (u,) est convergente et trouver sa limite.

Montrer que la suite (x,,) définie par

n—1
Vne}N,xnzu

Up — 2
est géométrique.

En déduire u,, en fonction de n.

—1) 1
Exercice 2 a) La série Z L est-elle absolument convergente? Justifier
n

b)
2

n=1
sa réponse.

n
On poseVn > 1, Z . Montrer que la suite (Ss,,),>1 est croissante
>1

et que la suite (Sg,— 1) est decrmssante
—1 n—1
Montrer que pour tout n > 1, Sy, < Ss,_1. En déduire que la série Z )

n=1
converge.

En utilisant une formule de Taylor-Lagrange, montrer que

Vn > 1 52n<h’12<S2n1

< (—1t
et en déduire la somme Z -

n=1

Soient (ap)n>1, (bn)ns1 deux suites. On suppose que Vn > 1, a,, > 0.

n

On suppose que 2 a, converge. Montrer que si a,, ~ b,, alors la série 2 by,
nx=1 n=1
converge aussi.
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Donner un contre-exemple si (a,) n’est pas de signe constant.

On suppose toujours que Vn > 1, a, > 0, Z a, converge et que a, ~ b,.

n=1
Montrer que
ee} ee}
2w~ ) b
k=n+1 k=n+1
a0
1 1
En déduire que Z =~
n
k=n+1
1
OnposeVn=>1,v,=Inn-— 2 —.
k
k=1
1
Montrer que V11 — Vn ~ =—-
2n?

En déduire que la suite (7,),>1 converge vers un réel v, que

et que

Exercice 3 Pour tout z > 0, soit f(z) = Va® + 22 + x.

La fonction f est-elle dérivable en 07 Justifier sa réponse.

Montrer que la fonction f admet une asymptote oblique en +00, donner I’'équa-
tion de 'asymptote et la position du graphe de f par rapport a cette droite

au voisinage de ’infini.
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