
L3 – analyse réelle 2024-2025

Deux exemples de suites adjacentes et définitions de l’exponentielle et
du logarithme

Démonstration :

i) enpxq ď Enpxq ô p1 ` x
n

qnp1 ´ x
n

qn ď 1 ô p1 ´ x2

n2 qn ď 1.

ii) Montrons que pEnpxqqněN décroît.
Si n ě N , alors

Enpxq

En`1pxq
“

1
p1´ x

n
qn

1
p1´ x

n`1
qn`1

“
p1 ´ x

n`1
qn`1

p1 ´ x
n

qn

“

ˆ

1 ´ x
n`1

1 ´ x
n

˙n`1

p1 ´
x

n
q

or,

1 ´ x
n`1

1 ´ x
n

“
pn ` 1 ´ xqn

pn ´ xqpn ` 1q
“

pn ´ xqn ` n

pn ´ xqpn ` 1q
“

pn ´ xqpn ` 1q ´ pn ´ xq ` n

pn ´ xqpn ` 1q

“ 1 `
x

pn ` 1qpn ´ xq
.

Donc d’après l’inégalité de Bernoulli :

Enpxq

En`1pxq
“

ˆ

1 `
x

pn ` 1qpn ´ xq

˙n`1
´

1 ´
x

n

¯

ě p1 `
x

n ´ x
qp1 ´

x

n
q “ 1 .

iii) Pour tout n ě N , on a :

0 ď Enpxq ´ enpxq “
1

p1 ´ x
n

qn
´ p1 `

x

n
q
n

“
1 ´ p1 ´ x2

n2 qn

p1 ´ x
n

qn

or, d’après l’inégalité de Bernoulli,

p1 ´
x2

n2
q
n

ě 1 ´
x2

n
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donc :

0 ď Enpxq ´ enpxq ď
x2

n
Enpxq ď

x2

n
ENpxq ÝÑn8 0 .

Q.e.d.

Propriétés.

i) E xpp0q “ 1 ;

ii) @ x P R, E xppxq ą 0 ;

iii) @ x, x1 P R, E xppx ` x1q “ E xppxqE xppx1q ;

Lemme. Soit pxnq une suite réelle qui converge vers x P R. Alors

lim
n

p1 `
xn

n
q
n

“ E xppxq .

Démonstration : Comme la suite pxnq converge, il existe N ą supn |xn|`|x|.
Si n ě N , on a :

p1 ` xn

n
qn

enpxq
“

ˆ

n ` xn

n ` x

˙n

“

ˆ

1 `
xn ´ x

n ` x

˙n

ě 1 `
n

n ` x
pxn ´ xq ÝÑn8 1

en utilisant l’inégalité de Bernoulli.
Mais on a aussi :

p1 ` xn

n
qn

enpxq
“

ˆ

1 `
xn ´ x

n ` x

˙n

ď
1

`

1 ´ xn´x
n`x

˘n

ď
1

1 ´ nxn´x
n`x

ÝÑn8 1

en utilisant encore l’inégalité de Bernoulli. Q.e.d.

Démonstration : (des propriétés)
iiq, @ x P R, @ n ě N ą |x|, enpxq ě eNpxq ą 0.
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iiiq On a

enpxqenpx1
q “

ˆ

p1 `
x

n
qp1 `

x1

n
q

˙n

“

˜

1 `
x ` x1 ` xx1

n

n

¸n

.

Or, limn x ` x1 ` xx1

n
“ x ` x1 donc d’après le lemme précédent,

E xppxqE xppx1
q “ lim

n
enpxqenpx1

q “ E xppx ` x1
q .

Q.e.d.

1 Définition du logarithme

Remarques. Soient n ą x ą 0.

y “

´

1 `
x

n

¯

ô x “ npx
1
n ´ 1q

y “
1

`

1 ´ x
n

˘n ô x “ n

ˆ

1 ´
1

x
1
n

˙

.

2 Définition du logarithme

Soit x ą 0, soit N ą |x|. Pour tout n ě N , on note :

λnpxq “ npx
1
n ´ 1q, Lnpxq “ n

ˆ

1 ´
1

x
1
n

˙

.

Proposition.

i) @ n ě N, λnpxq ě Lnpxq.
ii) La suite pλnpxqqněN est décroissante et la suite pLnpxqqněN est croissante.
iii) limn λnpxq ´ Lnpxq “ 0.

On notera L ogpxq :“ limn λnpxq “ limn Lnpxq.
Démonstration :

3 / 6



L3 – analyse réelle 2024-2025

i)

λnpxq ´ Lnpxq “ n

ˆ

x
1
n ´ 2 `

1

x
1
n

˙

“ n

˜

?
x

1
n ´

1
?
x

1
n

¸2

ě 0 .

ii) Soit x ą 0. Si 0 ă x ă n, alors d’après l’inégalité de Bernoulli,

x ă 1 ` x ď p1 `
x

n
q
n

ñ x
1
n ă 1 `

x

n

ñ λnpxq “ npx
1
n ´ 1q ă x ă n .

Soit N ą x ą λnpxq. Alors comme la suite pekpλnpxqqqkěN est croissante :

@ n ě N, x “ enpλnpxqq ď en`1pλnpxqq

or, x “ en`1pλn`1pxqq d’où

en`1pλn`1pxqq ď en`1pλnpxqq

ñ λn`1pxq ď λnpxq

car la fonction t ÞÑ en`1ptq est croissante sur s ´ n ´ 1,`8r et

λnpxq “ npx
1
n ´ 1q ą ´n ą ´n ´ 1, λn`1pxq “ pn ` 1qpx

1
n`1 ´ 1q ą ´n ´ 1 .

Doit N ą x. Si n ě N , alors

@ n ě N, @ t ď n, Enptq ě En`1ptq

car la suite Enptqnět est décroissante.

Or, Lnpxq “ n
´

1 ´ 1

x
1
n

¯

ă n donc :

x “ EnpLnpxqq ě En`1pLnpxqq

ñ x “ En`1pLn`1pxqq ě En`1pLnpxqq p˚q .

Or,
@ k, t ÞÑ Ekptq
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est strictement décroissante sur s ´ 8, kr et

Lnpxq ă n ă n ` 1, Ln`1pxq ă n ` 1 .

Donc
p˚q ñ Ln`1pxq ě Lnpxq .

ñ Ln`1pxq ě Lnpxq

iii)

@ 0 ă x ă n, λnpxq ´ Lnpxq “ n

ˆ

x
1
n ´ 2 `

1

x
1
n

˙

“ n

˜

?
x

1
n ´

1
?
x

1
n

¸2

“
n

x
1
n

px
1
n ´ 1q

2

“
λnpxq

x
1
n

px
1
n ´ 1q .

Or, x
1
n ´ 1 “

λnpxq

n
donc limn x

1
n “ 1.

Donc limn λnpxq ´ Lnpxq “ 0.

Q.e.d.

Propriétés.

i) L ogp1q “ 0 ;

ii) @ x P R, L ogpE xppxqq “ x, @ x ą 0, E xppL ogpxqq “ x ;

iii) @ x, x1 ą 0, L ogpxx1q “ L ogpxq ` L ogpx1q ;

Démonstration :

i) Facile !

ii) Soit x ą 0. Comme limn λnpxq “ L ogpxq, x “ limn enpλnpxqq “ E xppL ogpxqq.
Soit x P R. Comme la suite pEnpxqqn est décroissante, on a Enpxq ě E xppxq

Or, les fonctions Ln sont croissantes sur R`˚ donc

LnpE xppxqq ď LnpEnpxqq “ x

ñ L ogpE xppxqq “ lim
n

LnpE xppxqq ď x
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De même comme la suite penpxqqn est croissante et comme les fonctions λn

sont croissantes sur R`˚, on trouve :

x “ λnpenpxqq ď λnpE xppxq

ñ x ď L ogpE xppxqq “ lim
n

LnpE xppxqq .

Donc L ogpE xppxqq “ x.

iii) Pour tout x, x1 ą 0,

nppxx1
q

1
n ´ 1q “ x1

1
nnpx

1
n ´ 1q ` npx1

1
n ´ 1q

Ñn8 L ogpxq ` L ogpx1
q

car limn x
1
1
n “ 1.

Q.e.d.
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