L3 — analyse réelle 2024-2025

Deux exemples de suites adjacentes et définitions de ’exponentielle et

du logarithme

Démonstration :

) en(r) < Ey(2) e (1+2)"(1-2)"<le(1-5)"<1.
ii) Montrons que (E,(x)),>n décroit.

Sin > N, alors
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Donc d’aprés I'inégalité de Bernoulli :
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iii) Pour tout n > N, on a:
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or, d’aprés I'inégalité de Bernoulli,
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donc :

Propriétés.
i) &xp(0) =1;
ii) YzeR, &xp(z) > 0;
ili) Va,2' e R, &xp(z + 2') = Exp(x)Exp(a’) ;

Lemme. Soit (z,,) une suite réelle qui converge vers = € R. Alors
lim(1 + @)” = Exp(x)
n n ’
Démonstration : Comme la suite (z,,) converge, il existe N > sup,, |z,|+ |z|.

Sin>N,ona:
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en utilisant 'inégalité de Bernoulli.
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Mais on a aussi :

ez nw 1

~
1—nnJrr

en utilisant encore I'inégalité de Bernoulli. Q.e.d.

Démonstration : (des propriétés)
i), VeeR,Vn=N > |z|, e,(z) = en(z) > 0.
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i7i) On a
en(x)e,(2') = ((1 + %)(1 + i/)) = <1 + W) )

Or, lim, z + 2’ + %xl = x + 2’ donc d’aprés le lemme précédent,

Exp(x)Exp(x’) = lim en(z)en(x') = Exp(z + ') .

1 Définition du logarithme

Remarques. Soient n > x > 0.
y = <1+£> <z =n(zn —1)
n

1

2 Définition du logarithme

Soit z > 0, soit N > |z|. Pour tout n > N, on note :

M(z) = n(zt —1), Ln() = n (1 _ 1)

xTn

Proposition.

i) Yn=N, \(z) = L,(x).

ii) La suite (A,(2)),>n est décroissante et la suite (L,(x)),>n est croissante.
iii) lim, A, (z) — L,(z) = 0.

On notera ZLog(x) := lim, \,(x) = lim,, L,(z).

Démonstration :
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(@) — Ln(z) = n (ﬁ o 1)

Trn

2
1 1
=n<\/5"— 1) >0 .

xmn

ii) Soit z > 0. Si 0 < z < n, alors d’aprés 'inégalité de Bernoulli,

x x
x<1+a:<(1+—)”:>x%<1+f
n n

= M(z)=n(zr—1)<z<n.

Soit N > x > \,(x). Alors comme la suite (ex(A,(z)))r=n est croissante :
Vnz=N,z= €n<>‘n<x)) < en+1()‘n(x)>
or, x = e,1(Ay1(x)) d'ou

ent1(An+1(7)) < €ni1(An(2))

= A\p1(z) < A\ (2)
car la fonction ¢ — e,,1(t) est croissante sur | —n — 1, +oo[ et
A(z) =n(zr —1)> —n>—-n—1, Asy(2) = (n+ 1) (@7 —1) > —n—1 .
Doit N > x. Sin > N, alors
Vn=N,Vt<n, E,(t) > E,1(t)
car la suite E,(t),>; est décroissante.
Or, L,(z) =n <1 - ﬁ) < n donc :

r = E,(Ly(2)) = Epyi(Ln(z))

= 7 = Epi1(Lna (7)) 2 Eng1(La(2)) (+)

Or,
Wkt Ey(t)
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est strictement décroissante sur | — o0, k[ et
Ly(x)<n<n+1, Lyy(z) <n+1.

Donc
(*) = Lo (2)

= Ln+1<x>

> Ly(x) .
> L,(z)
i)

1
VO <z <n, )\n(:v)—Ln(x)zn(xrlb—Qle)

=TL<\/E}1_ 11)2
\/En

r(ar - 1)?
Sl gy

xTrn
Or, zn —1= A”T(m) donc lim,, 7 = 1.

Donc lim,, A, (z) — L,(x) = 0.

Propriétés.
i) ZLog(1) =0;
i) YeeR, Log(Exp(x)) =x, V>0, Exp(Log(x)) =x;
iii) Va,a' >0, Log(xa') = Log(x) + Log(z');
Démonstration :
i) Facile!
ii) Soit z > 0. Comme lim, A\, () = ZLog(x), z = lim, e,(\,(z)) = Exp(Log(x)).

Soit € R. Comme la suite (E,(z)), est décroissante, on a E,(x) > &xp(x)
Or, les fonctions L, sont croissantes sur R™* donc

L,(&xp(x)) < Ly(E,(x)) = x

= ZLog(&rp(x)) = lim L, (Exp(z)) < @
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iii)

De méme comme la suite (e,(x)), est croissante et comme les fonctions A,

sont croissantes sur R*™*, on trouve :
= Ny(en(z)) < M\ (Exp(2)

= 1 < ZLog(&xp(x)) = lim Ly (Exp(z)) -

Donc Zog(Exp(x)) = .

Pour tout z, 2’ > 0,

1
car lim,, 2'» = 1.
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