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FEUILLE D’EXERCICES 4 : ESPACES EUCLIDIENS

Exercice 1. Dans chacun des cas suivants, dire si (-, -) est un produit scalaire sur I’espace vectoriel
réel E. Si c’est le cas, préciser la norme associée et écrire 'inégalité de Cauchy-Schwarz.

(1) dans E = R,[X] (n € N*), pour tout P,Q € E,

1
(a) (P,Q) = /O P(2)Q(x) da (@) (P.Q) - /R P)Q(e) = dr
(b) (P,Q) = / 1 P'(2)Q (z) d (e) (P,Q)=> P(k)Q(k)
0 k=1

(©) (P,Q) = P0)Q(0) + / Pe@@d O (PQ) = 2 PEQE)

(2) dans E = M,(R) (n € N* avec n > 2), pour tout A,B € E,
(a) (A, B) =tr(A'B) (b) (A, B) = det(A'B)

Exercice 2. Soit E un espace euclidien, A et B deux parties de E, F et G deux sous-espaces
vectoriels de . Montrer les propriétés suivantes :

(1) AcB= B+ c A+ (B3) (F+G@)t=FtnGt (5) (FH)t =F.
(2) (AuB)t =AtnB+ (4) Ft+G+=(FNnG)*

Exercice 3. Soit E un espace euclidien de dimension # > 1 muni d’un produit scalaire (-, -) et de
la norme associée || - ||. On note B = (eq, ..., e,) une base orthonormée de E.
Soit f € L(F). On suppose que f est injectif et préserve I'orthogonalité : pour tout =,y € E, si

(z,y) = 0 alors (f(z), f(y)) = 0.
(1) Montrer que pour tout i # j, (f(e;) + f(e;), f(ei) — f(e;)) = 0.
(2) En déduire que pour tout i # j, ||f(e;)|| = |/f(e;)||. On note X cette valeur commune.
Justifier que A est non nul.

(3) Montrer que pour tout x € E, ||f(z)|| = A||lz||. On dit que f est une similitude.

Exercice 4.

On munit Re[X] du produit scalaire suivant : pour tous P, Q € Ry[X], (P, Q) = f_ll P(2)Q(z) dx.
A partir de la base canonique de Ro[X] et en utilisant le procédé d’orthonormalisation de Gram-
Schmidt, déterminer une base orthonormée de R[X] pour ce produit scalaire.
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Exercice 5.

(1) Soit F un espace euclidien muni d’un produit scalaire (-, -). Soit p € L(F) un projecteur.
Montrer que p est un projecteur orthogonal si, et seulement si, p est symétrique.

5 -2 1
(2) Un exemple. Montrer que la matrice A== | -2 2 2] est la matrice d’un projecteur
1 2 5

orthogonal p dans la base canonique de R3. Préciser le noyau et I'image de p.

Exercice 6. Soit A € M, (R) (n € N*). On munit R™ de son produit scalaire canonique.
(1) Montrer que (Ker A)* = Im(A*) et (Im A)* = Ker(A").
(2) Montrer que A et A* ont méme rang.
(3) Montrer que Ker(A*A) = Ker A.
(4) Montrer que Im(A*A) = Im(A?).

Exercice 7. On munit R* du produit scalaire canonique et de la norme associée. On considére le
sous-espace vectoriel
G={zcR* 2y +22=0cet x3+24 =0}

(1) Déterminer la dimension et une base orthonormée de G.
(2) Pour tout x € R*, donner une expression explicite de la distance de z & G, définie par

d(z, G) = inf{||lz —yl|, y € G}.

Exercice 8. On considére 'espace vectoriel E = Mz (R) muni du produit scalaire (M, N) € E? —
(M,N) = tr(M*'N). On consideére le sous-espace vectoriel

F{(% %) aves).

(1) Déterminer une base orthonormée de F.

(2) Calculer le projeté orthogonal de A = (} 1) sur F+.

Exercice 9. On veut calculer la quantité suivante, en s’assurant d’abord qu’elle est bien définie :

1
0= inf/ (foaxfb)de.
a,beR [

(1) Déterminer un espace euclidien (E, (-, -)), un sous-espace vectoriel F' et un élément u de F
tels que § = d(u, F)? ot d(u, F) = inf{||u —v||, v € F}.

(2) Calculer 6.

Exercice 10. Soit n € N*.
(1) Montrer qu'’il existe un unique H,, € R, [X] tel que pour tout P € R, [X],

1
/0 H,(z)P(x)dx = P'(1)

(2) Calculer Hs.
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Exercice 11. Soit E un espace euclidien de dimension n muni d’un produit scalaire (-, -).
Soit 1, ...,u, des endomorphismes symétriques de E tels que

® IgUL + ... FTGU, =7
e pour tout z € E, (ui(z),z) + ...+ (up(x),z) = (z,x).

(1) Montrer que E =Imu; @ ... Imu,.
(2) Montrer que, pour tout k = 1,...,p, u est un projecteur orthogonal.
(3) Montre que les Im uj, sont deux a deux orthogonaux.

Exercice 12. Soit E un espace euclidien muni d’un produit scalaire (-, -) et de la norme associée
I - |l Soit p € L(E) un projecteur.
(1) Montrer que p est un projecteur orthogonal si, et seulement si, pour tout z € FE,
[p@)] < [l
(2) Si p n’est pas un projecteur orthogonal, construire un zg € E tel que ||p(zo)| > [|zo]|-

Exercice 13. On munit R™ du produit scalaire canonique et de la norme euclidienne associée. On
note S = {x € R"|||z|| = 1}. Pour tout A € M,,(R), on définit la fonction suivante :

fa:R" >R, z+— (Azx,x)
(1) (a) On note S,(R) le sous-espace vectoriel de M,,(R) constitué des matrices symétriques
et A, (R) le sous-espace vectoriel constitué des matrices antisymétriques.

Montrer que M, (R) = S,(R) ® A, (R) et écrire la décomposition correspondante de
toute matrice A € M,,(R).

(b) Soit A € M,,(R), on note S sa partie symétrique. Montrer que f4 = fs,.
(2) Dans la suite de l'exercice, on fixe A une matrice symétrique.
(a) Montrer que f4 est bornée sur S et atteint ses bornes sur S.
(b) On note A\pin €t Apmaz la plus petite et la plus grande valeur propre de A. Montrer
que

)\min = Ecnelgl fA(x) et )\maa: = gleag‘( fA(iE)

(3) Dans cette question, on suppose de plus que A est définie positive, c’est-a-dire que pour
tout z € R™ non nul, (Az,x) > 0.

(a) Montrer que lim  fa(z) = +o0.

lz]| =00
(b) On note ¥4 = {& € R™| fa(z) = 1}. Montrer que X4 est non vide, fermé et borné
dans (R™, ]| - ||)-
(4) Une application. On définit h: R™ = R,  +— z129 + 223 + ... + 2,21 et on note
V={xeR"||z|=1et z1+...+z, =0}.
(a) Soit M la matrice dont les coefficients (1,2), (2,3), ..., (n —1,n), (n,1) valent 1 et
les autres valent 0. Montrer que h = fyr, que M™ = I,, et que M* = M~ = M~

(b) Montrer que M est diagonalisable sur C et calculer ses valeurs propres. On note
(v1,...,v,) une base (dans C™) de vecteurs propres de M.

(¢) Montrer que pour tout k = 1,...,n, le vecteur de R™ obtenu en prenant la partie

t ..
réelle de vy, est un vecteur propre de ‘;M , et donner la valeur propre associée.

(d) Montrer que h est majorée sur V, qu’elle atteint son maximum sur V et calculer ce
maximum.



