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Objectifs du cours

Etude de fonctions

Equations différentielles / N

Bases du calcul vectoriel / ]L(N
Symétries ' (‘

Outils : nombres complexes, graphes, dérivées, primitives, vecteurs, matrices, géométrie
cartésienne...




Programme du cours

Partie | : Fonctions et équations différentielles

Ch. 1 — Nombres complexes, polyndmes complexes

Ch. 2 — Fonctions, graphes, réciproques

Ch. 3 — Dérivées, extrema locaux, développements limités
Ch. 4 — Primitives, intégrales, calcul d'aires

Ch. 5 — Equations différentielles

Partie Il : Vecteurs, transformations linéaires et géométrie

Ch. 6 — Systémes linéaires et matrices
Ch. 7 — Eléments succincts d'algébre linéaire
Ch. 8 — Géométrie euclidienne dans R? et R3



TMB — Chapitre 1
Nombres complexes

Dans ce chapitre :
1.1 Définition, premiéres propriétés
1.2 Changement de coordonnées, exponentielle complexe

1.3 Racines d'un nombre complexe, polynémes complexes



1.1 — Définition, premiéres propriétés

Dans cette section :
e Définition des nombres complexes : forme algébrique
e Plan complexe, coordonnées cartésiennes
e Partie réelle, partie imaginaire, conjugué

e Module, argument, coordonnées polaires



Définition des nombres complexes : forme algébrique

L'ensemble des nombres complexes, noté C, est une extension de I'ensemble R des
nombres réels (R — C). Dans C, il existe un nombre i tel que i2 = —1. (i € C mais i ¢ R)

Définition : Un nombre complexe est un nombre qui s'écrit sous la forme | z =z + iy |,

ol x € R et y e R. On écrit z € C pour exprimer le fait que z est un nombre complexe.

Exemples : 3+ 2¢, 0 = 0 + 07 (zéro),

e Onécrit | C={z=x+iy|z,ye R}

1=1+0i (un), i =0 + 1.

I'ensemble des nombres complexes. |l

contient deux sous-ensembles remarquables :

- les nombresréels : | R={x =2+ 0i |z e R} [;

- les nombres imaginaires purs : | iR = {iy =0+ iy | y € R}

e L'expression z = x + iy s'appelle la forme algébrique (ou cartésienne) du nombre

complexe z.

e L'ensemble C se représente comme un plan (voir page suivante).



Plan complexe, coordonnées cartésiennes

A tout point M (z,y) du plan cartésien (O,7,7) on associe le nombre complexe

z = x + iy (et inversement). De cette maniére, on identifie I'ensemble C avec le plan
(noté aussi R?) muni du repére cartésien (O,7,7).

Le complexe z est appelé affixe de M (ou, de maniére équivalente, affixe du vecteur
OM = 27 + y7), (x,y) sont appelées les coordonnées cartésiennes de z

Plan cartésien : (]R2, (O, i’,j’)) Plan complexe : C
Attention : i # 7’ : 7 est un vecteur unitaire du plan alors que i € C est tel que i = —1.
Exemples :

o z =2+ 3i est I'affixe du point M(2,3) (ou du vecteur OM = 27 + 37)

o | z =i est I'affixe du point M (0,1) (ou du vecteur OM = 07 + 17 = 7)

e |z =1 est I'affixe du point M (1,0) (ou du vecteur OM = 17 + 07 = 7)

Les nombres réels forment |'axe des abscisses. On les note z = xz, ol x € R.

Les nombres imaginaires purs forment |'axe des ordonnées. On les note
z=1y, ouy€eR



Opérations élémentaires sur les nombres complexes |
Soit z = x + iy et 2/ = 2’ + 1y’ deux nombres complexes

Définition : On a I'égalité z = 2’ si est seulement leurs coordonnées cartésiennes sont
égales, c'est-a-dire si et seulement si x = 2’ et y = 7/.

Définition : On additionne les deux nombres complexes z et 2’ a I'aide de leurs
coordonnées cartésiennes de la maniére suivante :

z+2 =(@+a)+i(y+y)

Onademémez—2' = (z —2') +i(y — y').
Exercice (régle du parallélogramme) : représenter dans le plan cartésien z = 1 + 24, 2’ = 2 + 1,

1 / . ~ H 12 /
z" = z + z'. Que pensez-vous du quadrilatére dont les affixes des sommets sont O, z, 2" et 2 7

Définition : On multiplie le nombre complexe z par A € R de la maniére suivante :

Az = dAx + i\y

Propriétés : Si M et M’ sont deux points du plan d'affixes respectives z et 2/, alors

7 . /
e le vecteur M M" a pour affixe z/ — z,

- , . z+ 72
e le milieu du segment [M M'] a pour affixe 5

e le vecteur OM + OM’ a pour affixe z + 2/,
e le vecteur \OM, A€ R a pour affixe \z.



Partie réelle, partie imaginaire, conjugué

Définition : Pour un nombre complexe z = x + iy, ot x € R et y € R,

e r est la partie réelle de z et on écrit | z = Re(z)

e y est la partie imaginaire de z et on écrit | y = Im(z)

Exemple : Pour z = 3 — 24, on a Re(z) = 3, Im(z) = —2 et (3, —2) sont les coordonnées
cartésiennes de z.

Définition : le nombre complexe conjugué de z est défini par |z = x — iy |.

z est donc le point symétrique de z par rapport a I'axe des abscisses.

A
z=x+ 1y

*
[

3>
>

i

é
zZ=x— 1y
Exemple : Pour z =2 + i, on a z = 2 — i. Que vaut le conjugué de z7?
Propriétés :

e le conjugué d'un nombre réel est lui-méme (exemple : z = /2, z = +/2),

e le conjugué d'un nombre imaginaire pur est son opposé (exemple : z = 5i, z = —51).
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Opérations élémentaires sur les nombres complexes |l
Soit z = x + iy et 2’ = 2’ 4+ iy’ deux nombres complexes (z,x’,y,y’ € R)

Définition : On multiplie les deux nombres complexes z et 2’ a I'aide de leurs
coordonnées cartésiennes de la maniére suivante :

zz' = (zx’ —yy') +i(zy’ + y2')

En effet,
22" = (x +iy) (2’ +iy")
= 2z’ + x(iy’) + (iy)z’ + (iy) (i)
= xz’ + 2(iy’) + (iy)a’ +i°yy’
=zz’ + izy + iyz’ — yy (car i = —1)
= (za’ —yy') +i(zy’ + ya')

. . . z , L, .
Application : Exprimer la rapport — en coordonnées cartésiennes.
- - z/ - age -
Idée : On multiplie le numérateur et le dénominateur par z’ pour utiliser le fait que z’z’
est un nombre réel. On obtient :

z  zzZ (x+ay)@ )  wx' +yy | oy’ —axy

= = = 7
! o 3! (m’ + iy’)(:r;’ _ 7;y/) $’2 + y/2 m/2 + y/2

2 202+1)  4+2i

Exemple : = =
P 27 (2-0)(2+4) 22412

4+2.
==+ -1
5 5
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Propriétés des opérations élémentaires

Soient z = x + iy et 2/ = x’ + iy’ deux nombres complexes (z,z’,y,y’ € R). Alors :

e z+ 2 =Z+ 2
— _ - z z .

e 22 =2z2z' et <—)=T siz' #0

2! 2/
e Z =172

z+Z z—Zz
e Re(z) = =z et Im(z)= — =y
2 21

. _ — 1 1 -

o PourtoutneN, z" =2z" et,siz#0, z27"=—=—=2
zn zn

e 2R = z=2 et zeiR < z=-—-2

o 2z R4 (En effet, 22 = (z + iy)(z — iy) = 2 — z(iy) + (iy)z — (iy)? = =2 + y* qui est
un nombre réel positif.)

12



Exemples : opérations en coordonnées cartésiennes

Soient z=2(3+2i) et 2z’ =5—1i. Alors:
242 =(6+4i)+(5—14) =11+ 34

z—2 =(6+4i)—(b—1i)=1+5i

22" =2(3+2i)(5—1)
= 2 (15 — 3i 4 10i — 2i?)
=2 ((15 + 2) + (—3 + 10)i)
=2 (17 + 7i) = 34 + 144

z_2(3+20) _ 2(3+2i)(5+4)

2 5—4 25 + 1
~ 2(15— 2+ 10i + 3)
B 26
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Module, argument, coordonnées polaires

Outre les coordonnées cartésiennes (x,y), on peut identifier un nombre complexe z a

I'aide de coordonnées polaires (p, ) comme suit.

Définition :
e Le module de z est la distance de z a I'origine, notée | p = |z|
Nota - Si M désigne le point du plan cartésien d'affixe z, on a p = distance(O, M) = |[OM]|.

e Un argument de z est un angle! § formé par la demi-droite [Ox) et la demi-droite [Oz).

A

z
[0z)
A\
Q 7’
0 = arg(z)
> [Ox)
O

e L’argument principal de z est |'unique argument de z appartenant a | — 7, 7.

On note | 6 = arg(z) €] — m, 7|
e (p,0) e Ry x| —m, m| sont appelées les coordonnées polaires de z.

Exemple : pour z = ¢, |i| = 1, arg(i) = 7/2 et § = 57/2 est un autre argument de 3.

Exercice : trouver tous les arguments de z = 0.

14
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Propriétés du module

Soit z = x + 1y € C. D'apres le théoréeme de Pythagore, le module de z est donné par

|z|2=x2—|—y2 .

Propriétés :

|z| >0 et |z| =0sietseulementsiz=0

si z = x € R, alors |z| = |z| est la valeur absolue du réel x.
2Z = |z|?
|z122] = |21][ 22|

|21 + 22| < |21]| + |22]

et |z1 + 22| = |z1| + |22] si et seulement si 21 = Az2 ou A e Ry

15



1.2 — Changement de coordonnées, exponentielle complexe

Dans cette section :
e Changement de coordonnées
e Exponentielle complexe, cercle unité

e Applications géométriques et trigonométriques

16



Changement de coordonnées : cartésiennes < polaires

Soit z un nombre complexe.

Y

O

Propriété (polaires — cartésiennes) :

Par définition 2 du cosinus et du sinus, on a

Propriété (cartésiennes — polaires) : On suppose que z # 0. On a (Pythagore)

x = pcosb

et

y = psin6

p =z +y?

Une fois connu p, on détermine un argument 6 de z a I'aide des relations

P

X .
cos) = — et sinf =

DI

Nota : ces équations donnent 8 de maniére implicite, il faut encore les résoudre.

coté adjacent x

2. cosO = > = 2L  sinf =
hypoténuse P

coté opposé
hypoténuse

Yy
P




Exponentielle complexe, cercle unité

Définition : L'exponentielle complexe d'argument 6 est le nombre complexe défini par

¥ — cos + isin
Exemples : ¥ =™ =1, ¢&'2 =4, ™ =—-1, e'2 = —i.

Définition : Le cercle unité (ou trigonométrique) est le cercle de centre O est de rayon 1.

A

sinf r——----

Propriétés :
e Le cercle unité a pour équation polaire p = 1 et pour équation cartésienne z2 + y? = 1.

e | Le cercle unité est composé des nombres z = e = cosh +isinf | ot HeR

pi(0+2km) _ ,if

e ¢ est périodique de période 2, i.e. pour tout k € Z.

e ¢'¥ est un nombre complexe unitaire, i.e. | [e?®| = cos? 0 +sin? 0 = 1

18



Propriétés de |'exponentielle complexe

. Y . / 1 . —_— o
° 67,6610 _ 81(0-}—0 )’ —10 10

— =", et = e, pour tous 0,60’ € R
e

Démonstration : Pour la premiére formule, on a
. Y
e"?e'® = (cos6 + isinf)(cos O’ + isin6’) (par définition de I'exponentielle complexe)

= cosfcos @ + cosf(isin®’) + (isinh) cos @ + (isin)(isinh’)

= (cos@cos O’ —sinfsinf’) + i(cosOsin O’ + sin H cos ) (car i? = —1)
= cos( +0') +isin(0 +0") (d'apreés les formules de trigo!)
_ (640 Lo e ' .

=e (par définition de I'exponentielle complexe)

Les autres formules se démontrent de maniére similaire.

e Formule de Moivre : (e9)” = ¢ pour tout n € Z, donc

(cosO + isinf)™ = cos(nh) + isin(nb)

i0 —i6 0 _ _—if
e Formules d’Euler : | cos(0) = % et sin() = %
)

Exercice : Vérifiez I'identité d'Euler| '™ +1 =0

19



Forme polaire d'un complexe

Théoréme : Tout nombre complexe z # 0 s'écrit sous la forme polaire | z = pe®? |, ou

p = |z| et 0 = arg(z).
Démonstration : Pour tout nombre complexe z = x + 7y non nul, on peut écrire

2 2
o 5 5 - Ly : . y L
T+ iy =% 4y (—m2+y2 + z—m2+y2) et puisque (—$2+y2> + <—m2+y2> =1, il
existe 0 €] — 7, ] tel que cos = ——2— et sinf = ——L— . En posant, p = |z]| et en se
w2 +y2 V2 4y2

souvenant de la définition de I'exponentielle complexe (et du module), on obtient alors

z = /22 + y2(cos O + isin ) = p(cosf + isin @) = pe®?.

L'écriture exponentielle (polaire) des nombres complexes permet de réaliser beaucoup de
calculs de maniere plus simples qu'avec |'écriture cartésienne.

L] L] L] > > /
e Multiplication des deux nombres complexes z = pe®® et z/ = p’e?®

i0 1 0’

o = pe'fple :pp/ei(eJre/)

e Calcul des puissances de z = pe?®

- puissance entiére positive : | 2" = (peie)” =p"e™? | ouneN

: : : - T e
© puissance entiere négative : — = 27 = p e N0 — —ne_me si p # 0,
z P



Exemples : conversion coordonnées <> polaires
Exemple de conversion en coordonnées cartésiennes :
2e'™/* = 2cos(m/4) + 2isin(n/4) = V2 + iV2
Exemple de conversion en coordonnées polaires :

e Si z = /2 + i/2, alors module vérifie |z|2 = p2 = (\/5)2 + (\/5)2 =4 dot p=+/4=2etun
argument est un angle 0 tel que

2 2
cos = — et sinf = £
2 2

Ainsi, 0 = /4 est un argument de z et donc z = pe’? = 2¢'7/4,

e Siz=—1—4,alors p=+/(—1)2 + (—=1)2 = /2. D'oui

cos b = et sinf =

Sl
5l

Ainsi, 0 = 57/4 est un argument de z. Et z = 1/2¢?°7™/4

e Siz=05— 34, alors p = /52 + 32 = 4/34. D'ou

5 -3
cos = —— et sinf = ——.
V34 V34
De cet angle on peut dire (sans calculatrice) que tan @ = —3/5 et z = 1/34¢%?.

Exercice :
L epn . - — 40
- vérifier graphiquement que z = pe
- a l'aide des coordonnées polaires, vérifier que si 2’ # 0, alors z/z' =Z/Z'.

- montrer que z = —Z si et seulement si z est imaginaire pur.
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Applications géométriques et trigonométriques

Soient z1, zo deux nombres complexes. La distance de z; a z3 vaut | |21 — 22| |-

Un cercle de rayon R > 0 est formé des points se trouvant a une distance R de son

centre zg € C. Il a donc pour équation | |z — 20| = R

Soient z1, zo deux nombres complexes. La médiatrice du segment [z122] est formée des
points se trouvant a égale distance de z1 et z2. Elle a donc pour équation

|z — z1| = |z — 22| |

Soient p > 0 et 0 € R. Si z = pe'?, alors €%z = pet(?T%) . Autrement dit, | e'¥ 2 | est
I'image de z par la rotation d’'angle ) autour de |'origine.

En développant la relation e*(a1?) = ¢ia¢ib en coordonnées cartésiennes, on trouve les
formules de trigonométrie

cos(a + b) = cosacosb —sinasinb

sin(a + b) = sinacosb + sinbcosa

Dans le cas particulier ou a = b, on déduit

{cos(2a) =cos?a —sin®a = 2cos?a — 1 = 1 — 2sin?(a)

sin(2a) = 2sinacosa

22



1.3 — Racines n-iemes d'un complexe, polynédmes complexes

Dans cette section :
e Racines deuxiémes, troisiémes et n-iemes d'un nombre complexe

e Polyndémes complexes (racines, factorisation)

23



Racines deuxiémes, troisiémes et n-iémes d un nombre complexe

Définition : On appelle racine deuxiéme du nombre complexe z tout nombre complexe

w tel que | w? =z
Exemple : Soit z = —1.
Comme —1 = ¢€'™,
iw/2 . . ‘L
w; = e = ¢ est racine deuxiéme de z = —1.
Comme —1 = *(m+27m) — ¢i37
i37/2 . . . e
wo = € = —1¢ est aussi racine deuxiéme de z = —1.

Exercice : Dans le cas particulier ou z = x € R, les racines deuxiémes de z sont la racine carrée
de = : w1 = /T et son opposée wa = —+/x. Que sont les racines deuxiémes de z = x € R_ 7

Définition : On appelle racine troisieme du nombre complexe z tout nombre comple w

tel que| w3 = 2

3 i57/3

Exercice : Vérifier que w1 = /3wy = ' = —1 et w3 = € sont racines troisiémes de

z = —1.

Définition : De maniére générale, on appelle racine n-iéme (n € N\{0}) du nombre

n

complexe z tout nombre complexe w tel que | w™ = z

24



Racines deuxiémes, troisiémes et n-iémes d un nombre complexe

Théoréme :
0 z . A
e Un nombre complexe z = pe*” non nul a exactement deux \ w1
racines deuxiémes wi et wy. Comme pew = pe’(e"‘%), les
racines deuxiémes de z sont )
2
1L ;0 L (e >
wy = p2 e'2 et wo = p2 e’(2+7r):_w1 VP
Les racines deuxiémes sont opposées. wa
e Un nombre complexe z = pe’® non nul a exactement trois 2 A
racines troisiémes wi, wa et w3 :
w1
1 .06 1 (6, 2m 1 (6, 4m
w1:p3ez3, w2:p3€7’(3+3) et w3=p3€z(3+3) 0 0
3
L . N . . . , . . &‘3/_
es racines troisiémes forment un triangle équilatéral inscrit sur le P
cercle de centre O et de rayon /p.
Si une racine troisiéme est réelle, les deux autres sont complexes 5
conjuguées. 3
e Un nombre complexe pe’® non nul a exactement n racines n-iémes wo, w1, ..., Wn—1 :

wy = pl/”ei(%+%Tﬂ), ke{0,1,...,n—1}

Les racines n-ieémes forment un polygone régulier 3 n c6tés inscrit sur le cercle de centre O et de

rayon %/p.
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Exercice : racines deuxiémes de nombres complexes

Calculer les racines deuxiémes des complexes suivants :

e z=1+1iV3
Solution : On écrit z en coordonnées polaires : z = 1 + i3 = 2e'5 Alors,

wn =2 e = L5
wy = /2 e (G5+7) = ﬁ(ﬁ-l—z)

2
e z=15— &2

Solution : Comme on ne connait pas la forme polaire de z, on revient a la définition
d’une racine deuxiéme en cherchant w = = + iy tel que w? = z. Soit

(z +iy)? = (2% — y?) + 2zyi = 15 — 8i
Astuce : pour résoudre on commence par calculer |w|? = |z|.
|w2‘ = 2% +y? = |z| = V225 + 64 = 17.
De sorte que
2 _ .2 _
S L A L e
xz? 4+ 9% =17 - -

Onadonc wi=—-4+17 et wo =4—1.
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Polynémes complexes et racines : définition

Définition : Un polyndme complexe est une expression de la forme
P(z) =anz" + an—12""1+ -+ a1z + ao,

ol les nombres ag, a1, ...,a, sont des paramétres complexes et z est une variable
complexe.

Le degré de P(z) est le plus grand entier k tel que aj # O.

Exemple : 23 4+ (5 — i)z est un polynédme de degré 3
Définition : Une racine d'un polynédme complexe P(z) est un nombre complexe z tel que

P(z)=0

Exemple : 2z =i et z = —i sont racines de P(z) = 2% +1.
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Polyndmes complexes et racines : propriétés

Lemme : Si z; est une racine de P(z), alors il existe un entier m; > 1 et un polynéme
Q(z) tels que
P(z) =(2—21)"Q(2) et Q(z1)#0.

On appelle m; la multiplicité de la racine z;.

Théoréme de d’Alembert-Gauss : Tout polynéme complexe P(z) de degré n peut

s'écrire sous la forme
P(z) = an(z —21)" -+ (2 — 2x)"F

ou an € C\{0}, z1, ..., 2z sont les racines distinctes de P(z) et ot m1 + -+ + m = n.

Par conséquent, tout polyndme complexe de degré n admet n racines (qui ne sont pas
forcément distinctes).

Exemple : Le polyndme P(z) = 22 + 1 a pour racines z1 =i et zo = —i. P est de degré
2, ce qui force m1 = mgo = 1. Enfin, par définition de P(z), az = 1. Par le théoréme, on
conclut que

224+ 1= (z—1)(z+1)

28



Racines d'un polyndme complexe de degré 2

Proposition : Les solutions de |'équation

sont

oll +6 € C sont les racines deuxiémes du discriminant A = b% — 4ac € C, c'est-a-dire que

az? + bz +c =0 |a coefficients complexes

z =

—b+é
2a

e C

§ est un nombre complexe tel que §2 = A.

Par conséquent, le polynéme P(z) = az? + bz + ¢ posséde

e une racine double 2z =

e deux racines distinctes

b

2a

z1 =

si A =0,

—-b+6 )
+ et z9 = si A # 0.
2a 2a -
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Exercice : équation complexe de degré 2

Résoudre I'équation 22 — (1 4 i)z + 6 — 2i = 0.

. . , . 1+t+6 .
Réponse : Les solutions de cette équation sont z = — ou il faut trouver

6 = x + iy tel que 62 = A et |62| = |A],
c'est-a-dire :
(22 —y?) +i2zy = (1 +1)% — 4(6 — 20)
=1+2i—1—24+8 =—24+ 10
z? +y? =2|—12 + 5i| =2¢/144 + 25 =2 x 13 = 26

On a alors
2 _ .2 _
=Y 24 222 = 2 = —+1
2zy = 10 = Ty = < y =5/ = +5
z? + y? = 26
et par conséquent § = £(1 + 5i).
On a donc
1+2+(1+ 52 2 + 62
= i+ (1+ z): + z:1+3i
2 2
1+7—(1+ 52 0— 42
vy — 7 (—i—z): L o
2 2
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Racines complexes d'un polynéme réel

Proposition : Si P(z) est un polynéme a coefficients réels, et z; € C est une racine
complexe de P(z) de multiplicité m1, alors sa conjuguée zo = Z7 est aussi une racine de
P(z), de méme multiplicité ma = mj.

Exemple : Le polynéme a coefficients réels P(z) = 22 4+ 1 a pour racines z; = i et zo = —i.

Puisque z = Z si seulement si z € R,
e Tout polynéme réel de degré 2 tel que A < 0 admet deux racines complexes conjuguées
z1 et z0 = 21.
e Tout polynéme réel de degré 3 admet au moins une racine réelle.

Exemple : Le polynéme P(z) = 22 — 4z + 5 est tel que A = 16 — 20 < 0. Il a deux racines
complexes z1 = 2+4i et zo0 = 2—1 = 2+41.
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TMB — Chapitre 2
Fonctions d’une variable réelle

Dans ce chapitre :
2.1 Graphes de fonctions, opérations sur les graphes de fonctions
2.2 De la fonction au graphe : symétries, sens de variation, convexité
2.3 Fonctions usuelles

2.4 Composition des fonctions et fonctions réciproques

32



2.1 — Graphe de fonction

Définition : Une partie G du plan cartésien est un graphe de fonction si toute droite
verticale coupe GG en au plus un point.

Exemples : ci-dessous,

- une parabole est un graphe de fonction car toute droite verticale coupe GG en
exactement un point

- une hyperbole est aussi un graphe de fonction car toute droite verticale coupe G en
exactement un point, sauf une (la droite d'abscisse x = 0 ici), qui ne coupe G en aucun
point

- un cercle n'est pas un graphe de fonction car au moins une droite verticale le coupe en
deux points.
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Du graphe a la fonction
Définition : Soit G un graphe de fonction. La fonction réelle f que représente G est
définie par

-son domaine de définition D¢, constitué des abscisses = de toutes les droites verticales
qui coupent G

-une relation, notée y = f(x), qui a chaque abscisse x € D associe |'ordonnée y du
point d'intersection.

On note
. Dy —>R
' { z—y = f(z)

Exemples :

-la parabole représente la fonction carré, définie par Dy = R et f(z) = z?

-I'hyperbole représente la fonction inverse, définie par Dy = R\{0} et f(x) = 1/x

f(2) = a2 f(@) =1/a
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Graphes a connaitre par cceur |

Fonctions dont le domaine est R :

f(z) =z f(z) = a? f(z) =a® f(z) = |z|

Fonctions dont le domaine n’est pas R :

f(:l?):1/£l?, Df = R* f(x):l/xQ,Df = R* f(ac):\/i, Df :R_|_

NN
~
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Graphes a connaitre par cceur |l

tan(x), Dian = R\ {5 + 7Z}
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Opérations sur les graphes de fonctions 1 : translation verticale

Le graphe d'une fonction réelle f peut étre :

e translaté vers le haut d'une distance b > 0, ce qui revient a prendre le graphe de Ila

fonction g de domaine | Dy = Dy | définie par | g(x) = f(x) + b,

A f(x)+0b

Remarque : prendre b < 0 revient a translater le graphe vers le bas.

Exercice : Si on translate le graphe de la fonction Dy = R, f(z) = sin(x) de deux unités
vers le bas, quelle fonction g obtient-on ? Représenter les graphes de f et g.



Opérations sur les graphes de fonctions 2 : translation horizontale

Le graphe d'une fonction réelle f peut étre :

e translaté a droite d'une distance a, ce qui revient a translater a droite Dy en un

domaine3 | Dy = a + Dy

g9(z) = f(x —a) |

puis a prendre le graphe de la fonction g définie sur Dy par

On commence par translater le domaine puis on trouve I'ordonnée g(x) en rappellant la

valeur de fenx —a :

Exercice : Le graphe de la fonction Dy = R\{1}, g(z) = (x — 1) =2 est obtenu par
translation d'une unité a droite d'une fonction f. Laquelle?

3.SiaeRet EcR,onnotea+ E={x€R|z=a+e,ec E}
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Opérations sur les graphes de fonctions 3 : dilatation verticale

Le graphe d'une fonction réelle f peut étre :

¢ dilaté verticalement d'un facteur p > 0, ce qui revient a prendre le graphe de la

fonction g de domaine | Dy = Dy | définie par | g(x) = pf(z) |.

A

g(z) = pf(z)

i

S

Nota : Sur ce dessin, u > 1.

Remarque : si i > 1, le graphe est étiré verticalement. Inversement, si p €]0, 1], le
graphe est contracté.

Exercice : Soit g la fonction dont le graphe est obtenu en dilatant verticalement celui de
la fonction Dy = [—1,1], f(z) = 2(1 — z?) d'un facteur u = 1/2. Représenter les
graphes de f et g, en commencant par les points d'abscisse xt = —1, z = 0 et z = 1.
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Opérations sur les graphes de fonctions 4 : dilatation horizontale

Le graphe d'une fonction réelle f peut étre :

e dilaté horizontalement d'un facteur A > 0, ce qui revient a dilater horizontalement D
en un domaine? D, = AD ¢ puis a prendre le graphe de la fonction g définie sur D, par

g(x) = f(z/A) |

3

.
ey .
--------

.
.
0
.
..
0
0
.
.
0
0
.
Q .
s,
o
o
o
of
of
of
o
0
0
o+
o
0
o
o
o
o
o
0
0
o
o
o
0
of
o
o
o
o
o
o
D
D
.

Nota : Ci-dessus, le graphe de la fonction sin a été dilaté horizontalement d'un facteur A = 1/2.

Remarque : si A > 1, le graphe est étiré, si A €]0, 1], le graphe est contracté.

Exercice : Le graphe de g est obtenu en dilatant celui de f(x) = cos(x), définie sur
Dy =R, d'un facteur A = 1/2. Exprimer g puis représenter graphiquement f et g.

4. SixeRet EcCcR,onnote \E = {zeR |z = Ne,ee E}
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Opérations sur les graphes de fonctions 5 : réflexion verticale

Le graphe d'une fonction réelle f peut étre :

e reflété par rapport a I'axe des abscisses, ce qui revient a prendre le graphe de la

fonction g de domaine | Dy = Dy | définie par | g(z) = —f(x) |.

aett

Exercice : Représenter graphiquement les fonctions Dy = R, f(z) = cos(x) et Dy = R,
f(x) = —cos(x + 7). Que remarque-t-on ?



Opérations sur les graphes de fonctions 6 : réflexion horizontale

Le graphe d'une fonction réelle f peut étre :

o reflété par rapport a I'axe des ordonnées, ce qui revient a refléter D¢ par rapport a 0
en un domaine® D, = —Dy puis a prendre le graphe de la fonction g définie sur Dy par

g(z) = f(—xz)|

)

Y

|
|
|
|
|
Dy - v Dy

Exercice : Le graphe de g est obtenu par symétrie centrale (centrée a I'origine) de celui
de Dy = R*, f(x) = 1/z. Exprimer g. Que remarque-t-on ?

5. SSEcR,onnote —E ={zx€R| —z€ E} 47



Opérations sur les graphes de fonctions 7 : restriction

e restreint a une partie D c Dy, ce qui revient a prendre le graphe de la fonction g de

domaine | Dy = D | définie par | g(x) = f(x) | On note f|, = g la restriction de f a D.

Y

Nota : Ici, la fonction cos est restreinte a l'intervalle D = [—7, 7].

Remarque : L'opération de restriction est trés utile. Par exemple, pour qu'une fonction
admette une réciproque, elle doit étre inversible. Lorsque ce n'est pas le cas, on peut la
restreindre & un sous-domaine ou elle est inversible pour y définir une réciproque. C'est
de cette maniére qu'on construira les fonctions circulaires réciproques.
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2.2 — De la fonction au graphe : les symétries
Définition : Soit f une fonction réelle.
e [ est paire si son domaine est symétrique par
rapport a O et si| f(—z) = f(z) |pour tout
LUEDf.

Le graphe d'une fonction paire est symétrique par rapport a I'axe des ordonnées.
e f est impaire si son domaine est symétrique V\/\

par rapport a O etsi| f(—x) = —f(z) |pour I\/\

ot ae D W

Le graphe d'une fonction impaire est symétrique par rapport a |'origine.

e f est périodique de période p € R si son
domaine est invariant quand on le translate de

petsi | f(xr+p)= f(x) |pourtout ze Dy

Le graphe d'une fonction périodique est invariant quand on le translate horizontalement
de p.

Exemples :

e Les mondmes z™ et les fractions xin sont des fonctions paires si n est pair, et des

fonctions impaires si n est impair.
e Les fonctions sin et tan sont impaires, cos est paire. Toutes les trois sont périodiques :
sin et cos de période 27, tan de période 7.
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Utilisation des symétries

Exemple 1 : La fonction puissance 4, définie par Dy = R et f(x) = x? est une fonction
paire. Par symétrie, il suffit d'étudier f sur Ry puis d'effectuer une réflexion du graphe
par rapport a |'axe des ordonnées.

Exemple 2 : La fonction sin, définie sur R est impaire. Par symétrie, il suffit de I'étudier
R4 . De plus, sin étant périodique de période de 27, on restreint son étude a un intervalle
de longueur 7 (par exemple [0, 7]), puis on effectue une symétrie centrale du graphe par
rapport a l'origine et des translations horizontales de longueur 2.

A\ /A /ANEVA
\ \/ NI
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De la fonction au graphe : le sens de variation
Définition : Soit f une fonction réelle. On dit que :

e [ est croissante si pour tout z € D¢ et tout 2’ € Dy

r <1 = f(x) < f(z') /]

f est strictement croissante si toutes ces inégalités sont strictes.

e f est décroissante si pour tout x € Dy et tout 2’ € Dy

z <z’ = f(z) = f(z') \

f est strictement décroissante si toutes ces inégalités sont strictes.

Remarques :
e De nombreuses fonctions ne sont ni croissantes, ni décroissantes. En revanche, leurs
restrictions a certaines parties D < Dy de leur domaine le sont.

. o o | fla) = a®
Exemple : la fonction carré n’est ni croissante ni décroissante mais sa
restriction a Ry est croissante et sa restriction a R_ est décroissante.
T
e Une fonction peut étre constante sur tout ou partie de son domaine : 1/
—
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De la fonction au graphe : convexité, concavité

Définition : Soit f une fonction réelle, G son graphe.
On appelle corde tout segment [AB] reliant deux points A et B du graphe.

e f est convexe si toute corde [AB] est au dessus du
graphe entre les abscisses des points A et B.

e f est concave si toute corde [AB] est en dessous du A
graphe entre les abscisses des points A et B.

Remarque : De nombreuses fonctions ne sont ni convexes, ni concaves. En revanche,
leurs restrictions a certaines parties D < Dy de leur domaine le sont.

f(z) =2

Exemple : la fonction Dy = R, f(z) = x> n'est ni convexe ni
concave mais sa restriction a Ry est convexe et sa restriction a

R_ est concave.
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Exercice

Représenter et caractériser le graphe de la fonction définie par : f(x) = 2Ilnx + 1

Réponse : Le graphe de f(xz) = 2lnx + 1 s'obtient en dilatant verticalement d'un facteur
u = 2 le graphe de z +— Inx et en le translatant vers le haut d'une distance b =1 :

f(x) = In(z) f(x) =2In(z) +1

En particulier, f a pour domaine Dy = Rj‘_, f est croissante, concave et son graphe ne
posséde aucune symétrie particuliére (la fonction n'est ni paire, ni impaire, ni périodique).
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Exercice

Représenter et caractériser le graphe de la fonction définie par : u(x) = cos(2z) — 1

Solution : Le graphe de u(z) = cos(2z) — 1 s'obtient en dilatant horizontalement d'un
facteur A = 1/2 le graphe de la fonction = +— cosx et en le translatant vers le bas d'une

distance b = 1.

cos(x) u(f) = cos(26) — 1

11

ANVARTA T o
|\ ’

En particulier, u a pour domaine D,, = R, u est paire et périodique de période p = m, car

u(z 4+ 7) = cos (2(x + 7)) — 1 = cos(2z + 2m) — 1

= cos(2z) — 1 = u(x),
u n'est ni croissante, ni décroissante, ni convexe, ni concave.
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Exercice

Représenter et caractériser le graphe de la fonction définie par : z(t) = —+/t — 1

Solution : Le graphe de z s’obtient en translatant a droite d'une distance a = 1 le graphe
de la fonction t — 4/t puis en le reflétant par rapport a I'axe des abscisses

Vi t—1 2(t) = —
/ |

‘ t

vit—1
t

S~

En particulier, le domaine de la fonction z est D, = [1, 400, z est décroissante,
convexe et son graphe ne posséde aucune symétrie particuliére.

o~
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2.3 Les fonctions usuelles

Dans cette section :
e Fonction circulaires (ou trigonométriques)
e Polynémes
e Fractions rationnelles
e Exponentielle et logarithme
e Fonctions puissances

e Fonctions hyperboliques

51



Fonctions circulaires

e Rappel : Si x € R, (cosx,sinx) sont les coordonnées cartésiennes du point z = e'*.
e Les fonctions

- sinus, qu’'on note sin avec | Dgi, =R

- cosinus, qu'on note cos avec | Dcos =R

- tangente, qu’'on note tan et définie par :

sin x

tanx = avec Dtan={xeR|x#z+km,k€Z}
cos T 2

ont pour graphes :

sin(z) 7 tan(z)




Polynémes

Définition : un mondéme est une fonction réelle définie sur R par

un entier naturel.

f(@) = 2"

, ol n est

Exemples : les fonctions carré f(x) = 22 et cube g(z) = x3 ont pour domaine de

définition R et pour graphes respectifs

f(z) = 2* flz) =a®

Remarque : par convention, 20 = 1 désigne le monéme constant égal a 1.

Définition : un polynome est défini sur R par

p(x)=ay+arxz+azx®+--+apa"

ol ag,ay,...an sont des constantes réelles. On dit aussi que p est une combinaison

linéaire des monémes 1,x,...,z".

Définition : Une racine réelle de p est un nombre réel x tel que

p(x) =0|
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Fractions rationnelles

Définition : Soit p et ¢ deux polynémes. Une fraction rationnelle est le quotient de deux
polynémes p et ¢, définie par

f(x)-— p(x) _ao +'a117+-a219 + - Fapzx?
q(x) b0+b1$+b2x2+"'+bk$k

pour z € R tel que g(x) # 0 |. Autrement dit, f n’est pas définie aux abscisses = qui sont

des racines réelles de gq.
Exemples :

e les fonctions f(x) = % et g(x) = x% ont pour domaine de définition R\{0} et pour

graphes respectifs

flz)=1/x f(z) =1/22

z3 42241
x2—1
= (z —1)(x + 1) a pour seules racines x = —1 et x = 1.

e La fonction h(x) est aussi une fraction rationnelle, de domaine R\{—1, 1},
1

puisque 2 —
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Fonctions exponentielle et logarithme

La fonction exponentielle, notée exp (ou simplement e*), a les propriétés suivantes :

L4 Dexp =R

e | ¥ >0 |pourtout x eR

= e”e” | pour tous a,b € R

En particulier, e =lete @ = 1/e®.

eXp(x)v Dexp =R

1

g v

La fonction logarithme népérien, notée In, a les propriétés suivantes :

g Dln :Ri

o [In(1)=0| et |In(z)>0<=z>1

e [In(ab) =Ina+Inb

pour tous a,b € R¥

1
En particulier, In (—)
a

Les fonctions exponentielle et logarithme sont liées au travers des relations suivantes :

= —Ina.

pour tout x € Ri et

In(e®)

=T

In(z), Din = R

ey

[

pour tout x € R.
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Fonctions puissances

Soit a € R. La fonction puissance «, notée f(x) = x®, est définie par

o | Dy = Rj
o | 2% = exp(alnz) = ¥ 10
Exemples :

e Soit @« = 1/2 et z > 0. Par les propriétés de I'exponentielle, /2 > 0 et

(21/2)2 = g1 = z. Donc, | /%2 = \/z| pour z > 0.

flx) =z

| T

. ) , ) 1
e Soit « = —1 et x > 0. Par les propriétés de |'exponentielle, |27~ = — |
x
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Fonctions hyperboliques

e La fonction cosinus hyperbolique, notée ch (ou cosh), est définie par

chx =

et +e %
2

aVvec

Dy =R

e La fonction sinus hyperbolique, notée sh (ou sinh), est définie par

shx =

e” —€

2

avec

Dgp =R

e La fonction tangente hyperbolique, notée th (ou tanh), est définie par

the = —

shx
avec

chz

f(x) = cosh(x)

Propriété :

x

ch?z —sh2z =1

f(z) = sinh(z)

Dth :R

pour tout x € R.

f(z) =

Preuve : ch?z —sh?z = (chz + shxz)(chz —shx) = (e®)(e™ %) = 1.
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2.4 Composition des fonctions et fonctions réciproques

Dans cette section :
e Composition de fonction
e Fonction inversible et fonction réciproque

e Fonctions circulaires réciproques
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Composition de fonctions

Définition : La composée de deux fonctions réelles f et g est la fonction g o f définie par

(g0 f)(z) = g(f(x))

Son domaine est constitué des réels x du domaine de f tels que f(x) appartient au

domaine de g. Autrement dit, | Dyof = {z € Dy | f(z) € Dy}

On calcule g o f(x) comme suit :

x — fl@) — g(f(z))
\\_//v
(go f)(z)

On peut aussi introduire une variable de substitution : soit y = f(x). Alors,
go f(x) = g(y). En substituant la valeur de y, on retrouve g o f(z) = g(f(x)).

Exemple : Soit f la fonction carré et g la fonction sinus. Posons y = f(z) = x2. Alors,

(go f)(z) = g(y) = siny = sin(z?).



Fonctions inversibles

Définition : Une fonction réelle f : Dy — R est inversible si son graphe coupe toute

droite horizontale en au plus un point.
Exemples : La fonction cube est inversible, la fonction carré ne |'est pas.

e AL/

Nota : Remarquez I'analogie avec la définition de graphe de fonction!

Définition : On appelle ensemble image d'une fonction réelle f : D; +— R, I'ensemble
des valeurs de f, c'est-a-dire le sous-ensemble de R défini par

Iy =f(Dy) ={yeR|y=f(z),ze Dy}

Remarque : Si une fonction réelle f prend toutes ses valeurs dans une partie £ C R, alors on peut
la considérer comme une fonction définie sur Dy et a valeurs dans EZ et on note f : Dy — E.

Proposition : f: Dy — I est inversible si et seulement si pour chaque y € I,
I'’équation f(x) = y admet exactement une solution z € D¢, que I'on note x = f~1(y).

Exemple : La fonction exp : R — ]Ri est inversible. En effet, soit y € Ri et résolvons I'équation
e” = y. Comme y > 0, on peut prendre le logarithme et obtenir I'équation équivalente
In(e”) = Iny. Donc, x = Iny est I'unique solution cherchée.

Définition : Soit f : Dy — I; une fonction inversible. La fonction 1 It — Dy estla
fonction réciproque de f (en particulier, Dy = I¢).
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Propriétés fonctions des réciproques

Théoréme : Soit f : Dy — R une fonction d'une variable réelle. Si f est strictement
monotone alors f est inversible.

Preuve : Si f n'est pas inversible, alors il existe une droite horizontale de hauteur y qui coupe le
graphe de f en deux points distincts (z, y) et (z’,y) avec z < x’. Comme y = f(z) = f(z'), f
ne vérifie niz < 2’ = f(z) < f(z') niz <2’ = f(x) > f(a'). Par conséquent f n'est pas
strictement monotone. Ce qui prouve le théoréme par contraposition.

Propriétés :

e Si f est strictement monotone, alors sa réciproque f~! est aussi strictement monotone
et son graphe est obtenu par réflexion du graphe de f par rapport a la premiére
bissectrice (droite d'équation y = x).

f(z) () fla), f~H (=)

.. /
0. 7
S

/ i /y :.,.///w

e La réciproque de la réciproque de f est f : (f_l)_l =f

61



Fonctions inversibles et composition

Proposition : Soit f : Dy — Iy une fonction inversible. Alors, pour tout z € D et tout
Yy € Df—l,

[Ty =2z <= y=f(2)

Exemple : La fonction In : Rf’; — R est la fonction réciproque de la fonction
exp: R — R¥ et pour tout e Ret tout y e R¥, Iny =2 <= y=¢"

Proposition : Si f est inversible, alors pour tout z € D et tout y € Dy,

fTlof@)=2z et fof iy =y

Définition : La fonction identité de R, notée id, est la fonction de domaine D;g = R
définie par id(z) = x.

La proposition précédente se réécrit simplement a I'aide de la fonction identité.

Proposition : Si f: Dy — I est inversible, alors

fTlof=idlp, et fof~'=idlp _,
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Exemples de fonctions inversibles

e On a vu (graphiquement) que la fonction cube était inversible. Par définition de la racine
cubique, I'équation 22 = y admet pour solution = = Jy. Donc, 3/ est la fonction inverse de la
fonction cube.

e g:R — R définie par g(z) = 2> + 1 est inversible. En effet, soit y € R. Alors,
y::n3+1 — y—1=3r:3 — zx=3y—1

donc g est inversible et g7 ! (y) = ¥y — 1 pour y € D,-1 =R

e Procédons de méme pour la fonction h(x) =

T définie sur Dy, = R\{—1}. Soit y € R.

x3 +
Etudions I'équation 1= y.Six # —1 ety # 0, alors
T
5 3 5 3/ D
3 + 1 Y Y

5
Donc, h est inversible, D, 1 = R¥ et h_l(y) = F
Y
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Fonctions circulaires réciproques

Les fonctions circulaires ne sont pas inversibles, mais opportunément restreintes elles le

deviennent.
La fonction cosinus restreinte La fonction sinus restreinte a La fonction tangente restreinte
a [0, 7] est inversible [—7/2, w/2] est inversible a ] — w/2, 7/2[ est inversible

e On appelle arccosinus la fonction (notée arccos) réciproque de cos [[g,]- On a
Darccos = [_17 1] = Ic

s |[0,x]

Size[-1,1] et0€[0,m]: 6 = arccosz <= x = cosf

e On appelle arcsinus la fonction (notée arcsin) réciproque de sin |[[_r/2 r/2]- On a
Darcsin = [_17 1] = Is

in|[_r/2,7/2]

Size[-1,1] et € [—n/2,7/2] : O = arcsinz <= x = sinf

e On appelle arctangente la fonction (notée arctan) réciproque de tan |j_, /o r/2[- On a

Darctan = R = I,y |]—7r/2,7T/2[

SizeRetfe| —n/2,n/2[: 6O =arctanx <= =z = tan6
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Graphes des fonctions

arccos(x)

T
N

arccos, cos |[g,

\"W
! \..’ !
T .
1 e

arcsin, arccos et arctan a connaitre par coeur

arcsin(x) arctan(x)
sy
2
f f x x
-1 1
777777 -
2
arcsin, sin |[_ /2 /2] arctan, tan [j_r /o /2|
| "
| x ol
- \ 21
. |
| |
] ] ] ]
T T I I
-1 1 T L5
- |
1-3 R
| 2
| |
| |
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Exemples

Exercice : calculer arccos(1/2) et arcsin(sin(97/4)).
Solution :

Rappelons que si z € [—1,1] etsi 0 € [0, 7], 8 = arccosx < x = cosb.

Donc, 6 = arccos(1/2) si 0 € [0, 7] et cos§ = 1/2. On a donc | arccos(1/2) = /3.

Rappelons que si x € [—1,1] etsi 6 € [—n/2,7/2], 8 = arcsinz < x = sin#.
Hélas, dans cet exercice 0 = 97 /4 ¢ [—n/2,7/2].

Mais, par périodicité, sin(97/4) = sin(w/4 + 27) = sin(n/4). Comme 7/4 € [—7/2,7/2],
par les propriétés des fonctions réciproques, on déduit que

arcsin(sin(97/4)) = arcsin(sin(w/4)) = w/4 |
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TMB — Chapitre 3
Dérivées

Dans ce chapitre :
3.1 Limites, relation de prépondérance
3.2 Fonctions continues, développements limités d'ordre 0.
3.3 Fonctions dérivables, développements limités d'ordre 1, dérivées d'ordre supérieur
3.4 Extrema locaux et points d'inflexion, points critiques

3.5 Développements limités d'ordre quelconque et approximation locale.
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3.1a — Limites

e Soit £ € R. Voici une bande horizontale autour de y = /.

61 ) = I

Plus la largeur de bande € est petite, plus la bande est étroite et plus on se rapproche de la

valeur y = /4.
e Voici une bande verticale autour de x = a et un graphe de fonction restreint a une

bande verticale autour de z = a.
X

X a
.
B
.
.
.
.
.
.
.

T
\

Plus la largeur de bande § est petite, plus la bande est étroite et plus on se rapproche de la

= = Qa
i i‘f
0 )

valeur x = a.
Définition : Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle ouvert contenant a. On dit
que f admet une limite / € R lorsque x tend vers a et on note

¢ = lim f(x)

r—a

si toute bande horizontale autour de y = £ contient le graphe de f restreint a une bande

verticale autour de x = a (souvent, on écrit aussi f(z) — ¢ ).
r—a
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Exemples

e La fonction représentée ci-dessous converge vers £ = f(a) lorsque x tend vers a :

r = a

e Calculer

r =a

-

/€:

%=t

.

2
—4
lim :1:

x—2 r — 2

Lo

r=a

/

Lorsque z tend vers a = 2, 22 — 4 tend vers 0 et = — 2 tend vers 0. || semble ainsi
délicat d'évaluer £. Mais comme

on obtient

2

—4 -2 2
P4 _@-2@+) _
x — 2 x— 2

.oz -4

lim = lim z+ 2 = 4.
rx—2 1 — rx—2
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Limite a gauche, limite a droite

La fonction réprésentée ci-dessous n'admet pas de limite lorsque = tend vers a car pour
tout £ € R, on peut trouver une bande horizontale autour de y = £ ne contenant aucune
restriction du graphe de f a une bande verticale autour de x = a.

S

~ |

7 4

Par contre, cette fonction admet des limites a gauche et a droite en a.

Définition (limite a gauche, limite a droite) :
e f admet une limite ¢z a gauche quand z tend vers a par valeurs inférieures si toute
bande horizontale autour de /g contient le graphe restreint a une demi-bande verticale a
gauche de a. On note ¢y =lim,_, - f(x)

e f admet une limite £4 a droite quand x tend vers a par valeurs supérieures si toute
bande horizontale autour de ¢4 contient le graphe restreint a une demi-bande verticale a

droite de a. On note ¢4 = lim__, _+ f(x)

r = Qa
) : Yy = (/’(l
Yy = kg R
a

limite & gauche limite a droite

r = a
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3.1b — Relation de prépondérance et notation de Landau

Définition (notation de Landau) : Soit f et g deux fonctions réelles. On dit que f est
négligeable par rapport a g au voisinage du point a si on peut |'écrire sous la forme

f(z) = g(@)e(w),

ou € est une fonction réelle telle que lim €(x) = 0. On dit aussi que f est un petit o de g
r—a

et on note

f=o0(g9), lorsque z — a.

Remarque : lorsque la fonction g ne s'annule pas autour de a (sauf éventuellement en a) alors

f =o0(g), lorsque z — a. = f(x)/g(x) — 0, lorsque z — a.

En particulier, lim,_,, 0(g)/g = 0.

Exemples :

e Silimg—q f(x) =0, 0n a| f(x) = o(1), lorsque z — a.

En effet, lim,_,, f(x)/1 = lim,z_,o f(x) = 0.

e Soit a € R. Pour tous entiers m € N* et n e N,

(z—a)"™™" =o((x —a)"), lorsque z — a.

En effet, (x — a)™ " /(z — a)™ = (x — a)™ — 0 lorsque z — a puisque m > 0.
En particulier, z° = o(z), —z° = o(z?), (z — 4)" = o((z — 4)°), etc.

e Plus généralement, si a € R, pour tous o, 3 € R tels que a > £,

(x—a)® =o((z — a)B), lorsque = — a.



Notation de Landau : régles de calcul

Remarque importante : La notation de Landau f = o(g) se lit toujours de gauche a
droite. Ainsi, il est vrai que o(x) = o(1) lorsque x — 0, mais il est faux que o(1) = o(x)
lorsque  — 0. Par exemple, 2 = o(z) = o(1) mais = o(1) # o(x).

Regles de calcul : Exemples :
fo(g) = o(fg) ¢ (z—a)%((z —a)) = of(z - a)°)
f=olg)etg=o(h) = [f=o(h) o o(z%) = o(x)
f=o(h)etg=o0(h) = f+g=o0(h) o o(z?) + o(z*) = o(x?)
f=o0(h)etg=o0(k) = fg=o(hk) e o((z—a)?)o((zx —a)®) =o((x—a)7)

Remarque : Beaucoup d'ouvrages utilisent la notation "epsilon" ¢ a la place de la
notation de Landau. Pas d’inquiétude, il suffit juste se souvenir de |la définition des petits
o pour passer d'une notation a |'autre.
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3.2a — Fonctions continues

Définition — Soit f une fonction réelle et a € D¢. On dit que
e f est continue au point a € Dy si

lim f(x) = f(a)

r—a

e f est continue si f est continue en tout point a € Dy.

¢ f est continue a gauche (respectivement a droite) au point a € Dy si

lim f(z) = f(a) (respectivement lim f(z) = f(a)).

rx—a~ rz—at

| — . il

Qe

% -~ -

/ / /

continue non continue en a non continue en a
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3.2b — Développement limité d'ordre 0

Définition : Une fonction réelle f admet un développement limité (DL) d’ordre O au

point a si on peut |'écrire sous la forme

f(x) =ap +o(1l), avec apeR.

Proposition : Soit f une fonction continue au point a. Alors, f admet un DL d'ordre 0

au point a :

f(x) = f(a) +0o(1) |

Preuve : On a f(z) = f(a) + (f(z) — f(a)). Or, comme f est continue, lim (f(z) = f(a)) =0

ce qui signifie que f(xz) — f(a) = o(1).

Remarque : pour x proche de a, f(x) a pour valeur approchée f(a) et pour erreur

d'approximation associée f(z) — f(a) = o(1) :

flz) = f(a) + o(1)

| I | | —

valeur approchée de f(x) erreur d'approximation

Exemple : V1.1 = 1 + (vV1.1-1)

—

valeur approchée de v/1.1  erreur d'approximation
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3.3a — Fonctions dérivables
Motivation : Si z(t) représente la position d'un point en mouvement sur une trajectoire rectiligne,
par exemple un cycliste sur une route, la distance parcourue entre les temps t et t’ est donnée par

/

d = x(t') — z(t) et sa vitesse moyenne par v = t,d_t = w(ttaif(t). Sa vitesse instantanée a
I'instant ¢, si elle existe, vaut donc

xz(t') — z(t

v(t) = lim M
t! —t t—t
x

On note usuellement v(t) = z'(¢) ou v(t) = g OU encore v(t) = z(t).

Définition : Soit f : Dy — R une fonction.
e On appelle nombre dérivé de f au point a € Dy la limite

i 1)~ f(@)

r—a r—a

f'(a) =

si cette limite existe et appartient 3 R. On dit alors que f est dérivable en a.

e On appelle alors fonction dérivée de f, la fonction
f/ IDf/ —>R, x'—>f/(33),

ou Dy est le domaine de dérivabilité de f, c'est-a-dire le sous-ensemble de Dy
constitué des points ou f est dérivable.

Proposition : Si f est dérivable au point a, alors f est continue au point a.

Preuve : lim (f(z) — f(a)) = lim (W(Q: _ a)> — f(a)-0 = 0.
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Fonctions (non) dérivables

Remarque : Une fonction dérivable est continue, le contraire est faux. En effet, il y a des fonctions

continues qui ne sont pas dérivables.

S/ P -

/’_—: P . |
/ a / a /
non continue en a continue mais non dérivable en a dérivable
Exemples :

e La fonction racine carrée (définie sur R} ) n'est pas dérivable en 0 mais elle I'est en tout point
a > 0 car

limﬂzlim vz — Va = lim 1 = 1 .
she w—a e (Vi - Va)VaEtva) evavata | 2va

e La fonction In est dérivable sur ]ij et, par définition, (Inz)’ = L pourz € ]ij.
o f(z) =3z +sin(v/23 — 1) + In(3z% + 1) est dérivable sur

D={zeR|z®—1>0, 32° +1> 0} =]1, +-oo[.

e La fonction valeur absolue

x six=0
|z| = :
—x sixz <O

n’est pas dérivable en 0.



3.3b — DL d'ordre 1

Définition : Une fonction réelle f admet un développement limité (DL) d’ordre 1 au
point a si on peut |'écrire sous la forme

f(x) =ao +a1(z —a) + o(x —a), avec ap,a1 €R.

Proposition : Si f admet un DL d'ordre 1 en a, alors f admet un DL d’ordre O en a.
Preuve : En effet, ag + a1(x — a) + o(x — a) = ap + a10(1) + o(1) = o(1), d’apres les régles de
calcul des petits o.

Proposition : Soit f une fonction dérivable au point a. Alors, f admet un DL d’ordre 1
au point a :

f(z) = f(a) + f'(a)(z — a) + o(z — a)
Preuve : Puisque f est dérivable en a, on a lim; —.q (W — f’(a)) — 0, ce qui signifie que
Je)=1(@) _ f(q) = o(1). Don,

f(@) = f(a) + f'(a)(z — a) + (z — a)o(1)
= f(a) + f'(a)(z — a) + o(z — a) (d'apreés le regles de calcul pour les petits 0)

Supposons f(a) # 0 et f'(a) # 0. Lorsque z est proche de a, les termes du DL sont
écrits par ordre de grandeur :

terme dominant correction, plus petite erreur d'approximation, encore plus petite
T 1 1
/
fl@)= fla) + [fAa)@—a) + o(z —a)
L ] 1. 1
valeur approchée de f(z) erreur d'approximation
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Exemple

La fonction racine carrée, définie sur Ry par f(x) = 4/x est dérivable sur Ri‘;. De plus,

f'(x) = ﬁ pour z € R*, car si a > 0,

vz —+a 1 1

= lim

'(a) = lim .
f() r—a T —aq m—»a\/_—|-\/_ 2\/5

De maniére équivalente,

(x —a) +o(x—a)

f—f+f

d'ol (en prenant x = 1.1 et a = 1)

Vili=1+ %(01)+(\/_—(1+—(01))
= 1.05 4+ (vV1.1-1.05)

L
valeur approchée erreur

Remarque : en posant e(z) = ﬁ(w —a) 4+ o(x — a), on voit que limz_,, e(z) = 0.

Donc, la fonction racine carrée est continue au point a.
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Propriétes des fonctions dérivables

Proposition : Si f est dérivable en a, alors son graphe Y
admet une droite tangente A, au point (a, f(a)),
d’équation

A :| y= fla) + f'(a)(z - a)

Le nombre dérivée f'(a) est le coefficient directeur de la droite tangente A,

Théoréme : Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — R une fonction dérivable.

e Si f/(z) =0 (resp. > 0) pour tout x € I, alors f est croissante (resp. strictement
croissante).

e Si f/(z) <0 (resp. <0) pour tout x € I, alors f est décroissante (resp. strictement
décroissante).
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Dérivée des fonctions usuelles (a connaitre par coeur)

Cas particuliers de f(z) = = :

(%) = 2z (%) = 3z2

/
f(z) f(z)
™ n ™!
:Ea a ma—l
sin x Ccos x
Ccos T —sinx
_ 2
tan x 5 = 1+ tan“x
Ccos® x
e® e”®
1
Inxz —
T

1 1 1 2
(LY =-% (&) =-3%
(\/5)/ = 2\1/5
] 1
arcsin x —_—
V1 — x2
1
arccos _
V1 — x2
1
arctan x L5 22
T
sinh x cosh x
cosh x sinh x
1
tanh = — s = 1—tanh?z
cosh“ z
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Dérivée de la somme et du produit de fonctions

Proposition : Soit f et g deux fonctions dérivables et A € R. On a

o | (f(@)+g(@) = f'(z) + g (2)

o | (Af(®@) =Xf(z)

o | (f(x)g9(2))" = f'(z)g(z) + f(x)g'(x) | régle de Leibniz

°
v,
=
&
H*
L
o
5
")

si g(z) #0, on a

Exemples :

e f@ = f@)=

t

/
* 0=

h'(t) =

(e’

(L) __f'@)
f(x) f(z)?
(£ ) @@ — 1) g @)
9(z) g(x)?
+ 1
~ (Inxz)? T zln?g

+te")(t+1) —te?  (t2+t+1)e

(t+1) o ()2
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Dérivée d'une fonction composée

Proposition (régle de la chaine) : Soit f et g deux fonctio
composée, alors

(g0 f)(z) =g'(f(2)) f'(z).

Preuve : Calculons la limite du taux d’accroissement. On a

lm]gof@)—QOfW)zlml(ﬂf@D-ﬂﬂﬂﬁD

ns dérivables et g o f leur

r—a

T —a f(z) — f(a)
= ¢'(f(a))f'(a).

En particulier :

>(ﬂ@—f@»

(car f et g sont dérivables)

/

(fa)/ _ Oéfa_lf/, (ef)/ _ eff', (lnf)’ J

Y

(sin f)" = (cos f)f’

Exemples :
e h(z) = (Inz)?

1
Posons f(x) = Inx. Alors, h = f2. D'ott, h' = 2ff’, c’est-a-dire h/(z) = 2lnz —

o k(z) = In(z?)

Posons f(x) = z2. Alors, k = In f. D'ou, k' = f’/f, c'est-a-dire k'

2Inx

xT

2x 2
(x) = 22 -
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Exercice

Calculer les dérivées des fonctions suivantes.

1
o hiz) = ——
Inzx
Solution : h = 1/u, d'ot b/ = —u’/u? soit
1/x 1
h, = — = -
(z) (In x)?2 z(In x)?

e y(t) = t3 sin3(¢)

Solution : On applique la régle du produit, puis (u3)’ = 3u?u/, d'ou

' (t) = 3t2 sin®(t) 4 t> 3sin?(¢) cos(t)
— 3t2 sin?(t)(sin(t) + t cos(t))
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Dérivées des fonctions réciproques

Proposition (dérivée de la réciproque d’une fonction) : Soit f : Dy — R une fonction
inversible. Si f est dérivable, alors sa fonction réciproque f~1 I'est aussi en tout point
x € Dy vérifiant f’ (f7'(z)) #0eton a

1

—1\/ A S |
R )

(%)

Preuve : En dérivant I'égalité = = f o f~'(x), on obtient (d’aprés la régle de la chaine) :
1= (for™) @=1("@) (") @ (%)

Si ' (f ' (x)) # 0, (%) suit, sinon (*%) n'a pas de sens.

Exemples : dérivées des fonctions circulaires réciproques.

1 1 , 1
— — arcta =
V1 — x2 V1 — x2 retan’(z) 1+ 2

Preuve : On démontre la troisieme formule, les autres se démontrant de maniére similaire. En
prenant f = tan |j_r 2, x.2[ €t f~! = arctan dans (%), on obtient :

arccos’ (z) = — arcsin’ (z) =

1 1 1
t ! - = fd
arctan (z) 1 + tan? (arctan(z)) 1 + (tan (arctan(:r:)))2 1+ 22
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Dérivées d'ordre supérieur

Définition :
e Si f est dérivable et si f’ est dérivable, on appelle dérivée seconde de f et on note f”
la dérivée de f’.
e Si f, f’, f" sont dérivables, on appelle dérivée troisiéme de f et on note f(3) la dérivée
de f”.

e Soit n € N, on définit de méme la dérivée d’ordre n de f, f(") = (f(»=1)) en dérivant
f successivement n fois.

Exemples :
e Soit f(z) = z* pour z € R. Alors,

fl(x) =32, f'(z) =6z, f"(x)=6, f"(x)=0 pourn>4.

e La fonction h(z) = xz+/ est dérivable sur Ry et h'(z) = (23/?) = %x1/2 = 2z mgis h
n'est pas deux fois dérivable en = = 0. Elle I'est en revanche pour = > 0 et h”(z) = ——.

Ve
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3.4a — Extrema locaux et points d’inflexion

Définition : Soit f une fonction et a € D¢. On dit que

_%
/T

! a
dans un intervalle Ja — d,a + §[ autour de a. minimum local

e a est un minimum local de fsi| f(x) = f(a)

e a est un maximum local de f si| f(z) < f(a) \: R ;

a
maximum local

dans un intervalle Ja — d,a + §[ autour de a.

L'ensemble des minima et maxima locaux est appelé I'ensemble des extrema locaux.

§

e a est un point d’inflexion de f si le graphe de f

. . |
change de concavité au point a.

point d'inflexion

\

Q4

Proposition : Soit f une fonction dérivable (resp. deux fois dérivable) en a € Dy.
e Si a est un extremum local de f, alors f'(a) = 0.

e Si a est un point d’inflexion de f, alors f”(a) = 0.

Remarque : Dans la proposition précédente, aucune des deux réciproques n’est vraie.
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3.4b — Points critiques

Définition : Soit f une fonction dérivable. a € D est un point critique de f si

f'(a)=0]

Dans ce cas, la tangente A, est la droite horizontale d'équation | y = f(a)

Exemple : Le graphe de la fonction f(z) = (z—1)?+1
est une parabole. Ona f/'(x) =2(x—1),donca =1 \ f
est un point critique de f. La droite tangente A,, qui
a pour équation
A
y=1+0(x—1)=1, ' a

est bien horizontale. r=a
Remarque : Un point critique a peut n'étre ni un mi- i .

a

nimum, ni un maximum. C'est le cas si a est un point

d’inflexion point critique et point d’'inflexion

Proposition : En un point d'inflexion a (critique ou non), le graphe de f traverse la
droite tangente A,.
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Nature d'un point critique

Définition : Une fonction réelle f admet un développement limité (DL) d’ordre 2 au point a si on
peut I'écrire sous la forme

f(x) =ao +ai(zx—a)+ az(x — a)2 + (x — a)Qe(:n)
=ag +ai(zx —a)+ +az(x — a)2 + o((x — a,)2),
ol ag, a1, as sont des constantes réelles et € une fonction réelle telle lim,_,, e(x) = 0.

Théoréme de Taylor-Young : Soit f une fonction deux fois dérivable au point a. Alors, f admet
un DL d'ordre 2 au point a :

(x —a)® + o((z — a)?)

Fl@) = f(@) + £ (@) —a) + T

Corollaire : Soit f une fonction deux fois dérivable et a un point critique (f’'(a) = 0). Alors,

e si f”(a) > 0, a est un minimum local.
De plus, f est convexe dans un intervalle Ja — §, a + &[ autour de a.

e si f(a) <0, a est un maximum local.
De plus, f est concave dans un intervalle Ja — §, a + [ autour de a.

e si f” change de signe au point a, a est un point d’inflexion.

Preuve partielle : Supposons que f”(a) > 0. On applique le DL d'ordre 2. Comme f’(a) = 0, on
a pour x proche de a,

@ s =@ 0 e @ w?)
L >0 de signe inconnu mais plus petit
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Exercice

x
Trouver les points critiques de la fonction f(x) = W et déterminer leur nature.
m —
Solution : f est définie et dérivable sur Dy = {x € R |  # 1}. Cherchons les points critiques :

3z%(x — 1)2 — 23 2(x — 1) B 3z2(x — 1) — 223 B x> — 3z2 B z?(x — 3)

f/(x): (:C—l)4 (3:—1)3 B (33—1)3 B (x_l)S

Donc f/(x) = O si et seulement si x = 0 ou = = 3. Par conséquent, il y a deux points critiques :
r=0 e z=3.

T Arivé : / mQ(x — 3)
Pour connaitre leurs natures, calculons la dérivée seconde. Puisque f'(z) = W,
#(z) = (2z(z — 3) + 2?) (z — 1)®> — 2°(z — 3) 3(z — 1)
(z —1)°
(322 — 6z) (z — 1) — (32> — 92?)
- (v —1)*
323 — 322 — 622 + 62 — 32> + 922
B (2 — 1)*
6x
= m.
Alors :
e Enz=30ona f’(3)= ;—2 > 0, donc x = 3 est un minimum local.

e Enxz=00na f”(0) =0 eton ne peut, a priori, pas encore conclure. Mais, la formule pour f”
montre que cette derniére change de signe en =z = 0, donc x = 0 est un point d’inflexion.
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3.5 - DL d'ordre n

Définition : Soit n € N. Une fonction réelle f admet un développement limité (DL)
d’ordre n au point a si on peut |'écrire sous la forme

f(x) =ap +ai(z —a)+az(x—a)* + -+ an(z —a)” + o((x —a)"), lorsque x — a
ol ag,a1,asz,...,an, sont des constantes réelles.

Théoréme de Taylor-Young : Soit f une fonction continue n fois dérivable au point a.
Alors, f admet un DL d’ordre n au point a :

f™(a)

n!

(0= a)? 4ot (&= )" + of(z — a)")

f(@) = f(a) + f'(a)(z —a) +

f"(a)
2

" (n)
Définition : P(z) = f(a) + f'(a)(z —a) + fT(a)(:c —a)? + -+ fn—,(a)(:c —a)” est
appelé polynome de Taylor de f d'ordre n au point a.
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Exemple

Soit f(z) = e pour x € R et a = 0. Alors, f est dérivable autant de fois qu'on le
souhaite et f(")(z) = e®. Donc,

1
e’ =1+x+ §x2 + o(z?).

Voici les graphes de f(xz) = e” (en bleu) et de son polynéme de Taylor d’ordre 2,
P(z) =1+ x+2%/2 (en rouge).

251

Rappelons-nous que le théoréme de Taylor-Young est pertinent pour x proche de a = 0.
On constate en effet que I'erreur d’approximation o((xz — a)?) est bien meilleure en
r=01quenx=1:

fl)y - P(1)=e—(1+1+1/2) ~ —0.83
£(0.1) = P(0.1) = €' — (1 + 0.1 4 0.01/2) ~ —0.0018
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Exercice

Déterminer les DL a 'ordre 2 de la fonction

fla)= ="

24+ x

aux pointsa = 0 et b = 1.

Solution : Calculons les deux premiéres dérivées de f :

, —24z)—(4—1x) 6
(2+ ) (24 x)
" —2(2 + ) 12
:—6 ==
*© Ena=0: 4 6 3 12 3
0) = — =2, "0)=—= = —=, "(0)= ===,
FO) =S =2 fO=-;=-2 f'0=="=12
d ooy 3 T 0
onc = — =X — X o\r ), orsque xr — U.
+ x 2 4 .
©Enb=1 3 6 2 12 4
HN==-=1, ffl)=—===, f"1)== ==,
FO =S =1 f=—2=—2, )= ==
4 — 2 2
donc T (-1 + =(z—1)%+0o((z —1)?), lorsque z — 1.
+x 3 9
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Estimation du reste

Théoréme de Taylor-Lagrange : Soit n € N et f une fonction dérivable n fois sur [a, b]
et n + 1 fois ]a, b[. Alors, pour tout x €]a, b], il existe ¢ €]a, x| tel que

£ (a)

n!

n f(n+1)(c) n+1
(a:—a) I+Im($—a) +

erreur d'approximation

f(x) = fla) + f'(a)(@ —a)- - +

valeur approchée de f(z)

En particulier, si |f(”+1)| est bornée par une constante M, |'erreur d'approximation
vérifie |'estimation suivante

M

—x_an—}—l
(n—l—l)!| |

[f(z) — P(2)] <

=

ou P(xz) = f(a) + f'(a)(x —a)--- + %(m — a)" est le polynéme de Taylor de f.
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Exercice

e Montrer que pour tout x = 0 on a

3 1

l—z+4+2°—2 < <1—x+x2—x3+x4.
l1+=z
Solution : Pui a1y ™ it, par la formule de Taylor-L
olution : Puisque —— = (— ————— on sait, par la formule de Taylor-Lagrange,
a dzm 1+ x (1+z)nt! P Y grane
que pour tout z = 0 il existe un ¢ compris entre 0 et x tel que
1 2 3 4 n 1 n
=l—-z+z"—z"4+2 —- -+ (1) ——m=x .
14+ (=D (14 c)ntt
Puisque 0 < ¢ < x,onac+ 1> 1. Donc, pour n = 3 on a (—1)° (1+1€)4 > —1 et donc
1 1
:1—x+x2——w3>1—w+x2—x3.
1+ (14 ¢)4
_ Y41
Et pour n =4 ona (—1) e < 1, donc
r 2 3 1 4 2 3 4
=l—-z+4+2" -2+ ——2 <l—z+2" —x" +x .
14+ (1+c¢)d
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Exercice (suite)

e Pour quelles valeurs de x > 0 peut-on dire que 1 — z + % — z3

10~ pres, c'est-a-dire telle que

1

est une approximation de

T —(1l—z+2*—2%)|<107* 7
x
Solution : Des inégalités
1
l—z+2°—2 <1 <1—x+a:2—a:3+:c4
—x
on déduit que
1
Oér—(l—x+x2—x3)<x4.
x
Il suit alors que
1 _
; —1l-z+2z>-2%)<107*
—x

—1

si on prend x < 1071, car dans ce cas on a bien z* < 1072,

1
1+x

a
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TMB — Chapitre 4
Intégrales

Dans ce chapitre :
4.1 Intégrale de Riemann
4.2 Primitives, théoréme fondamental de |'analyse
4.3 Calcul des intégrales et des primitives : intégration par parties (IPP)
4.4 Calcul des intégrales et des primitives : changement de variable

4.5 Calcul des intégrales et des primitives : fractions rationnelles, fractions en sin et cos
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4.1 — Intégrale simple de Riemann

Définition : On appelle subdivision de [a, b] un ensemble fini de points S = {zg,...,xn}
tel que
a=x0 <21 < <Tp_1<xTp =0>.
Le pas §(S) de la subdivision est le plus grand des nombres x; — x;_1 ou i € {1,...,n}.
S i ] R
b1 b2 ps3 bi Pn
6(S)
e Pour tout choix de n points p; € [z;—1,2;], i € {1,...,n}, on appelle somme de
Riemann de f le nombre
n
R(f; Si{pi}) :== Y, (i — 1) f(ps)
i=1
f(z)
f(ps)
o —
e Dans cette somme, chaque terme d \
: i a / 'pi P b
(z; — xi—1)f(p;) représente l'aire N

. % ¢ x
algébrique du rectangle de base i Ti—1 T4 \\ i
[:L’Z'_l, :L’Z] et de hauteur f(pz)

"\
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Intégrale simple de Riemann

Théoréme : Si la limite lims(s)_,0 R(f; S; {pi}) existe alors elle est indépendante du

choix des points p;, on la note

fb f(2) da =

lim R(f:S:{p;
5T (f;S;{p:})

Définition : Lorsqu’elle existe et qu'elle est finie, on appelle cette limite I'intégrale (de
Riemann) de f sur [a,b] et on dit que f est intégrable au sens de Riemann.

Proposition :

e Toute fonction continue sur [a, b] est intégrable au sens de Riemann.
e Toute fonction monotone sur [a, b] est intégrable au sens de Riemann.
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Signification géométrique de |'intégrale simple

Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable. La limite SZ f(x)dz s'interpréte comme |'aire
algébrique de la portion du plan comprise entre le graphe de f et I'axe des abscisses.

b
3 f f(x)dx : aire algébrique sous le graphe de f

f(x)

7 N

L'aire algébrique est obtenue en faisant la somme algébrique de chacune des portions
d’aire comprises entre le graphe de f et |'axe des abscisses : on ajoute les aires au dessus
de I'axe des abscisses, auxquelles on retranche celles qui sont en dessous.

b
) f |f(x)|dz : aire sous le graphe de |f|

| f(2)]

Tm
L 2 XT
‘a// hN _7b
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Propriétés des aires algébriques

Soient f, g : [a,b] — R deux fonctions intégrables et c € [a, b]. Soit A € R.

c b b
e Relation de Chasles : f f(zx)dx —I—J flx)dx = J f(x)dx

T /\f+[ /\sz Yoy

| a b

| o o«

Notation : Pour que la relation de Chasles soit vérifiée quelles que soient les positions relatives

a b
des abscisses a, b, ¢, on définit : f f(x)dz := —J f(x)dz.
b a

A

b b
e Si f(x) < g(x) pour tout x € [a, b] : J flz)dz < f g(x)dx

b b b
e Principe de linéarité : f (f(z) + Ag(z))dz = f f(z)dx + AJ g(z)dx

a a

1 1 1
Exemple : J (3cosx + 5sinx)dx = 3] cos zdx + 5J sin zdx
0 0 0
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4.2a — Primitives

Définition : On dit que F': [a,b] — R est une primitive de f :
dérivable et que pour tout x € [a,b], on a F'(z) = f(x).

[a,b] = R si F est

On note Jf(x)doc = F'(z) + C | (avec C € R) pour dire que F' est une primitive de f.

Proposition : Si F et I sont deux primitives de f sur [a, b], alors il existe une constante

réelle C telle que F = F + C

Preuve : Ona (F — F) = F/ — F' = f — f = 0 sur [a, b]. Donc, F — F est constante.

Exemples a connaitre : Ci-dessous, a # —1 et C € R.

1
f—dw=1n|:c|+C
x

Jsinxdm = —cosxz +C

J
| 7=

Jcosxda: =sinz + C

shxdr =chxz +C Jchxd:czshsc—i-C’

dr = arcsinxz + C J
V1 — 2 V1

= arccosx + C

Jexdx=6x+0

1
J dr = tanxz + C
cos?2

1
JCthd:czth:c—i—C’

1
J dxr = arctanx + C
1+ z2
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4.2b — Théoréme fondamental de |'analyse

Théoréme : Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Alors,
e f admet une primitive F' sur l'intervalle [a, b]. Pour x € [a,b], F(x) est I'aire algébrique
sous le graphe de f entre les abscisses a et x, c'est-a-dire

F(z) = F F(t) dt

e Réciproquement, si F' est une primitive de f, alors I'aire algébrique sous le graphe de f
entre les droites verticales d'abscisses a et b est donnée par

b
f f(x)dz = F(b) — F(a)

Preuve : Soit ¢ € [a, b] et = un point proche de c. Par la relation de Chasles, F/(x) — F(c) = {7 f(t)dt
est |'aire comprise entre ¢ et x. Comme f est continue au point ¢, toute bande horizontale autour de f(c)
contient la restriction du graphe de f a une bande verticale.

Pour z proche ¢, I'aire {7 f(t)dt est ainsi comprise entre les aires de deux rectangles [f(c) — ¢/2](z — ¢)
et [f(c) + ¢/2](z — ¢). D'ob, f(e) — ¢/2 < FE=FE)  r(c) 4 ¢/2 et donc
limg . ZEI=E(E) — ¢(c). Enfin, par définition de F, F(b) — F(a) = F(b) = {® f(z)da.

r—cC

e Notation : On note | [F(2)]% := F(b) — F(a)

102



4.3 — Technique pour calculer une intégrale | : intégration par parties

Proposition (intégration par parties (IPP)) : Soient f et g deux fonctions dérivables,
dont les dérivées sont continues sur [a, b]. Alors,

b b b
f f(@)g (@)de = [f(z)g(x)]" — f f(@)g(x)dx

Preuve : Il ne s'agit que de la version intégrale de la formule de dérivation d'un produit. La
fonction fg est dérivable car f et g le sont et (fg)' = f'g + fg’. En intégrant cette égalité entre
a et b et en utilisant le principe de linéarité, on obtient d'une part

b
j (f9) (@)dz = (fg)(b) — (f9)(a) = [f(x)g(x)]".

et d’autre part

b / / b !/ b /
f (F'g+ o) ()dz = f f (x)g(z)dz + j f(2)g' () dz,

d’ou le résultat annoncé.

Exemple : Calculer I'aire algébrique sous la courbe de f(x) = xz cosx entre a = 0 et b = .
On pose
f(z) =2 et g'(z)=cosuz,

avec
f'(x) =1 et g(z)=sinz.

On a alors :

fﬂazcosazd:c = [:csinw]g —Jﬂ sin xdx = [acsina:—l—cosa:]z)T =—1—-1=-2
0 0
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Intégration par parties : application au calcul de primitives
e Calculer fxcos xzdx. On pose
f(x) =2 et g'(z)=cosz.
Alors, f(x) = x est dérivable et ¢’ (z) = cos x est la dérivée d'une fonction :
f'(x) =1 et g(z) =sinz.
D'ou
choswdw = xsinx — Jsinxd:c =xsinx +cosx +C, CeR.

e Calculer Jcos2 xdxz. On pose f(x) = cosz et g’ (x) = cosz. Alors, f'(x) = —sinz et

g(xz) = sinx. Donc
fcos2 xdx = sinx cosx + fsin2 xzdx + C1, C;€eR.
Puisque sin®z = 1 — cos? z, on obtient

jcos2 xdxr = sinx cosx + J(l — cos® x)dz + C
= sinaccosx—i—fd:z; —fcos2 xdx + C1
=sinxzcosxz + x + Cs —fcos2 xzdx + C1, C1,Cs €eR.

Il suit que 2Jcos2 xzdxr = x 4+ sinxz cosx + C1 4+ C5 et par conséquent, en posant
C = (C1 + C2)/2,

1
fcos2 rdr = 5(3: +sinxzcosxz) + C, CeR.
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4.4 — Techniques pour calculer une intégrale Il : changement de variable

Proposition : Soient I un intervalle de R, f : I — R une fonction continue et
g : [¢,d] — I une fonction dérivable, dont la dérivée est une fonction continue. Alors,

d g(d)
j F(a(8))g (H)dt = f f(x)da,

g(c)

et poser x = ¢(t) (t € [c,d]) s'appelle faire un changement de variable.

Preuve : Le résultat se déduit de la formule de dérivation d'une fonction composée et du théoréme
fondamental de I'analyse. Soit F' une primitive de f (c’est-a-dire F' = f) qui existe puisque f est
continue. En intégrant entre c et d I'égalité F'(g(t))g’(t) = (F o g)'(t), on obtient

d d
| Flew)g @ = [ o gy @ar

C

= (Fog)(d) —(Fog)(c) (dapréslethéoréme fondamental de I'analyse)

= F(g(d)) — F(g(c))

g(d)
= f F'(x)dx (d’'aprés le théoréme fondamental de I'analyse)
g(e)

Ceci prouve le résultat puisque F’' = f.

105



Le changement de variable en pratique : calcul d'intégrale
Dans la pratique, on effectue un changement de variable pour calculer SZ f(x)dx quand

on ne reconnait pas immédiatement la forme (normalement plus simple) Sf f(g(8)g’(t)dt.

Il est alors commode de retenir le résultat précédent (dans le cas ou g est inversible), en
introduisant |'algorithme suivant.

On pose une nouvelle variable ¢t = h(x)

On calcule les nouvelles bornes d'intégration : ¢ = h(a), d = h(b)

On inverse la fonction h : = g(t) si c'est possible

Le plus souvent, on note dx = ¢'(t)dt, de sorte que

b d
j f(@)da = J F(a(8)g' (B)dt;

plus rarement on joue avec |'expression dt = h'(x)dx

Exemple : Déterminer |'aire sous la courbe de f(z) = v/ + 1 entre les abscisses a = 0 et b = 1.

1
Pour calculer v+ 1ldx,on poset =+/x+ 1. Alors, t =1quand x =0ett = NG quand
x = 1. De pIus?x = ¢2 — 1, donc dx = 2t dt et par conséquent
2 3:|\/§ 2

1 V2 o
J \/sc—i-lda::f 2t dtz[gt =3(2\/§—1).
0 1
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Changement de variables - exemple calcul d aire

Exercice : Calculer I'aire du disque D = {(:c, y) e R? | 22 + 92 < 1}.

Solution :

1
Aire(D) = 2 Aire(D™") = QJ V1—2x2dx
—1

y=14/1-— z2
—1f DT 1
X
e Posons t = arcsin(x).
e Les nouvelles bornes d’intégration sont : arcsin(—1) = —n/2 et arcsin(1) = /2.

e x = sin(t) et donc dx = cos(t)dt.

Finalement,

Aire(D) = 2 Jﬁ/z A/1 — sin?(t) cos(t)dt

—7/2
/2

/2 /2 1
= QJ cos?t dt = f 1 + cos(2t) dt = [t + = sin(2t)]
2 —7/2

—7/2 —7/2
= (7/24+047/2-0) =,
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Le changement de variable en pratique : calcul de primitive

Dans la pratique, on effectue un changement de variable pour calculer une primitive
lorsqu’on est confronté aux mémes difficultés que pour le calcul d’une intégrale : on doit
calculer § f(x)dz mais on ne reconnait pas la forme (normalement plus simple)

§f(g(t)) g’ (t)dt qu'elle cache.

Dans ce cas, il est commode de retenir la méthode en introduisant I'algorithme suivant.

On pose une nouvelle variable ¢t = h(x)

e On inverse la fonction h : x = g(t)

On note dx = ¢'(t)dt, de sorte que Jf(x)da: = J-f(g(t))g'(t)dt

t=h(x)

On calcule une primitive ¢ de (f o g)g’ et on remplace ¢ par sa valeur :

| 1@z = (o) + 0) o(h(z)) + C

t=h(x) -

Exemple : Pour calculer la primitive J\/a: + 1dx, on pose

t=+x+1 donc z=1t>—1, dx = 2tdt

et par conséquent

2 2
Vo + 1dx = | 26%dt = 2% + C S 13?2 + C.
J v v J 3 + t=~/T+1 3 (m + ) + ]_08



Changement de variables - exemple primitive

11233

dx.

Calculer la primitive f
x

1
e Soit g(z) = Inz. Alors, In?z = g(z)? et ¢'(z) = = et
x

In? 1
J dr = Jg(a:)Qg’(x) de = —1Inz + C.
T 3
Question : quelle était la fonction f utilisée dans cet exemple ?

e Ici, on a reconnu immédiatement la forme § F’ o g(x)g’(z)dx (pour quelle F, d'ailleurs ?)
Si on ne s'en était pas apergu, on aurait pu poser

t =1In(z) donc z=¢€' dx=c¢€'dt

et obtenir
1 2 1 ty)? t3 1 3
J gy = (O gy = t?dt|, == +C _@ o
x et t=In(x) 3 t=In(z) 3

t=In(x)
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4.5 — Fractions rationnelles

Rappel : Un polynéme réel s'écrit comme une combinaison linéaire de mondmes :
n
P=apg+aix+---+anx, ag,...,an € R.

De méme, toute fraction rationnelle (c'est-a-dire toute fraction de deux polynémes réels
F = P/Q) est une combinaison linéaire d'objets plus simples, que nous commeng¢ons par décrire.

Théoréme (division euclidienne des polynémes) : Soit F' = P/Q une fraction
rationnelle. Il existe un unique polynédme E et un unique polynéme R tels que

R
F=F+ 6’ et degR < degQ@.

Le polynéme FE, quotient de la division euclidienne de P par @, est appelé la partie
entiére de F'. Le polynéme R est égal au reste de la division euclidienne de P par Q.

Exemple : montrons que la fraction rationnelle F = P/Q = (1 + 622 + 423)/(2z — 1) a pour
partie entiére E = 2x2 + 4z + 2. En ayant pris soin d’écrire les polynémes P et Q suivant les
puissances décroissantes, la division euclidienne de P par @Q s'effectue de la maniére suivante :

42° + 62° +1|2z—1
— 42° 4 222 | 227 + 4z + 2
8x?
— 82 + 4x

4r + 1

—4x + 2

3

4z° + 627 + 1

Ainsi, E = 222 + 42 4+ 2 et R = 3 de sorte que T T = (22° + 4z + 2) + .
2z — 1 2z — 1
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Elements simples de premiére espéce
Définition : Soit ' = P/Q une fraction rationnelle et a une racine réelle de @) de
multiplicité n. Les éléments simples de premiére espéce associés sont les fractions
rationnelles

A Ao An
r—a (x—a)?2 7 (z—a)’
ou Aq,...A, sont des constantes réelles.
Exemple : Soit
2
z¢+x+1
F =

x3 — 222 +x
Comme Q = 23 — 222 + © = z(2? — 22 + 1) = z(z — 1)2, on obtient

22 +x+1

B

Les racines de (Q sont a; = 0, de multiplicité n1 = 1 et as = 1, de multiplicité no = 2.
F' admet un élément simple de premiére espéce associé a la racine a; = 0, de la forme

A

X

et deux éléments simples de premiére espéce associés a la racine a = 1, de la forme

B C
r—1 (r—1)2
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Elements simples de deuxiéme espéce
Définition : Soit F' = P/Q une fraction rationnelle. Supposons que ) s'écrive

Q = (2> + bz 4+ ¢)"R,

ol le trinéme réel 22 + bx + ¢ n'a pas de racine réelle, n est maximal et R est un
polyndme réel. Les éléments simples de deuxiéme espéce associés sont les fractions
rationnelles
Aizxz + By Asx + Bs Anx + Bp,
22 +br+c  (z2+bx+c)2 7 (224 bx+ o)

Y

ou Ai,... A, sont des constantes réelles.

Exemple : Soit

1
25 4223 + o
Comme Q = 2° + 223 + 2 = x(z* + 222 + 1) = z(2? + 1)2,
1
Fo—
z(x? + 1)2

Notons que x2 + 1 n'a pas de racine réelle. F admet donc un élément simple de premiére
espéce, de la forme

A

x
associé a la racine a = 0 et deux éléments simples de deuxieme espéce , de la forme

Bx +C Dx+ FE
2 +17 (22 +1)2
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Décomposition en éléments simples d'une fraction rationnelle

Théoréme (décomposition en éléments simples) : Toute fraction rationnelle est la
somme de sa partie entiére et de ses éléments simples.

Exemple : Soit
1
x4 + x2’
Remarquons que le numérateur P = 1 est de degré strictement inférieur au dénominateur
Q = z* + z°. Donc, F a pour partie entiére E = 0.

F =

A B t Cx+ D

De plus, Q = R a}z(ng + 1). Les éléments simples de F' sont donc 2052 € o et

par le théoréme,
1 A B Cx+ D

zt + 22 oz 22 x2 +1
Il reste a identifier les constantes A, B, C, D. Or,
A B Czx+D Az(z® +1) + B(z® + 1) + 2*(Cz + D)

+— +
x  x? x2 +1 x2(x?2 4+ 1)
_ (A+C)2® 4+ (B+ D)z® + Az + B

x4 4+ 2

En identifiant 3 F = —1— on trouve
rx*+x

A+C=0 A=0

B+D=0 B =1

A=0 C=0

B=1 D=-1
1 1 1

et donc — = — —
xt + 22 x?2 x?2 41
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Intégration des fractions rationnelles

Remarque : Toute fraction rationnelle F' est la somme de sa partie entiére et de ses
éléments simples. Pour intégrer F', il suffit donc de savoir intégrer un polynéme (déja vu)
et des éléments simples.

Proposition : Soit a € R et b € R*. Alors,

r—a

1
o J de =In|z —a|+C

1

1
in=>2 |———dz=— C
e sn f(w—a)n v (n—1)(x —a)r—1 +
1 1

f dxr = — arctan (u + C
b2 4+ (x — a)? b b

3 2
. L. 4z346x°+1 _ o, 2 3
Exemple : On a vu précédemment que ==5"5"— = 2z~ + 4z + 2 + 5=

T- Par conséquent,

4e® 4 6a? 4 1 1 2 3
J T 2—1— wl-l- dex = —:133+2:E2+2£L’+5 In[z—1/2|+C
T —

3
de = | (2z*+4z+2) d —J—
v J<x+x+)w+2 x—1/2 3
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Intégration des fractions rationnelles en sin et cos

Voici quelques régles pratiques (régles de Bioche simplifiées) pour calculer I'intégrale
d’une expression rationnelle en sin et cos. Soit f une fraction rationnelle.

Régle 1 : Si 'intégrale est de la forme

[ t =sinz
o f(sinz) cosx dr = ff(t) dt on pose B
J b —sin o dt = cosx dx
o Pf(cos x)sinzdr = —ff(t) dt on pose ilt:_cos v d
) fcos 2 =—sinz dx
Exemple : f sinz_ f L 1 !
cos? t2 t=cosx B t t=cosx - cos x .
Régle 2 : Dans tous les autres cas, on pose | t = tan(xz/2) |, donc :
1—t? 2t 2
cosx = sinx = et dr = dt
1+ ¢2 1 +t2 1+t2
E le :
xempre 1 14+62 2 1
J —_ dx S dt - J — dt
sin x 2t 1+t t—tan(z/2) t li—tan(z/2)
- ln(t)‘ — In(tan(z/2)).
t=tan(xz/2)
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TMB — Chapitre 5
Equations différentielles ordinaires (Edo)

Dans ce chapitre :
5.1 Généralités sur les équations différentielles ordinaires
5.2 Equations différentielles ordinaires linéaires d’ordre 1 - condition initiale
5.3 Equations différentielles ordinaires d'ordre 1 a variables séparées.

5.4 Equations différentielles ordinaires linéaires d'ordre 2 a coefficients constants - conditions
initiales
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5.1 - Généralités

Définition : Une équation différentielle ordinaire (edo) est une équation dont I'inconnue
est une fonction d'une variable.

Une telle équation s’écrit généralement
F(t,(t),2(t), 2/ (8), 2" (2), ..., =™ (1)) = 0 (E)

ou l'inconnue est la fonction = : I — R définie sur un intervalle ouvert I — R.

Définition : On appelle ordre de I'équation différentielle (E), I'ordre de dérivation le
plus élevé qui apparait dans |'équation.

Exemples :
o f'(z) = f(z), f(0)=1 inconnue : fonction f de la variable x, ordre : 1
o 2 (t) + wz(t) =0 inconnue : fonction = de la variable ¢, ordre : 2
o 2/ (t) = p(t) + x(t)q(t) + =2 (t) inconnue : fonction x de la variable ¢, ordre : 1
® mad=> F inconnue : position du corps en mouvement, ordre : 2

Il existe une forme de référence a laquelle on raméne les edo (lorsque c'est possible)
/
o' (t) = F(t,z(t)).
On s’empressera de réécrire nos équations sous cette forme dés que cela fait sens.
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5.2 - Equations différentielles linéaires du premier ordre

But : Soit I un intervalle ouvert et a,b : I — R deux fonctions continues. On cherche les
fonctions dérivables x : I — R telles que

x'(t) = a(t)x(t) + b(t) | pourtouttel (E)

On dit que (E) est une équation différentielle ® linéaire du premier ordre et = une
solution de cette équation.

Définition : On appelle équation homogeéne associée a (E) I'équation (plus simple) :

x'(t) —a(t)z(t) =0 | pourtouttel (Ep)

Propriété (principe de linéarité) : Supposons que x, soit une solution particuliére de
(E). Alors, toutes les solutions de (E) s'écrivent

x(t) = xp(t) + zp(t) | teR,

ou xp, est une solution de I'équation homogéne (E},).

Preuve : Si z), = ax), et ), = axy, + b, alors (xp, + )" = a(xn + zp) + b et donc toute
fonction de la forme x = xj, + x, est solution de (E). Réciproquement, soit x une solution de
(E). Comme 2’ = ax +betx, = ax, +b, (v —xp)" = a(x — xp) et donc x), = © — x, est une
solution du probléme homogéne. Par définition de x}, on a bien I'écriture x = x, + ).

6. a1 (t)x’(t) + ag(t)x(t) + B(t) = O se raméne a (E) en posant a := —aqg/ay et b:= —B/a7. 118



Résolution de I'équation homogeéne

Théoréme : Les solutions de I'équation homogeéne (E},) sont les fonctions de la forme

zp (1) = Aed®)

ou A est une primitive de a et A une constante réelle.

Preuve : Cherchons une solution x. Si x ne s'annule pas, (E},) se réécrit

' (t) _

) a(t).

z'(t)
x(t)

Intégrons cette égalité. A gauche, on obtient j dt = In|z(t)| + c1.

A droite, on a : ja(t) dt = A(t) + c2. D'oq,

In|z(t)] = A(t) + ¢ etdonc |z(t)| = e T = (V)

Ainsi, toute fonction de la forme z; = Ae? est solution. Y en a-t-il d'autres ? Non, car si = est
solution, en posant y = e~ “x, on voit que

y = e_A(:L" —ax) =0,
et donc y = )\ est constante, c'est-a-dire x = Ae?.

Remarque : D’aprés le théoréme, la seule solution de (E}) qui s'annule est la fonction
identiquement nulle.
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Exemple d’équation homogéne

Exemple : L'équation homogéne z'(t) + sint x(t) = 0 s'écrit comme
z'(t) = —sint x(t)
et a donc comme solution les fonctions
zn(t) = )\e—Ssintdt _ )\ecost’ \ e R.
Voici le graphe de xp, pour A e {5, —4, —3, 2, —1,0,1,2,3,4,5}

(En)
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Résolution de I'équation compléte

Théoréme (variation de la constante) : L'équation compléte () admet une solution
particuliére de la forme

zp(t) = A(t)eA ()

ou A est une primitive de a et | A(t) = Jb(t)e_A(t) dt

Preuve : Cherchons A(t) telle que z,(t) = A(t) e soit solution de (E). En remplacant, dans
(E), z(t) par z,(t), on obtient

zh (t) = N (1) e + A1) A'(t) e
ou A’(t) = a(t). On trouve :
(E) < XN@®) e A1) at)e®® = at) At) e ™ + b(2)
s N@) et =)

e N@)=bte M o A@}) = Jb(t)e_A(t) dt.

Théoréme : Les solutions de (E) sont les fonctions de la forme

2(t) = an(t) + wp(t) = (A + b dt) AW

ol A\ est un nombre réel.

121



Exemple de solution particuliére

Exemple : L'équation différentielle
sin(2t)
2

z'(t) 4+ sint z(t) =

(E)

a pour équation homogeéne associée x’(t) = —sint x(t) dont les solutions (voir slide 120) sont
xn(t) = Xe®®* X € R. On cherche donc une solution particuliére de I’équation compléte (E)
sous la forme =, (t) = A(t)e°°**. En remplacant z(t) par z,(t) dans (E), on obtient, en
appliquant la méthode de variation de la constante :

sin(2t)
2

—cost
e .

N(t) =

La fonction A(t) est donc la primitive

in(2¢
At) = fwe_ costar = flcost“sinte_ cos tldt

2 f(t) g’ (t)
= coste °°' — JI— sint e” “°*" dt (IPP)
f@)  g(t) ey 9®)
= coste” “f 4 feudu‘ (u = cost,du = sin tdt)
u=—cost
= (cost + 1)e” °°¢

Par conséquent,
—cost cost

Tp(t) = (cost + 1)e

En conclusion, les solutions de (FE) sont

=1+ cost.

x(t) = zp(t) + xp(t) = X e +cost +1, XeR.
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Condition initiale

But : résoudre une équation différentielle linéaire d'ordre 1 avec une condition initiale

{x’(t) = a(t) z(t) + b(t)

Théoréme : Le systéme (EC') admet une solution unique dont le paramétre A est
déterminé par la condition initiale.

x'(t) + sint x(t) = sin(2t)
x(0) =4

L’équation différentielle a pour solution x(t) = Ae°** + 1 + cost, avec X\ € R. De plus,

Exemple : Résoudre I'edo avec condition initiale (EC) {

2(0) =X +1+cos0=4 < Ae=2 < \=2/.

La solution de (EC) est donc z(t) = 2e°°** + 1 + cost.
x(t) x(t)

solutions de I'équation compléte solution de (EC)
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5.3 - Equations différentielles ordinaires d'ordre 1 a variables séparées

Remarque : une méthode de résolution explicite n’est pas toujours disponible pour une edo non
linéaire du premier ordre de la forme générale z(t) = F(t,z(t)). On considére ici le cas particulier
résoluble qui couvre plusieurs exemples en physique ot le membre de droite s'écrit comme un
produit d'une fonction de ¢ et d'une fonction de x(t), c'est-a-dire : F(t,z(t)) = f(t)g(z(t)).

But : Soit I, J R deux intervalles ouverts et f: I - R, g : J — R des fonctions
continues. On veut résoudre une edo du premier ordre a variables séparées

o' (t) = f(t)g(z(t)) pour t € I. (E)

Méthode de résolution :
e S'il existe xg € J tel que g(xg) = 0, alors la fonction constante t — z(t) = xg, t € I est
une solution de (FE).

e Sinon, g(xzp) # 0 et alors, puisque g est continue, g(x) # 0 pour x proche de zy. Dans
ce cas, on réécrit (F) sous la forme équivalente
' (t)

ECIA

dans laquelle :
- le membre de gauche contient z’(t) en facteur d'une fonction de x(t)

- le membre de droite ne fait pas intervenir les fonctions z(t) ou z’(t).

Il suffit alors d'intégrer par rapport a la variable ¢ cette derniére égalité.
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Equations différentielles a variables séparées : exemple 1

Soit I'équation différentielle z/(t) = 2tz (t)2.

e Onad/(t) = f(t)g(z(t)) avec f(t) = 2t et g(z(t)) = z(t)?, c.-a-d. g(z) = z2.

e On remarque que g(x) = 0 si et seulement si x = 0. Donc la fonction identiquement
nulle (définie sur R tout entier) t — z(t) = 0 est solution.

. 1] I . L, . .
e Si z ne s’annule pas, alors g(x) non plus et I'équation se réécrit

2'(t)

()2

2,

et 'expression x’(t)/z(t)? est une dérivée bien connue, de sorte qu’en intégrant de
chaque co6té par rapport a la variable ¢, on obtient :

——— =t*4+ X, AeR.

1
t2 + )\

z(t) = —
est solution sur R si A > 0 et sur tout intervalle ne contenant pas ty, = +v—Asi A < 0.
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Equations différentielles a variables séparées : exemple 2

1

Soit I'équation différentielle z/(t) = ——.
cos x(t)

e Onaa'(t) = f(t)g(z(t)) avec f(t) =1 et g(x(t)) = 1/cosz(t), c.-a-d. g(x) = 1/cos .
e On remarque que g ne s’annule jamais.
e Sinon |'équation se réécrit

cos (z(t))z'(t) = 1,

et |'expression cos (z(t))x’(t) est une dérivée bien connue, de sorte qu'en intégrant de
chaque co6té par rapport a la variable ¢, on obtient :

sin (z(t)) =t+ A, AeR.

Donc,
x(t) = arcsin(t + \)

est solution sur l'intervalle ouvert | — 1 — A\, 1 — A[.
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5.4 - Equations différentielles linéaires d'ordre 2 a coefficients constants

But : Soit I un intervalle ouvert, d : I — R une fonction continue et a, b, c des
constantes réelles avec a # 0. On souhaite résoudre |'edo linéaire du second ordre

ax”(t) + bz (t) +cx(t) = d(t) pour tout t € I (E)

Définition : On appelle équation homogeéne associée a (E) I'équation (plus simple) :

ax”(t) +bx'(t) + cx(t) =0 | pourtouttel (Epr)

Théoréme (principe de linéarité) : Supposons que z;, soit une solution particuliére de
(E). Alors toutes les solutions de (E) s'écrivent

x(t) = xp(t) + zp(t) | teR,

ou xj est une solution de I'équation homogeéne (FE},).

Preuve : Se démontre de la méme maniére que le cas des edo linéaires du premier ordre.
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Résolution de I'équation homogeéne

Définition : On appelle équation caractéristique ” de (E},) (ou (E)), I'équation
d'inconnue z € C :

az2 +bz4+c=0

Le polyndme a 22 + bz + c s'appelle le polynéme caractéristique.

Théoréme (solutions de I'équation homogeéne) : Si I'équation caractéristique admet

e deux racines réelles distinctes 71,72 € R, alors les solutions de (E}) sont

xp(t) = Ne™t 4 et A p € R;

e une racine réelle double r € R, alors les solutions de (E}) sont

op(t) = A+ pt)e™ | X peR;

e deux racines complexes non réelles, elles sont forcement conjuguées, c'est-a-dire de la
forme z = r +is € C\R et les solutions de (E}) sont

zp(t) = (X cos(st) + p sin(st))e"* A, ueR.

7. Quelle est I'équation caractéristique d'une edo linéaire d'ordre 1 a coefficients constants ? 128



Exemples d'équations homogeénes

o 2" (t) —32'(t) — 10x(t) = 0. Les racines de 22 —3z— 10 sont

34./9—4-(—10) 3++49 347 < =z =9
z = = = =
2 2 2 3—7
5 =2
On a deux racines réelles distinctes 771 = 5 et 7o = —2, donc
zn(t) =xe® + pe " ou A, pueR.
o 4y"(t) +4y'(t) +y(t) =0 secrit y"(t) +y'(t) + zy(t) =0
Les racines de 2? + 2z +1/4 sont z = —1 ;_4'1/4 = =120 — _ 1. On a une racine réelle

double r = —1/2, donc

yn(t) = A+ pt) e % ou A, pueR.

o u(0)—6u'(0)+13u(0) =0

Les racines de 22 — 62 + 13 sont

64+i\/[36—4-13] 6+i\/]—16] 6+4i
R | _ 6£4V] [ _6x4i o,

2 2 2

On a deux racines complexes conjuguées, avec partie réelle r = 3 et partie imaginaire s = 2 :

up(0) = (X cos(20) + p sin(20)) e3®  pour tout A, p € R.
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Second membre simple

But : Trouver une solution particuliére de I'équation différentielle

ax”(t) +bx'(t) +cx(t) =di1(t) + - +di(t)|, a,b,ceR, a#0 (E)

quand le second membre est la somme de termes ayant une forme simple.

Exemple : Le second membre d(t) = 4t — te3" + 5e’ cos(2t) est la somme de trois termes.

Proposition (principe de linéarité) Si pour i € {1,2,...,k} x; une solution particuliére
associée a I'équation ax”(t) + ba'(t) + cxz(t) = d;(t), alors

Tp =x1 +T2+ -+ T
est une solution particuliére de I'équation compléte (E).

Exemple : Pour le second membre d(t) = 4t — te®" + 5e’ cos(2t), on pourra donc chercher trois
solutions particuliéres associées respectivement a dy (t) = 4t3, do(t) = —te3? et
ds(t) = 5e’ cos(2t) puis les ajouter.
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Solution particuliére avec second membre simple

Proposition : Une solution particuliére z,(t) associée au second membre (simple)
d(t) = P(t)e*" (Acos(Bt) + Bsin(Bt)),

oll P est un polynéme et o, 3, A, B € R, peut-étre cherchée de la méme forme que d.

Plus précisément, on cherche z; sous la forme
zp(t) = Q(t)e™" (K cos(Bt) + Lsin(Bt)), K,LeR,
selon le principe suivant :

Po(t) si & + i3 n'est pas racine du polynéme caractéristique
Q(t) =<t Py(t) si a+if est racine simple du polynéme caractéristique
t2Py(t) si a = a + i3 est racine double du polyndme caractéristique

et ol Py est un polynédme de méme degré que P.

Exemples :
o Sid(t) = 4t> = 4t°e°" (1 cos(0t) + Bsin(0t)), alors P(t) = 4t>, « =0, 3 =0, A =1 et on
cherchera une solution particuliére sous la forme z,(t) = Q(t)
e Sid(t) = —te®" = —te®*(1cos(0t) + Bsin(0t)), alors P(t) = —t, « =3, 3 =0, A =1 et on
cherchera une solution particuliére sous la forme z,(t) = Q(t)e**
e Sid(t) = 5e cos(2t) = 5e’(1cos(2t) + 0sin(2t)), alors P(t) =5, a =1, =2, A=1, B =0

et on cherchera une solution particuliére sous la forme z, (t) = Q(t)e* (K cos(2t) + L sin(2t))
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Exemples de solution particuliére

o (B) 4y"(t)+4y'(t) +y(t) =16 /2

L'équation (E}) a pour solutions (voir slide 129) yj (t) = (A + ut)e™ /2.
De plus, comme a + i3 = o = —1/2 est racine double du polynéme caractéristique, on cherche
une solution particuliére de (E) de la forme

2 —t/2
On calcule yp(t) = ate /2.

1 _ 1 _
y;(t) = (—Eat2 + 2at) e t/2, y;’(t) = (Zat2 — 2at + 2a)e t/2
et on remplace dans (E). On obtient :

1 1
(E) < 4 (—Eat2 + 2at) e 2 44 (Zat2 — 2at + 2a> e 2 4 at?e™? = 167"/

— 8ae_t/2 = 16€_t/2

< a=2
=  yp(t) = ot?e /2,
En conclusion, les solutions de (E) sont

y(t) = yn(®) +yp(t) = (A + put +26%) e "2,
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Exemples de solution particuliére (suite)

e (E) 4”"(0) —6u'(0)+ 13u(0) = 75cos(20)

L'équation (E}) a pour solutions (voir slide 129)  uj (6) = (X cos(26) + ,usin(20))639.
De plus, comme « + 8 = 0 + 2¢ = 2i n’est pas racine du polyndme caractéristique, on cherche

une solution particuliére de (E) de la forme
up(0) = acos(20) + bsin(20).
On calcule
u;(G) = —2asin(20) + 2bcos(260), ug(Q) = —4a cos(20) — 4bsin(26)
et on remplace dans (E). On obtient :
(E) <= (9a — 12b) cos(20) + (12a + 9b) sin(20) = 75 cos(260)
{ 9a — 12b = 75
—

4a +3b =0
a=3
b= —-4

< up(f) = 3cos(20) — 4sin(20).
En conclusion, les solutions de (E) sont

u(6) = (X cos(26) + p sin(26)) 3 + 3cos(20) — 4sin(26).
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Conditions initiales

But : résoudre une edo linéaire du second ordre avec deux conditions initiales

(EC)

z(ty) = x5 et a'(ty) = x

{a:c"(t) + bz’ (t) + cx(t) = d(t)

Théoréme Le systéme (EC') admet une solution unique x(t) = x(t) + xp(t) dont les
paramétres \ et u sont déterminés par les conditions initiales.

z”(t) — 3z’ (t) — 10z(t) = (72t* — 1) €’
Exemple : Le systeme (EC) (®) ) , (t) = ( )
x(0) =2 et 2'(0)=1
a pour solution
z(t) = xe® + pe ' — (6t° —t + 1)e’
ou A, u € R doivent étre déterminés. Sa dérivée est
2/ (t) = 5Xe®" —2ue™? — (6t —t + 1 4 12t — 1)e’.

donc

z(0)=A4+p—1=2 A4+ p=3
{x’(0)=5)\—2,u=1 = {5>\—2u=1 =

La solution de (EC) est donc xz(t) = €°* +2e7 % — (6t —t + 1) e’.

1
2

A
n
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TMB — Chapitre 6
Systémes linéaires et matrices

Dans ce chapitre :
6.1 Systémes d'équations linéaires
6.2 Matrices et déterminants

6.3 Ecriture matricielle des systémes linéaires
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6.1 — Systémes d'équations linéaires

Dans cette section :
e Définition
e Résolution des systémes linéaires : méthode du pivot de Gauss

e Exemples
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Systémes d'équations linéaires

Définition : Un systéme de m équations linéaires a n variables (z1,...,z,) est un
systéme de la forme

a1 r1 + a2 x2 + -+ + aip Tn = b
a1 r1 + a2 2 + - + agn Tp = bo

(S)
am1 T1 + aAm?2 T2 + cee + Ammn Tn = bm

o Les (a;;)1<i<m et les (bj)1<j<n sont les coefficients du systéeme.
1<j<n

e Les (z;)1<i<n sont les inconnues du systéme.

Un tel systéme peut avoir une unique solution, une infinité de solutions ou aucune
solution, selon la dépendance mutuelle des équations.

Exemples :
20— y=4 i ) z=1
admet une unique solution :
6 +3y =0 Yy = —2
20 — y=4 admet une infinité de solutions : tous les points de la droite
6x — 3y = 12 d’équation y = 2x — 4.
20 — y =4 n'admet aucune solution, car si 2z — y = 4 alors
6x —3y =0 6x — 3y = 3(2z — y) ne peut pas s'annuler.
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Résolution : méthode du pivot de Gauss

La description suivante est inspirée de cette page.

Avantage : La méthode du pivot de Gauss permet de résoudre des systémes linéaires
avec autant d’'équations que I'on veut et autant d'inconnues que |'on veut.

Principe : Le pivot de Gauss permet de transformer un systéme linéaire en un systéme
équivalent (qui admet les mémes solutions), a |'aide de trois opérations :

e échange de deux lignes

e multiplication d'une ligne par un nombre non nul

e addition d’'un multiple d'une ligne a une autre ligne
Ces opérations permettent d’éliminer progressivement des variables dans les lignes du

systéme, afin de le transformer en un systéme triangulaire (derniére ligne avec une
unique variable, avant-derniére ligne avec deux variables, etc.) équivalent.

Un systéme triangulaire est trés facile a résoudre car on le résout de bas en haut : on
résout la derniére équation et on reporte sa solution dans I'équation précédente, et ainsi
de suite.

Méthode :

e A la premiére étape, on choisit une inconnue (avec un coefficient non nul qu’on appelle
le pivot) qui disparaitra (a I'aide du pivot) de toutes les lignes sauf la premiére.

e A la deuxiéme étape, on choisit une autre inconnue (avec un coefficient non nul) qui
disparaitra de toutes les lignes sauf la premiére et la deuxiéme.

e Et ainsi de suite jusqu'a épuiser toutes les inconnues ou bien toutes les lignes
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Exemple 1 : autant d’'équations que d'inconnues (systéme carré)

Lorsqu’on note une opération sur une ligne, on peut indiquer en bout de ligne I'opération
effectuée. Le L; se référe toujours a la ligne numéro i du systéme précédent.

Résolvons le systéme suivant a l'aide de la méthode du pivot de Gauss :

rT+2y+3z= 6 (2 +2y+32= 6 L
—xr— y+2z= 7 =R y+5z= 13 Lo+ In
20+ y— z=-3 | —3y—7z=-15 L3 —2I,
rT+2y+32=6 (x =6—2y— 3z r= 1
= y+5z=13 < 4 Y =13 -5z S y=-—2
8z =24 L3+ 3L» z = 24/8 z= 3

Le 3éme systéme est un systéme triangulaire qui a été résolu de bas en haut :
e d'abord, on a obtenu z = 24/8 = 3;

e puis, on a reporté dans I'équation précédente la valeur de z pour obtenir
y=13—-5-3=-2;

e enfin, on a reporté les valeurs de z et y pour obtenirz =6 —2-(—2) —3-3 = 1.
On vérifie facilement que (z,y, z) = (1, —2, 3) est bien solution puisque :

r+2y+3z2=14+2-(-2)+3:-3=6, —r—y+2z2=—-1—(—2)+2-3="Tet
2e+y—2=2-14+(-2)—3=-3.
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Exemple 2 : méme systéme mais présenté différement

Le systéme suivant est le méme que le précédent mais les équations ne sont pas dans le
méme ordre. On va alors ajouter des étapes de permutations afin de choisir comme pivots
les nombres les plus petits possibles.

2r 4+ y— z=—3 ([ x+2y+32= 6 Lo

r+2y+32= 6 &< 2+ y— z=-3 Ly
—x— y+2z= 7 |—r— y+2z2= T
(x4 2y + 32 = 6 (x4 2y + 32 = 6

&< —3y—Tz=—-15 Lo —2L1 <X y+5z= 13 L3

y+5z= 13 L3+ L1 — 3y —7z=—15 Lo

\ \

(4 2y + 32 =6 (z =6—2y—3z r= 1
< 4 y+5z=13 < 4 Y =13 -5z Sy =-—2
8z =24 L3+ 3L» z =24/8 2= 3

\

e A la premiére étape, on a permuté les lignes L1 et Lo pour avoir 1 comme pivot.

e A la troisiéme étape, on a permuté les lignes L2 et L3 pour avoir, encore une fois, 1
comme pivot.

e Le 5éme systéme est triangulaire, il a été résolu de bas en haut comme précédemment.
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6.2 — Matrices

Dans cette section :
e Généralités : définition, Opérations
e Matrices carrées et déterminants

e Lien avec les systéemes linéaires
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Matrices : définition

Définition : Une matrice réelle 3 m lignes et n colonnes (abrégée matrice m x n ) est
un tableau

a1 - Qln
Az(aij)z . . . , 1<i<m, 1<j53<n,
am1 Amn

dont les coefficients a;; sont des nombres réels. On note M,y I'ensemble des matrices
a m lignes et n colonnes.

Exemples :
In(5) —2
V3 0 -1 matrice 2 X 3 ™ 1 matrice 3 x 2
2 5 3
7 0
. , . 8 -3
e Une matrice carrée est une matrice n x n. Ex. _9 1
e Une matrice colonne est une matrice 1 x n. 3
On parle aussi de vecteur colonne a n composantes. Ex. [ 1
V2
e Une matrice ligne est une matrice m x 1.
On parle aussi de vecteur ligne a m composantes. Ex. (3 1 2
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Somme et dilatation de matrices

e Somme : on ajoute deux matrices de méme taille m x n de la facon suivante

ai1 +bi1 - ain +bin
(aij) + (bij) = (ai; + bij) = f f f :

am1 +bm1 -+ amn + bmn

e Dilatation : on dilate une matrice par un réel A\ comme suit

Aailr 0 Aain
A(aig) = (Naiz) =

Adm1 - Aamn
Exemples :
8 -3 0 " 3 0 -1\ (843 -3+0 0-—-1\} (11 -3 -1
—2 1 4 2 5 0) \—-2+2 145 440)  \O 6 4
5 8 -3 0\ _ 2-8 2-(-3) 2.-0y_ (16 —6 O
—2 1 4)  \2-(-2) 2.1 2-4)  \—4 2 8
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Produit de matrices

Définition : Le produit des matrices A = (aij) e My,, et B = (bij) € M,.,n est la
matrice C = (cij) € My,, dont les coefficients sont

m
Cij = ). @ik bij
k=1

Autrement dit, le coefficient c¢;; s'obtient en faisant le produit de la i-éme ligne de A
(matrice 1 x m) avec la j-éme colonne de B (matrices m x 1).

Attention : le produit AB n'a de sens que si A a autant de colonnes que B a de lignes.
Cela se lit sur I'indice m commun aux deux matrices : A € My,,, et B € Mn.

Exemples : parmi les produits de matrices les plus communs on a

e le produit entre deux matrices carrées de méme taille
(1 2 0 2\ (1-04+42-(—-1) 1-242-1\ (=2 4.
Maza X Mazz = Maaz (3 4) (-1 1) - (3-0+4-(—1) 3-2+4-1> - (—4 10)7
e le produit entre une matrice rectangulaire et une matrice colonne (c.-a-d. un vecteur)

1 X
Moz X Mzi — Moy (0 (1) 8) yl= (;) .
z

Nota : dans le chapitre suivant nous comprendrons pourquoi le produit de matrices est
ainsi défini.
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Exemples de produits de matrices

Exercice : Calculer les produits possibles entre les matrices
1 -1 1 2 -1

Solution :
e Ae Moo et B e M3 donc le produit AB n'existe pas mais BA € M3 existe et

2-141-2  2.(=1)+1-0 4 =2
BA=[-1-140-2 —1-(-1)+0-0]=[-1 1
3.1-2-2  3-(=1)—2-0 -1 -3

e Ae Mas et C € Mos donc le produit AC' € Ma3 existe mais C'A n'existe pas et

1 1 1
o3 1)
e Be Mss et C € Moz donc les produits BC' € M33 et CB € Mg existent et
2 5 —4

BC=|-1 -2 1] et CBz(:g i)
3 4 1
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Déterminant des matrices carrées 1 x 1, 2 x 2 et 3 x 3

Définition : Le déterminant d’'une matrice carrée A = (aij) € M, est le nombre réel
noté det A (ou bien |A| si n # 1) et défini comme suit :

e pourn=1] det(a) =a

e pourn =2 det(z Z): @

Z‘ = adet(d) — bdet(c) = ad — be

e pour n = 3, det A se calcule en effectuant un développement par rapport a une ligne (ou
bien par rapport a une colonne) :

a1 a1z  ais
det | as1 as2 a3 | = aix

azi az2
asi asz2

azi azs
asi ass

+ a

aszi as2 ass

Ici, on a développé par rapport a la premiére ligne.

2 1 1 0
Exemples : det(3 5):2-5—3-1:7, det(O 1):1.

Propriétés :

o | det(NA) = A" det(A) | (n € N quelconque)

e | det(AB) = det(A) det(B)
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Matrices carrées inversibles

Définition : Considérons M, (R), I'ensemble des matrices carrées de taille n x n.

10 ---0
: 01 " e -
e La matricel = | . . s'appelle la matrice identité (ou unité) car, pour tout
0--- 0 1

Ae Mpn(R), on a

Al=1A=A\|

e Soit A € My, (R). Supposons qu'il existe une matrice, notée A~1, telle que

AA T =A"1A=1

On dit alors que A est inversible et que A~! est sa matrice inverse.

e PourtoutneN,ona| detl =1

Remarque : Une matrice inversible A est nécessairement carrée. En effet, si A est une matrice qui
n'est pas carrée et si B est une autre matrice telle que les produits AB et BA soient définis, ces
deux produits sont de tailles différentes et ne peuvent donc pas étre égaux a une méme matrice 1.

0

4 -1

Exemple : la matrice A= (2 0 ) est inversible, et A71= ( 1 1/22>. (Vérifiez-le !)
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Propriétés des matrices inversibles - Inverse d'une matrice 2 x 2

Proposition : | Une matrice A est inversible si et seulement si det A # 0.

1

Propriété : Si A est inversible, alors | det(A™1) = :
det(A)

Preuve : De A1 A = 1, on obtient det(A™ ' A) = det(1). Mais comme det(1) = 1 et
det(A™*A) = det(A~ ') det(A) (voir page 146), on déduit que det(A™') = 1/det(A).

Cas particulier (a connaitre) : n = 2

A= (CCL Z) est inversible <«  det A = ad — be £ 0

Dans ce cas, sa matrice inverse est

Exemples :
e Pour A = <;L _01> onadetA=4-0—(—1) -2 =2, donc A est inversible. On a alors
- 170 1 0 1/2 —1 1 1 1
At =2 = et detA '=0.2—=.(=1)=== .
2 (—2 4) (—1 2 ) ¢ s V=5 = qaa
4 —1 , . .
e Pour B = (—8 o ) on a det B = 0, donc B n'est pas inversible.
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Ecriture matricielle des systémes linéaires
Proposition : Le systéme linéaire (S) page 137 est équivalent a I'équation matricielle

AX =B
ou on a posé
ail a2 ain 1 b1
a1 a22 azn T2 b2
A= , X = , et B=
am1l am?2 Tt amn Ln bm
Preuve : il suffit d’effectuer le produit matriciel pour s’en rendre compte.

Proposition : Soit A € M, une matrice carrée et soit B € M, 1. L'équation matricielle

AX =B (E)

d'inconnue X € M1 admet une solution unique si et seulement si | det(A) # 0 |, et

dans ce cas la solution est donnée par le produit de matrices

X=A"'B

Preuve : On ne montre qu'un sens de I'implication. Si det(A) # 0, alors A est inversible. En
multipliant & gauche les deux membres de I'équation (E) par A~1 on obtient AT'AX = A™1B,
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Exemples

20 — y=14
6z +3y =0

) () ()

Puisque det(A) = 6 — (—6) # 0, il admet une solution unique X = A~1B. On calcule
a1 (2 -1 N (312 112\ _ (14 1/12
6 3 —6/12  2/12 ~1/2  1/6 )"

(5)- (4 () - () - (4)

e Le systeme { s'écrit sous forme matricielle AX = B avec

on a donc

2 — =4
e Le systéme v Y s'écrit sous forme matricielle AX = B avec
6rxr —3y =0
2 -1 x 4
A= (6 _3), X = (y) et B= <O>
Puisque det(A) = —6 — (—6) = 0, ce systéme n'admet pas de solution unique. En fait, il

n'admet aucune solution puisque les équations sont incompatibles.
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TMB — Chapitre 7
Eléments succincts d’algebre linéaire

Dans ce chapitre :
7.1 Espaces vectoriels, vecteurs, combinaisons linéaires, bases, dimension

7.2 Applications linéaires
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7.1 — Espaces vectoriels

Dans cette section :
e Définition, exemples

Vecteurs de R"

Combinaisons linéaires

Famille libre, famille génératrice

Base, dimension
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Espaces vectoriels

Définition : Un espace vectoriel (sur R) est un ensemble V' non vide muni :

e d'une addition, associative et commutative, notée +, c.-a-d. pour tout u, v, w € V,

(U+ V) +W=ud+ (U+ W) eV | (associativité),

U+ v=v+ueV (commutativité) ;

e d'un vecteur nul noté 0 (appelé aussi zéro ou élément neutre) tel que | 7+ 0 =9

e d'une multiplication par un scalaire telle que pour tout e V ettout Ae R, | ATV

et | AM(@ + ¥) = A\ + AU | (distributivité par rapport a I'addition).

On appelle vecteurs les éléments de V' et scalaires les éléments de R.

Propriétés élémentaires : pour tout u,7,w € V et tout A € R
e 00=0
e X0=0
o (—N)U=—(A\V) = \(—7)

v
e Mi=0 < (A=0o0uv=0)

Définition : Un sous-ensemble V/ d'un espace vectoriel V' est un sous-espace vectoriel
de V, si V/ n'est pas vide et si pourtous \e R, ueV,veV,onalu+veV.
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Exemples d'espaces vectoriels

e L'ensemble R" = {(z1,...,2n) | z1,...,2n € R} avec
addition : (z1,...,2n) + (Y1,---,Yn) = (T1 + Y1, - -, Tn + Yn)
vecteur nul : 0 = (0,...,0)
multiplication par un scalaire : A\(z1,...,zn) = (Az1,...,Azy), AR

e L'ensemble des solutions d'un systéme linéaire sans second membre est un sous-espace
vectoriel de R™.

e L'ensemble des fonctions F(R) = {f: R > R, =z +— f(x)} avec
addition : (f + g)(z) = f(x) + g(x)
vecteur nul : la fonction nulle 0(z) = 0
multiplication par un scalaire : (\f)(x) = Af(x), Ae R

e L’ensemble des solutions d'une edo linéaire homogeéne est un espace vectoriel avec les
mémes opérations que F(R). C'est un sous-espace vectoriel de F(R).

e L’ensemble M,,,, des matrices m x n avec
addition : I'addition des matrices

vecteur nul : la matrice nulle

multiplication par un scalaire : la dilatation des matrices.

Dans ce cours nous nous intéresserons surtout a R™ pour n = 1,2, 3.
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Vecteurs de R"

Définition : Un vecteur 4 de R"™ est un n-uplet de n nombres réels, noté

U= (U, ...,un) |-

On note aussi R™ I'ensemble de ces n-uplets.

Exemple : Soient A = (a1,...,an) et B = (b1,...,by) deux points de |'espace affine
R™ :

e pour n = 2 c'est le plan cartésien muni du repére (O,7,7),

e pour n = 3 c'est |'espace cartésien muni du repére (0,7, 7, k).

On définit le vecteur AB € R® d’origine A et d’extrémité B par

@=AB= (b —ai,...,bn —an)

On le représente par une fleche allant du point A au point B.

U B
A,

Remarque : si on choisit par exemple A = (0,...,0), on représente le vecteur 4 par une
fleche allant de |'origine du repére au point B.
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Opérations sur les vecteurs de R"

On ajoute deux vecteurs u, v € R™ comme suit :

sid = (u1,u2,...,un) et ¥ = (v1,v2,...,vy), alors
U+ U= (u1 +vi,u2 +v2,...,Un + Un)
Puisque @ — ¥ = 4 + (—7), on ade méme 4 — ¥ = (u1 — v1,U2 — V2, ..., Up — Upn).

Exercice (régle du parallélogramme) : représenter dans le plan cartésien les vecteurs @ = (1, 2),

@' = (2,1), @"” = @+ 4@’ en prenant pour chacun la méme origine. Que remarque-t-on ?
4+ /"U
On dilate un vecteur comme suit : si @ = (u1,u2,...,un) et X € R, alors
—/Q/V
A= (Aug, dug, ..., Auy)
AU

Définition : Deux vecteurs @ et ¥ sont colinéaires si on peut trouver A € R tel que
U= A\ ou U = M.

Propriétés :
e Soit A, B,C € R™ trois points. Alors, AB + BC = AC.
e Soit A € R™ un point et @ € R™ un vecteur. Il existe un unique point B tel que 4 = AB.
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Combinaisons linéaires, espace vectoriel engendré

Définition : On se donne une famille finie {1, U2,... 4} de vecteurs de R™.

e Une combinaison linéaire de la famille {u1, W2, ... U} est un vecteur ¥ de la forme

U= A1U1 + Aotz + -+ + AU

oll A1, A2,..., A, sont des nombres réels appelés coefficients de la combinaison linéaire.

Exemple : Dans R?, le vecteur (5, 4, 9) est une combinaison linéaire de (1,2, 3) et (1, —1,0), car
3(1,2,3) +2(1,—1,0) = (5,4,9).

e Le sous-espace vectoriel de R" engendré par la famille {4y, W2, ..., U} est I'ensemble
de toutes les combinaisons linéaires possibles de ces vecteurs :

Vect (1, @z, .. ., 1) = {Ala*l F dods + -+ Anly | Mooy Mg eR} - R™.

Exemple : Dans R3, soient 7 = (1,0,0) et 7 = (0, 1,0). La famille {7, 7'} engendre le plan
vectoriel d’équation z = 0, car les combinaisons linéaires de (7, 7') sont les vecteurs de la forme

A(1,0,0) +1(0,1,0) = (X, 0,0) + (0, 4, 0) = (A, i, 0)

c'est-a-dire tous les vecteurs du plan vectoriel d’équation z = 0.
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Famille libre (liée), famille génératrice

On se donne une famille finie F = {1, d2,..., U} de k vecteurs de R™.

Définition : La famille F est dite libre si aucun de ses vecteurs ne peut s'écrire comme
une combinaison linéaire des autres. Autrement dit, F est libre si et seulement si
I"équation

AUy + -+ Aty =0
n'a pas d'autre solution que (A1,...,Ag) = (0,...,0).

Une famille qui n'est pas libre est dite liée.

Exemples :

e La famille formée des vecteurs (1,2) et (2,1) est libre car aucun des deux vecteurs ne peut
s’écrire comme un multiple de |'autre.

e La famille formée des vecteurs (1,2), (2,1) et (4,5) est liée car le vecteur (4, 5) s'écrit comme
combinaison linéaire des deux autres vecteurs. En effet,

(4,5) =2-(1,2)+1-(2,1)

e La famille formée des vecteurs (1,2, 3) et (2,4,6) est liée car (2,4,6) = 2(1, 2, 3).

Définition : Soit V' un sous-espace vectoriel de R™. La famille F est dite génératrice de
V' si tout vecteur v € V' s'écrit comme une combinaison linéaire de vecteurs de F.
Autrement dit, si pour chaque ¥ € V/, |'équation

AMUL + AU + -+ + AU = U, avec A\1,...,A\, €R

admet au moins une solution (A1,...,A\g).
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Base, base canonique et dimension

On se donne V un sous-espace vectoriel de R™.

Définition : Une base de V' est une famille a la fois libre et génératrice. Autrement dit,
B = {v1,V2,...,Ux} est une base si pour chaque Z € V, I'équation

MUL + AT + -+ + AT, = T, avec Ai,..., A\, €R,

admet une unique solution. On dit alors que A\1v7 + A\oUs + -+ - + AU est la
décomposition du vecteur & dans la base B et que (A1,...,\g) sont les coordonnées de
U dans la base B.

Définition (base canonique de R™) : la famille {€1, é>,..., €} des n vecteurs de R"
définis par

er =(1,0,...,0), €2 =(0,1,0,...,0), etc, €, =(0,...,0,1)

est, de facon évidente, libre et génératrice. On I'appelle la base canonique de R™.
Exemple :

e Dans R?, {7, 7} est la base canonique

e Dans R®, {7,7, E} est la base canonique

Théoréme (admis) : Le sous-espace vectoriel V' peut avoir plusieurs bases mais toutes

ses bases ont le méme nombre d'éléments. Ce nombre, noté | dim V' |, s'appelle la
dimension de V.
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Exemples d’'espaces vectoriels engendrés et leur dimension

e Un vecteur ¥ # 0 engendre une droite vectorielle, de dimension 1 :

A ={\T|XeR } = Vect(?)

e Deux vecteurs i1 et ©2 non colinéaires engendrent un plan vectoriel, de dimension 2 :

™= {)\1171 + Xotls | A, A2 €R } = Vect(ﬁl,f[g)

e En revanche, deux vecteurs non nuls @ et ¥ colinéaires engendrent une droite vectorielle.

e Trois vecteurs de R3 non tous nuls peuvent engendrer une droite vectorielle (s'ils sont
colinéaires deux a deux), un plan vectoriel (si seul un est combinaison linéaire des deux
autres) ou tout I'espace R3 (si aucun n'est combinaison linéaire des autres).
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Exemples de sous-espaces vectoriels de R? et R?

Rappel : Une partie V de R™ est un sous-espace vectoriel de R™, si V' n'est pas vide et
sipourtous Ae R, ueV,veV,onalu+veV.

Exemple de sous-espace vectoriel de R? :
e Soit a,b deux nombres réels non tous nuls et V' |I'ensemble des vecteurs @ = (x, y) tels
que
ar + by = 0.

V' se représente dans le plan cartésien par une droite passant par |'origine, dont un
vecteur directeur est (—b,a). On dit que V est une droite vectorielle.

Exemples de sous-espace vectoriels de R3 :
e Soit a, b, ¢ trois nombres réels non tous nuls et V' I'ensemble des vecteurs @ = (z,y, 2)
tels que
ar + by +cz=0.

V' se représente dans |'espace cartésien par un plan passant par |'origine et on dit que V
est un plan vectoriel. Si par exemple a # 0, des vecteurs directeurs de ce plan sont
(—=b,a,0) et (—c,0,a).

e Soient a1, by, c1 trois nombres réels non tous nuls et as, b2, co trois autres nombres réels
non tous nuls. Soit V' I'ensemble des vecteurs @ = (z,y, 2) de R3 tels que

a1r+biy+c1z=0
asx + boy + coz =0

Alors V est l'intersection de deux plans vectoriels, c'est-a-dire une droite vectorielle ou
un plan vectoriel si les deux plans sont confondus.
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Matrice d'un vecteur dans une base

On se donne V < R™ un sous-espace vectoriel et une base B de V.

Définition : On appelle matrice du vecteur ¥ € V' dans la base B la matrice colonne
X € My, 1 dont les coefficients sont les coordonnées de & dans la base 3. Autrement dit,

x1

Tn/ 4

Nota :
e Dans cette écriture, on omet souvent la base en indice de la matrice. Lorsqu'il est
important de préciser la base par rapport a laquelle on travaille, on ne I'omet pas.

e On identifie souvent le vecteur I et sa matrice X dans une base, c'est-a-dire, qu'on se
permet d'écrire £ = X . Ceci ne porte généralement pas a confusion, mais il faut garder
a I'esprit que c'est un abus de notation (trés commun d’ailleurs).

Exemple : Le vecteur (2, —3) € R? s’écrit 22 — 37. Sa matrice dans la base canonique {7, 7} est

oo (2)
(7,7)

. L el o 2
Par abus de notation, on écrit £ = (_3> .
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Déterminant de n vecteurs de R"™, base orientée
Soit F = {1, U2,...,Un} < R™ une famille de n vecteurs.

Définition : On appelle déterminant de la famille F le déterminant de la matrice carrée
n x n dont les colonnes sont les vecteurs %; décomposés dans la base canonique de R".

Exemples :

e Dans R?, si i = (1,2) et ¥ = (3,4), on a

1 3

det(u, v) = det (2 4

e Dans R?, pour @ = (1,2,0), ¥ = (0,1,2), @ = (2,0,1), on a

1 0 2
det (@, 7,@) =det (2 1 0]|=1-1-140-0-04+2-2-2—(1-0-2+40-2-1+2-1-0)=9
0 2 1

Proposition : La famille F est une base si est seulement si son déterminant est non nul.

Définition : Soit B = (i1, U2, ...,Un) une base de R™. On dit que B est une base
directe (ou orientée positivement) si det(B) = det(u1, d2,...,Un) > 0 et indirecte (ou
orientée négativement) sinon.

Exemples :
e Dans R?, on a det(7,7) = det (1) (1) =1>0etdet(7,7) = det (? (1)> = —1 < 0. Donc

la base canonique (7', 7") est directe, mais la base (7’,%) est indirecte.

e Dans R3, avec i, T et 1 comme précédemment, (@, U, W) est une base directe.
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7.2 — Applications linéaires

Dans cette section :
e Définition, exemples
e Lien entre applications linéaires et matrices
e Composition d'application linéaire

e Applications linéaires inversibles, isomorphismes
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Applications linéaires : définition

Définition : Soient V' et V’/ deux espaces vectoriels (pensez V = R"™ et V' = R™). Une
application L : V — V'’ est linéaire si pour tout A€ R, tout € V et tout ¥€ V, on a

L@ + 7) = AL(@) + L(%)

Nota : L : V — V' est linéaire si et seulement si pour tous @, 7 € V et tout A € R, on a

L\@) = AL(@) et L(@+ %) = L(%) + L(¥).

Propriété : Si L : V — V/ est linéaire alors L((_j) =0|.

Exemples d’applications linéaires :
o L:RQ_)R3' L(:Cay):(3x+ya_y7y_2x)

o L:R3 5 R? L(z,y,2) = (2,2 —y+ 2)
e L:R3 > R3 L(z,y,2) = (0,0,2)

Exemples d’applications non linéaires :

o L(z,y,2) = (z°,y)
e Translation par un vecteur ¥ e R" : Tz :R"™ - R", Ty(Z) =&+ .

Proposition : L’ensemble des applications linéaires de V vers V'’ est un espace vectoriel.
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Lien entre applications linéaires et matrices |

Proposition : Soit A = (a;;)
L4 : R — R™ définie par

l<i<n, 1<j<m Une matrice de taille m x n. L'application

La(zi,...,zpn) = ((alla:l + - +ainxn),. .., (amizrs + -+ amn:cn))
est linéaire. Réciproquement, pour toute application linéaire L : R™ — R™, il existe une
matrice A € M, telle que L = L 4 (il n'y a pas unicité de la matrice).

Preuve : En utilisant la définition de L 4, il est facile de voir que pour tous @, v € R™ et tout
AeR,ona La(Ai+ ¥) =ALa(d) + La(?¥). Donc L 4 est linéaire.

Réciproquement, soit L : R™ — R™ une application linéaire. Notons B = {€71,...,€,} < R™ la
base canonique de R™. Pour tout j € {1,...,n}, il existe a1;,...,am; € R™ tels que
L(é}) = (alj, agj, ey amj)
les nombres a1, ...,a1, sont simplement les coordonnées du vecteur L(€;) € R™ dans la base
canonique de R™ Posons A = (a;;) € My, et vérifions que L = L 4. On a
L(zx1,...,2n) =L (x181 + -+ xpné€n) =x1L(€1)+ -+ xnL ()
=z1(a11,---,am1) + -+ Tp(@1in, -, Gmn)
= (a11Z1,.-.yami1x1) + -+ (@1nTn, -, AmnTn)
= <(a11m1 + -+ aflnxn)a ooy (amlxl + -+ amnxn)>
=La(x1,...,Tn)
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Lien entre applications linéaires et matrices |l

Soit L : R™ — R™ une application linéaire.

La matrice A € M, construite précédemment telle que L = L 4 est la matrice de L
dans les bases canoniques de R™ et R™ (on I'appelera la matrice de L). Autrement dit, si
on note & = (x1,...,Zn) et ¥ = (Y1,...,Ym), On a

ailr -+ Qlin 1 Y1
L(Z)=7 < AX =Y < ; ; =
am1 T Amn Ln Ym
ot X et Y sont les matrices des vecteurs T et §f dans bases canoniques de R™ et R™

respectivement.

Nota :

e Les représentations matricielles des vecteurs et des applications linéaires et donc les
identifications des espaces, dépendent des bases choisies. Dans ce cours, nous
travaillerons toujours (ou presque) dans les bases canoniques.

e Par abus de notation, on écrit souvent

L(ZX)=y < A¥=49.
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Exercice : lien entre applications linéaires et matrices

Exercice : Pour les matrices A suivantes, trouver I'application linéaire L correspondante.

5 0 4
'A=<—1 3 —2)

Solution : On a A € M23(R), donc L : R® — R2. Pour (z,y,z) € R3 :

Al oV (5 0 4N [T\_( sz+4:
i{_—1 3 -2 z_—x+3y—22'

On adonc L(z,y,2) = (bx + 3z, —x + 3y — 2z).

5 —1
e A=10 3
4 =2

Solution : On a A € M32(R), donc L : R? — R3. Pour (z,y) € R? :

. 5 —1 . 5T — Yy
A< ) =0 3 ( ) = 3y
4 4 =2 4 dr — 2y
On adonc L(z,y) = (5bz — vy, 3y, 4z — 2y).

Nota : pour trouver L, on a effectué le produit matriciel A(7 ).
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Exercice : lien entre applications linéaires et matrices

Exercice : Pour les applications linéaires L suivantes, trouver la matrice A
correspondante.

o L(z,y,2) = (x — 2,3y + z — 2x)
Solution : On a L : R3 — R2?, donc A € M23(R) : on écrit

T —z (1 0 -1 v _ 4 v
—2r+3y+z) \-2 3 1 Z - Z ’

donc la matrice associée 3 L est A = (_12 g _11>

e Rotg(z,y) = (rcosf —ysinfh,zsinf + ycosh) (rotation d’angle 0)

Solution : On a Rotg : R? — R?, donc A € M22(R) : on écrit

xcosh —ysinf \ [(cosf —sinb T\ _Rote [ F
xsinf +ycos | \sinf  cos6 y | Obe y )’
cos 0 —sin@)

donc la matrice de rotation d'angle 8 est A = | .
sin 6 cos 6

Nota : pour trouver A, on a écrit le vecteur colonne associé a L(x,y) sous forme d'un

produit matriciel.
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Applications linéaires issues de la géométrie

Exemples d’applications linéaires de R? dans R? : on note ici les vecteurs en colonne.

. , _ z\ [ xcosf —ysinb
e Rotation d'angle 6 : | Rotyg <y> = <xsin9+y0059

)

sin 0 cos 6

<cos 6 —sind

)(

x
Y

)

e Réflexion autour d’un axe formant un angle 0 avec |'axe des abscisses :

x sin(20) — y cos(20)

Ref, (gyc) _ (mcos(29) + ysin(20)> _ <(S:?§((§g))

sin(20)
— cos(20)

)(

T
Y

)

e Projection sur (O7) parallelement a 7 :| Py <x ) = <

¢ Projection sur (O7) parallelement a 7" :| Py <$ ) = <
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Composition d'applications linéaires

Définition : La composée de deux applications linéaires L : V — V' et L' : V! — V" est
I'application L' o L : V' — V", aussi linéaire, définie pour @ € V par

(Lo L) (@) = L' (L(a)).

Remarque : Pour que la composée ait un sens, |'espace d’arrivée de L doit correspondre
a 'espace de départ de L'.

Exemple : Si L:R?> > R? et L’:R? — R? sont données par
L(z,y,z) = (3:1: + 2,2z — y) et L/(u, v) = (u + 2v,3v — u),
alors on peut calculer la composée L' o L : R® — R? :
(L' o L)(x,y,2) = L'(L(:c, Y, 2))
= L'(3z + 2,2z — y)
= ((Bz +2) +2(22 —y),3(2z —y) — 3z + 2))
= (3x+z+4z—2y,6z—3y—3m—z)
= (3:10 — 2y 4+ 5z, -3z — 3y + 5z).

Propriété : Lorsque les produits et composées ont un sens, on a
LAB = LA O LB.

Nota : c'est la formule qui justifie la définition du produit de matrices qui a été défini afin
qu'il corresponde a la composition des application linéaires. 171



Inverse d'une application linéaire

Définition : Si elle existe, I'inverse (ou la réciproque) de I'application linéaire
L:V — V' est I'application L=! : V/ — V, aussi linéaire, telle que, pour tout @ € V et
pour tout 7 € V,

(LYo L) (@) =a@| et |(LoL Y% =¢]|.

Autrement dit,

L'oL=idy | et |LoL ! =idy

On dit alors que L est inversible.
Exemple : Si L : R? — R? est donnée par L(z,y) = (3z + y, —y), alors

L_l(u,v) = (u;—v,_v) ,

car pour tout (z,y) € R? on a

3r+vy=u
L(iE,y) = (3$ + Yy, _y) = (U,’U) = { —y :yv

- {3m:u—y=u—(—v)=u—i—v
y=—v

u -+ v
3

s (z,y) = ( ,—v) = L™ (u,v).
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Isomorphismes

Soient V' et V' deux espaces vectoriels de dimension finie.

Définition Une application linéaire inversible L : V — V'’ est appelée isomorphisme. On
PP Y

dit alors que V et V'’ sont isomorphes et on note | V ~ V'

Proposition : Soit L : V — V' un isomorphisme.

e L transforme une base de V en une base de V’. En particulier, | dim V = dim V’

e Réciproquement, si dimV = dim V’, alors V ~ V",

Propriétés : Soit L : R™ — R™ une application linéaire de matrice A € My, (c'est-a-dire
L=1Ly). Ona

L est un isomorphisme <= A est inversible <= det A # 0.

Exemples :
e L’application L : R? — R? donnée par L(z,y) = (Sw—l—y, —y) est un isomorphisme, car elle est
linéaire et a I'inverse L™ Y(u,v) = (“TJ”’, —v).
e La projection P : R® — R? donnée par P(xz,y, z) = (x,y) est linéaire mais ce n'est pas un
isomorphisme car elle n'a pas d’inverse. Pourquoi ?

e L'application L : R — R donnée par L(z) = x> a I'inverse L™ ! (u) = $/u mais ce n’est pas un
isomorphisme car elle n'est pas linéaire.
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TMB — Chapitre 8
Géomeétrie euclidienne dans R? et R3

Dans ce chapitre :
8.1 Généralités (dans R™)
8.2 Isométries et matrices orthogonales
8.3 Géométrie euclidienne dans R?

8.4 Géométrie euclidienne dans R3
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8.1 — Généralités

Dans cette section :
e Angle orienté entre vecteurs
e Produit scalaire, norme, distance

e Ecriture du produit scalaire sous forme matricielle
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8.1a — Angle orienté entre vecteurs

Deux vecteurs étant toujours coplanaires (c'est-a-dire qu'ils appartiennent & un méme
plan vectoriel), on peut toujours les représenter dans le plan cartésien R2.

Définitions : Soient @ et ¥ deux vecteurs (de méme origine) de R? (resp. de R3) non nuls,
que |'on identifie a leurs représentations dans le plan cartésien (resp. |'espace cartésien).

e L’'angle orienté de @ vers ¥, que I'on mesure dans le plan engendré par les vecteurs 4 et

7 \uv
U, se note uv. -
U

e U et U sont paralléles, ou colinéaires, ce qu'on AU//'
_ a

note| @ | ¥ |[si| sin(av) =0

u et U sont perpendiculaires, ou orthogonaux, ce qu'on e \U
U

note| @ L ¥ |si| cos(uv) =0

e On appelle mesure principale (en radians) de I'angle uv le nombre réel 6 € [0, 7] défini
par 6 = arccos (cos(uv)).
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8.

1b — Produit scalaire euclidien et norme euclidienne dans R"

Définition : Soient 4 = (u1,u2,...,un) et ¥ = (v1,v2,...,v,) deux vecteurs de R™. Le
produit scalaire euclidien (ou canonique) de @ et ¥ est le nombre réel noté 4 - ¥ (ou
encore (@, ¥)) et défini par :

UV =uiv] + ugv2 + -+ + Unpvn

Nota : le produit scalaire est une application R™ x R™ — R.

Propriétés élémentaires du produit scalaire : le produit scalaire est une application
bilinéaire, symétrique et définie positive. Autrement dit, pour tous u, ¥, w € R™ et X € R,

(4 7) - W=1u -0+ 70

(@) - T = \@ -7

G- T=7-1

G- d>0et{i-@=0 < @ =0}

Définition : la norme euclidienne (c'est-a-dire la "longueur") d'un vecteur @ € R",
notée |, est définie par

|l = va-a

En particulier, la distance euclidienne entre deux points A et B du plan (resp. de

'espace) cartésien est donnée par | dist(A, B) = |AB| |.

Exemple : pour (1,2,3) et (4,—5,6) dans R3, on a
(1,2,3) - (4,—5,6) =1-4+2-(=5)+3-6=4— 10+ 18 = 12,
1(1,2,3)] = /12 + 22 + 32 = V14,
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Exercice

Exercice : Ecrire le produit scalaire sous forme matricielle.

Exercice : Dans |'espace euclidien, calculer la distance du point P de coordonnées
(3,—1,2) a l'origine O de coordonnées (0,0,0), puis celle du point P au point QQ de
coordonnées (1,0, 3).

Solution : La distance entre P(x,y, z) et O est égale a la longueur du vecteur
X

OP = (y ) c'est-a-dire sa norme |OP| = \/z2 + y2 + 22.

z

On a donc :

dist(O, P) = \/32 +(=1)2+22=+1/9+1+4=+14.

La distance entre P(x,y, z) et Q(a,b, c) est égale a la longueur du vecteur

x a x—a
QP=0OP-0Q=|y |- b= y—0
z c z—c

On a donc :

dist(Q, P) = /(3 = )2 + (—1—0)2 + (2-3)2 = VAT 1 + L = V6.
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Propriétés du produit scalaire

Proposition : Soient u, v deux vecteurs de R™. Alors,

- =

-0 = |df - |7 - cos(uv)

Preuve : Si 4 = 0 ou ¥ = 0, le résultat est évident. Sinon, commencons par montrer le résultat
pour n = 2. En identifiant R? a C, on peut écrire

i=(a,b)=a+ib=pe?, T=(c,d)=c+id= p/ew/,
avec p,p' € Ry et 6,0 €] — m, 7w]. En remarquant que
@ ¥ =ac+bd=Re <(a + ib)(cﬁd)) . p=|al, o =7, 6-6 =uv,
on obtient (en utilisant les propriétés de I'exponentielle et le fait que p et p’ sont réels),
i -7 = Re <pei9/m> = pp' Re (ei(9_9/)> = pp’ cos(6 — 0") = || @|||T] cos(wv).

Maintenant, pour un n quelconque, puisque deux vecteurs appartiennent toujours 3 un méme
plan, on peut identifier ce plan a C et raisonner comme précédemment.

Corollaire : Le produit scalaire caractérise les vecteurs orthogonaux. Autrement dit,

U-v=0 << uld
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Exercice

Exercice : Les vecteurs de I'espace euclidien R3, @ = (1,—1,3) et ¥ = (—1,2,1) sont-ils
paralléles ou orthogonaux 7

Solution : Le produit scalaire @ - ¥ vaut :
1 —1
1| 2 |=1-(-D)+(-1)-243-1=-1—-2+3=0,
3 1

dont @ et ¥ sont orthogonaux. En particulier, puisqu'aucun des deux vecteurs est nul, ils
ne sont pas paralléles.
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8.2 — Isométries et matrices orthogonales

Dans cette section :
e Définition, propriétés
e Matrices orthogonales

e Déplacements et antidéplacements
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8.2a — Définition, premiéres propriétés

Définition : Une isométrie (vectorielle) de I'espace euclidien R™ est une application
linéaire L : R™ — R™ qui conserve la norme euclidienne des vecteurs. Autrement dit,

vii e ®", |L(@)] = |

Proposition : Une isométrie (vectorielle) L : R™ — R" préserve le produit scalaire.
Autrement dit, pour tous i, v € R™, L(@) - L(¥) = 4 - U.

Preuve : Soient i, ¥ € R™. Par définition d'une isométrie, on a
|L@@+ o) = @+ )" (+)
Par définition de la norme, on a, d'une part
|G+ 3> = (@+3) - (@+0) =a - d+2a-T+7-0=|ad|> +2a-7+ |7 (%)
et d'autre part
|L(@+ 9)|* = (L(T + 9)) - (L(& + 7)) = (L(&) + L(¥)) - (L(@) + L(F)) (par linéarité de L)
= L(d) - L(4) + 2L(x) - L(V) + L(V) - L(V)
=L@ +20(@) - 1(@) + | L(@)|?
— |@|? + 2L(@) - L(F) + |7||*, (car L est une isométrie) (% % %)

—

De (), (%), (* % *), on déduit (aprés simplification) L(u) - L(¥) = « - U.
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8.2b — Propriétés des isoméries

Proposition : Une isométrie (vectorielle) L : R™ — R" préserve le produit scalaire.
Autrement dit, pour tous i, v € R™, L(@) - L(¥) = 4 - U.

Preuve : Soient i, ¥ € R™. Par définition d'une isométrie, on a
|L@@+ 9" = |+ 3" (+)
Par définition de la norme, on a, d'une part
|G+ 3> = (@+3)- (@+0)=a@-@+2a-0+7-0=|a@|> +2a-7+|7]> (%%
et d'autre part
|L(@+ 9)|* = (L(T + 9)) - (L(& + 7)) = (L(&) + L(¥)) - (L(@) + L(F)) (par linéarité de L)
= L(ud) - L(4) + 2L(x) - L(V) + L(V) - L(V)
= |L@|? +2L@) - L(®) + [L(@®)]?
— |@|? + 2L(@) - L(F) + |7||*, (car L est une isométrie) (¢ * %)

De (), (%), (* % *x), on déduit (aprés avoir simplifié) L(@) - L(¥) = @ - U.

Proposition : Une isométrie préserve la mesure (principale) des angles des vecteurs.
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8.2b — Représentation matricielle des isométries : matrices orthogonales
Définition : La transposée d'une matrice A € M, (R) est la matrice AT € My (R)
dont les coefficients sont définis par permutation de l'indice de ligne et de colonne :

(AT)ij = aji

Autrement dit, les colonnes de AT sont les lignes de A (et vice versa).

T 2 1 T T
2 3 0 0 1 5 1 3
Exemples : (1 5 7) =(3 5/, (3> =0 3), (3 2) - (5 2) '
0o 7
Propriétés :

e Si le produit matriciel AB a du sens, (AB)T = BT AT,
e Si A est une matrice carrée, det(AT) = det(A)

Définition : Une matrice carrée A est orthogonale si| AAT =1 |

Propriétés : Si A est orthogonale, alors A est inversible et A" = AT | det(A) 1

Il
H

Preuve : 1 = det(1) = det(AA”) = det(A) det(A”) = (det(A))>.

Exemples de matrices orthogonales :
o | tati . Rots — cos) —sinf 1 0 0 -1
es rotations : ote = | g cos 0 e lg 1) {1 0

o les réflexions : Refy = (Z?}:gg)) _52122(229)) ex. ((1) _01)' ((1) (1)>
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Déplacements et antidéplacements

Proposition :

Une transformation linéaire du plan ou de |'espace est une isométrie si et
seulement si sa matrice associée est orthogonale.

On distingue alors

e les isométries directes, données par des matrices orthogonales A avec | det(A) = +1 |,

qui préservent |'orientation. Ce sont les rotations (autour de (0,0) dans R?, autour d'un
axe passant par (0,0,0) dans R3);

e les isométries indirectes, données par des matrices orthogonales A avec

det(A) = —1 |, qui inversent |'orientation. Ce sont les réflexions (par rapport a une

droite passant par (0,0) dans R?, par rapport a un plan passant par (0,0,0) dans R3).

Définition : Une isométrie affine de I'espace euclidien R"™ est la composée d'une isométrie
vectorielle et d'une translation. On appelle :

e déplacement la composée d'une isométrie directe et d'une translation;

e antidéplacement la composée d'une isométrie indirecte et d’'une translation.

Nota : une isométrie reproduit n'importe quelle figure a I'échelle 1.
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Exercice

Exercice : Les transformations données par les matrices suivantes, sont-elles des isométries
(directes ou indirectes) ou des projections 7

0 1 0
e A=|-1 0 O
0 1

Solution :  On a (en développant par rapport a la premiére ligne)

der(a) = - | )= - -1,

donc A est inversible (un isomorphisme), car det(A) # 0. Aprés calculs, on trouve

0 —-1 0
A'=[1 o0 o]=A4a",
0 0 1

donc A est une matrice orthogonale, donc une isométrie. Puisque det(A) = 1, c’est une isométrie
directe, c'est-a-dire une rotation. Effectivement,

cos(3mw/2) —sin(37/2) O
A = | sin(37/2) cos(3m/2) 0]= ROt:?;/za
0 0 1

donc cette matrice représente la rotation d’angle 37 /2 autour de I'axe Oz.
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Exercice (suite)

0 0 1
e B=|0 1 O
1 0
Solution : On a det(B) = (1) (1)‘ = —1, donc B est inversible. Aprés calculs, on trouve
B! = BT (= B), donc B est une matrice orthogonale. Puisque det(B) = —1, c'est une

réflexion isométrie indirecte. Effectivement,
cos(m/2) 0 sin(w/2)
B == 0 1 O — Refj—ﬁf,
sin(w/2) 0 cos(w/2)

qui représente la réflexion par rapport a un plan contenant I'axe Oy et qui intersecte le plan xOz
en une droite penchée de 7/4 sur Ox.

2 0 0
e C=13 5 0
0O 0 O

Solution : Puisque det(C') = 0, la matrice n’est pas inversible, donc elle ne représente pas une
isométrie. C' n'est pas une projection orthogonale (ou isométrique), car det (g g) = 10 implique
que la matrice C dilate les longueurs.
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8.3 — Géomeétrie euclidienne dans le plan et dans |'espace

Dans cette section :
e Droites du plan
e Coniques

e Lien avec les complexes (distance, isométries)
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Droites affines du plan

Définition : Soient a, b, c des nombres réels tels que (a,b) # (0,0).

e Une droite A est formée des points du plan cartésien de coordonnées (x,y) telles que

ar+by+c=0

On retrouve I'équation d'une droite vectorielle dans le cas ou ¢ = 0.
a R :
e Le vecteur b est orthogonal ou normal 3 la droite A.

b —b . )
e lLes vecteurs (—a) et ( a ) sont des vecteurs directeurs de la droite A.

Exemples :
x — by = 0 est I'équation d’une droite vectorielle de vecteur directeur ( 1

x + 3 = by est I'équation d'une droite affine admettant le méme vecteur directeur. Elle lui est
donc paralléle.

Nota : Une droite est entiérement déterminée par (au choix) :
e deux points distincts;
e un point et un vecteur directeur;

e un point un vecteur normal.
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Equations cartésiennes et paramétriques des droites du plan

Si @ = (u1,us) est un vecteur de R?, on défini 4+ = (—us,u1). Les vecteurs @ et @+
) )

sont orthogonaux.

On note A la droite du plan passant par A(ai,a2) € A et de vecteur directeur
4 = (u1,u2) # 0. Le point P(x,y) appartient a A si est seulement si

a*J_
u
AP || @|. (condition) \/ 2A
A
Equation cartésienne de A : elle s'obtient en remarquant que
AP || @ < det (AP,d) =0 < det (x—al u1> =0
Yy—az2 U2

— (x—a1)ug — (y —az2)ur =0 (équation cartésienne)

e AP Lalt =0
Equation (linéaire) paramétrique de A : elle s'obtient en remarquant que

AP ||@ <> AP =ML,AER « OP=0A+ M\, eR
— { 5 : Z; ::__23; , AER (équation paramétrique de A)

Dans le systéme ci-dessus, \ est le paramétre. 190



Coniques : cercle, ellipse

Définition : Une conique est une courbe plane obtenue en prenant |'intersection entre un
cobne de révolution et un plan. Analytiquement, on définit une conique comme |'ensemble

des points du plan vérifiant I'équation

e Cercle :

ax® +bxy +cy? +dr+ey+ f=0

(z —a)? + (y—b)* =r?

centre (a,b),

e Ellipse :

rayon r

2

QM| 8

Y

centre (0,0),

(a,b,¢) # (0,0,0).

2
+b_2:1 /_\

\
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Coniques : hyperbole, parabole

N
N
S

e Hyperbole:| — — = = centre (0,0), axes 7 et 7,asymptotes y = +—x

cas +1: \ T / cas -1 : \‘_/
\ ZER

4‘ a<0
?

A

Q

Y

Y

ou bien : | y

centre (0,0), asymptotes 7 et 7’

Q Q
v vV
o o

a <0
e Parabole : | y = az? +bx + ¢ f\ .
s o / \
axe paralléle a j
a>0 a <O
ou bien :| z =ay® + by +c .

/

T

axe paralléle a 7
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8.4 — Géométrie euclidienne dans |'espace

Dans cette section :
e Propuit vectoriel
e Plans de R3
e Droites de R3

e Surfaces quadriques
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Produit vectoriel dans R3

Définition : Le produit vectoriel de deux vecteurs u et ¥ de |'espace est le vecteur noté
U A U et caractérisé par :

e U A U et orthogonal aux deux vecteurs u et U;

e si (@, 7, T A ¥) forment une base, alors elle est directe
(c’est-a-dire det (@, ¥, @ A T) > 0); -
— — P N 1 _ - P ¥ — A v
e la norme de U A ¥ est égale a I'aire du parallélogramme défini par @
et ¥, i.e., |u A T| = |@| |7 |sin(uv)] i
Proprietés du produit vectoriel :
¢ bilinéarité :
(AQ) A U= AU A V) =10 A (AD),
(C+ V) ATWB=UAW+TAW, e UA{W+W) =UAT+UAW
e anti-symeétrie : U A U= —U A U
e le produit vectoriel caractérise les vecteurs paralléles : | AT =0 < u | U

e en coordonnées cartésiennes, le produit vectoriel se calcule comme suit :

(z,y,2) A (2,9, 2") = (y2' —y'2,—z2' + 2’2z, 2y — 2'y)

Exemple :
(1,2,3) A (4,-5,7) = (2:7—3-(=5),3-4—1-7+,1-(=5) —2-4) = (29,5, —13)
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Plans affines de |'espace

Définition : Soient a, b, ¢, d des nombres réels tels que (a,b,c) # (0,0,0).

e Un plan 7 est formé des points de |'espace cartésien de coordonnées (z,y, z) telles que

ar +by+cz+d=0

)
a
° b | est un vecteur orthogonal ou normal a .
&
Exemple : 1
x — by — 2z =0 est I'équation d'un plan vectoriel, de vecteur normal | —5
—2
1
x + 3 =05y + 2z est|'équation d'un plan affine de vecteur normal | —5
—2

Nota : Un plan est entiérement déterminé par (au choix) :
e trois points non alignés;
e un point et deux vecteurs tangents non colinéaires;

e un point un vecteur normal.

195



Equations cartésiennes et paramétriques des plans de I'espace

On note 7 le plan passant par A(ai1,a2,a3) et de vecteurs tangents & = (u1,u2,us3) et
U = (v1,v2,v3) non colinéaires (c.-a-d. ¥ A ¥ # 0). Le point P(x,y, z) appartient a A si

est seulement si

AP € Vect(@,7) « AP L@ AT| (condition)

Equation cartésienne de 7 : elle s'obtient en remarquant que
AP € Vect(@,7) < det (ﬁ,ﬁ, v) =0 (équation cartésienne)
— AP. (@A D) =0

Equation (linéaire) paramétrique de 7 : elle s'obtient en remarquant que

AP ||@ > AP =M0+pu¥, MAMpeR < OP =O0A+ X i+ u¥, M\peR

x = a1 + Aui + pvr
— y=az+ Auz +pv2 , A, peR  (équation paramétrique de )

z = a3 + A\uz + pvs

Dans le systéme ci-dessus, \ et u sont les paramétres.
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Droites de |'espace

Définition : Une droite affine A de I'espace R3 est |'intersection de deux plans affines 7
et ' non paralléles.

ar+by+cz+d=0
adx+by+cz+d =0

=

Plz,y,z) e A=nmnn < {

avec (0,0,0) # (a,b,¢) J (a/,¥/,¢) # (0,0,0),

Exemples :
e La droite d’équations { v ig est I'axe Oz (vectoriel).
ny : =3 g x .
e La droite d'équations y=5 est paralléle a I'axe Oz (affine).

e La droite A passant par A(a1,a2,a3) et de vecteur directeur v = (v1,va,v3) est
caractérisée par :

P(z,y,2) €A < AP || ¥ <« AP =\, AeR.

Ceci se réécrit :

T —al = \vi
équations paramétriques : y—az2 =Ave , AER
Z — a3 = A\vs

r— aj Yy — az zZ — as

équations cartésiennes :

v V2 v3
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Surfaces Quadriques

Une surface quadrique Q est une surface de I'espace euclidien de dimension 3 définie par :

Q = {(2,9,2) | f(z,y,2) = 0]

, ou f(x,y,z) est un polynéme de degré 2.

Quadriques les plus connues :

e Cylindre x? +y? =1r?

e Paraboloide
elliptique

e Paraboloide
hyperbolique

e Sphére 2 +y? + 22 =2

e Ellipsoide r LY L2

¢ Hyperboloide x?  y? 22
a une nappe

N

e Hyperboloide z? oy
a deux nappes

IS
)
Q[:)
Ow| I\
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Quelques images de surfaces quadriques

Cylindre Hyperboloide Coéne Hyperboloide
a une nappe a deux nappes

—> N

Sphére Ellipsoide Paraboloide Paraboloide
elliptique hyperbolique
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