Correction du CC1
Question de cours (4 points)
Soit f: E — F une application linéaire de 1’espace vectoriel E vers 1’espace vectoriel F.
1. Donner la définition du noyau de f. (2 points)
2. Enoncer le théoréme du rang. (2 points)

Correction
1. ker(f) ={u €E,f(u) = 0z}
2. dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(E)

Exercice 1. (6 points)
On considere les sous-ensembles de R3 suivants : E = {(x,y,z) ER3,x+y+z=0}etF =
{(x,y,2z) ER3,x =y =z}
1. Vérifier que ce sont des sous-espaces vectoriels de R3. (2 points)
2. Donner une base et la dimension de chacun d’eux. (2 points)
3. Montrer que E®F = R3. (2 points)
Correction exercice 1
1. 0=(0,0,0) vérifie0 +0+0=0donc0 € E
Soient# = (x,y,z) € Eetuw’ = (x',y',z') EE,doncx+y+z=0¢etx' +y +2z' =0
Soient A et A" deux réels
A+ 20 = Ax, v,z)+ A (x,y,z)=QAx + AVx" Ay + X'y, Az+ A'z") = (X,Y,Z)
X+Y+Z=x+AVx"+2y+ Ay + 22+ 12" =2x+y+2)+ AV (x'"+y" +2)=0
Donc A + A'u’ € E, ce qui montre que E est un sous-espace-vectoriel de R3.
0 = (0,0,0) vérifie 0 = 0 = 0 donc 0 € F.
Soientd = (x,y,z) € F etu = (x",y',z')EF,doncx =y=zetx' =y' =2
Soient A et A’ deux réels
W+ 0 = Ax, v,z2) + A (x',y',z") = Ax+ Ax" Ay + Ay, 2z+ 1'z") = (X,Y,Z)
X=x+Ax"=y+ Ay =Y
X=Mx+Ax"=2z+ 12" =27
On abien X =Y = Z, ce qui montre que AU + AU’ € F donc F est un sous-espace-vectoriel de R3.

U=Myz)EEex+y+z=0x=-y—z
Doncu = (—y — z,v,z) = y(—1,1,0) + z(—1,0,1), on pose a = (—1,1,0) et b = (—1,0,1),0na
E = Vect(d, b) ce qui montre que E est un sous-espace-vectoriel de R3, que (&, b) engendre E, comme
ces deux vecteurs ne sont pas proportionnels ils forment une famille libre, il s’agit donc d’une base de E
et alors dim(E) = 2.
Uu=Mxyz)eEFeox=y=z
U= (x,x,x) =x(1,1,1) on pose ¢ = (1,1,1) ce qui montre que F = Vect(c) donc F est un sous-
espace-vectoriel de R3 dont une base est (¢) et dim(F) = 1.
3. Soitu=(x,y,z)EENF,onax+y+z=0etx =y =z onendéduitaisémentquex =y =z =
0,cequimontreque ENF = {6} et que dim(E N F) = 0, d’aprés la formule de Grassmann
dim(E + F) = dim(E) + dim(F) —dim(ENF)=2+4+1-0=3

On en déduit que E + F = R® et d’aprés la question 2, E N F = {0}, cela montre que

E®F = R3
Autre méthode :
Comme précédemment E N F = {0} et comme dim(E) + dim(F) = 2 + 1 = dim(R?) on a

E®F = R3

Exercice 2. (10 points)
Soit f I’endomorphisme de R3 défini pour tout (x,y,z) € R3 par :



fC,y,z) =(—x+4y —2z,—x+3y —z,—x + 2y)
1. Déterminer la matrice A de f par rapport a la base canonique. (3 points).
2. Déterminer une base du noyau de f. (4 points).
3. Déterminer la dimension de I’image de f. (3 points).

Correction exercice 2
1. Soite; = (1,0,0), e; = (0,1,0) ete; = (0,0,1) les trois vecteurs de la base canonique
fle)) =(=1,-1,-1) = —e; —e; —e5; f(e3) = (4,3,2) = 4e; + 3e; + 2e;
et f(ez) =(-2,-1,0) = —2e; — e,
fle) f(en) f(er)_,

-1 4 -2\ &
A= (—1 3 —1) e;

-1 2 0/ e
2.
Li(—x+4y—-2z=0 Ly —x+4y—-2z=0
ﬂz(x,y,z)Eker(f)(:)Lz{—x+3y—z=0 (:)Lz—Ll{ —y+z=0
L3 —X+2y=0 L3_L3 —2y+2z=0
{—x+4y—22=0 {x=22
=3 =3
y=z y=z

Donc i = (2z,z,z) = z(2,1,1), on pose d = (2,1,1), ¢’est une base du noyau.
ker(f) = Vect(a)
3. D’apres le théoréeme du rang
dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = 3 = rg(f) = dim(Im(f)) = 2



