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Questions de cours

1. Donner la définition de I'image d’une application linéaire f : £ — F. (2 pts)
L’image de f: E — F est le sous-espace vectoriel Im(f) = f(E) = {f(¥) € F|v € E} de F.

2. Soient E et F deux sous espaces vectoriels d’'un méme espace vectoriel. Donner la formule de
Grassmann. (2 pts)
Pour E et F sous-espaces d’'un méme espace vectoriel, la formule de Grassmann est
dim(E + F) = dim(E) + dim(F) — dim(E N F).

Exercice 1
On considere R? muni de la base canonique B = (€1, €2). Soit C = (i1, ii2) la famille de vecteurs

a-() o)

1. e Montrer que C est une famille libre.
Il faut montrer que \ju; + Aytis = 0 si et seulement si \; = Ay = 0. On peut écrire

cette égalité comme
5 3\ (M) _ (O
3 2/ \ /) \O

et appliquer la méthode de pivot pour la résoudre :

5 3 )\1 lg—%h 3 4 )\1 ll_%l2 3 0 )\1 o 0
3 2) "0 1)\ 0 5/ \x) \0)°

Donc, on a une solution unique A\; = Ay = 0 et C est bien libre.

e En déduire que c’est une base de R?. (1 pt)
11 suffit de noter simplement qu’une famille libre de deux vecteurs dans un espace
vectoriel de dimension deux est une base.

Autrement dit, C est une base de R? si elle est libre et génératrice de R?. Nous
avons montré qu’elle et libre, donc il nous reste seulement d’observer qu’elle est
génératrice, c’est a dire que

R? = Vect(dy, ii2) = {1 + Aolia, A1, A2 € R}.
2. Donner la matrice de passage Pgc de la base canonique B a la base C. (1 pt)

La matrice de passage Ppc est la matrices des composantes de i, U exprimées dans la
base canonique B. Donc,

S 5 3
Ppe = Mg(t,12) = <3 2) -

. T . . .
3. Soit U4 = < ) un vecteur quelconque de R? exprimé dans la base canonique B. Exprimer ce
B

vecteur dans la base C. (2 pts)
On doit trouver les composantes du vecteurs @ dans la base C, c’est a dire A\, s € R

tels que
L, ., . A1
u = >\1U1 + )\2U2 = .
A2/

Dans la base canonique, on écrit cette équation

(02 6), =),
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Pour trouver \; et Ay en fonction de x et y, il faut donc résoudre le systéme d’équations

T =5\ + 3\
y=3)\1+2/\2.

On note que

3z — 5y = (15— 15)A1 + (9 — 10)Ag = — A
22 — 3y = (10 — A1 + (6 — 6) Ay = Ay,

i Aty [ 223y
“\ e c ~ \ =3z + 5y e
4. Calculer P! = Pep. (2 pts)

Comme indiqué dans la question, ’inverse de la matrice de passage Ppc de B a C est la
matrice de passage P¢p de C & B. Pour exprimer les vecteurs €1, ¢; de la base canonique

et on arrive a la solution

dans la base C, on peut évaluer ’expression pour @ = (;) dans labaseC a (xr =1,y =0)
B
et (x =0,y = 1) respectivement:

- (), () - (),
)—3 :

3
= ), (2

_ o o 2 =3
p 1213(2521\/fc:(61,62)=<

La matrice est donc

On pourrait également appliquer la formule pour I’inverse d’une matrice de type 2 x 2

_fa b -1 1 d —b
A_(c d> — 4 _adbc(c a
a Ppc pour retrouver le méme résultat. On peut aussi comparer avec la question
précédente et vérifier que

Me (@) = PepMp(1)
exactement comme prévu.

Exercice 2
Soit f I’endomorphisme de R3 défini, pour tout (z,y, z) € R3, par

f('r7y7z) = (J)—y—FZ,—I—Fy—Z,O)
dans la base canonique B = (€}, €3, €3).

1. Déterminer la matrice A = Mpgp(f) de f dans la base canonique. (2 pts)
On cherche une matrice A de type 3 x 3 qui vérifie f(¥) = AY. Pour ¢ exprimé dans la
base canonique de R3, on a

aussi dans la base canonique, et

A=Mgs(f)=|-1 1 -1
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2. Montrer que

1 0
C] == (’Jhﬁg), ﬁl = 1 5 62 = 1
0 1
est une base du noyau Ker(f). (2 pts)

Le noyau de f:R3 — R? est le sous-espace vectoriel de R? défini par
Ker(f) = f~(0r) = {5 € R*| (&) = O} .

On trouve que f(z,y,2) = 0 si z—y+2z = 0; alors son noyau est le plan normal au vecteur
7i=(1,—1,1) qui passe par l'origine,

Ker(f) = {(2,y,2) € R¥a —y + 2 = 0}.

Pour montrer que

1 0
C1 = (ty,da), =11, o = | 1
0 1

est une base de Ker(f), il suffit de noter que

e f(uy) = f(id2) =0, donc iy, U € Ker(f).

o Il n’existe aucun scalaire A\ € R tel que u; = iy, alors les deux vecteurs sont
linéairement indépendants

e Ker(f) a dimension 2, donc il est engendré par toutes paires de vecteurs linéairement
indépendants qui appartiennent a lui

C, est donc libre et génératrice de Ker(f).

3. Que peut-on dire du rang de f ? (1 pt)
Le rang de f : R?® = R3 peut étre déterminé par la formule du théoréme de rang, en
notant que le noyau de f a dimension 2 :

rg(f) = dim(R?) — dim(Ker(f)) =3 —-2=1.

4. On admettra que C = (i1, Uiz, i63) est une base de R? o

Calculer f(iy), f(uz2), f(is) en fonction des vecteurs iy, Uy et Us.

En déduire la matrice A’ = Mcc(f) de f dans la base C. (3 pts)
On a déja vérifié que f(i1) = f(d2) = 0, et on calcule f(u3) = (2,—2,0) = 2us. Alors, la
matrice de f dans cette base est

0 0 0
A" = Mec(f(ir), f(d2), f(d3)) = |0 0 0 (1)
0 0 2
5. Calculer les déterminants des matrices A et A’ (2 pts)

Les déterminants det A et det A’ sont tous les deux égaux a zéro car leurs colonnes et
lignes ne sont pas linéairement indépendants.



