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Correction Feuille 4 : Limites et continuité des fonctions

—2z six < -—1
Exercice 1. Soit f(z) =< 2?+1 si —1<2<0
sin(xz/4) siax > 0.

1. Dessiner le graphe de f.

2. Calculer les limites suivantes :

a) lim f(z) c) lim f(z) e) lim f(x)

r——1— z—0— T—T—
b) lim f(z) d) lim f(z) f) lim f(z)

Est-ce que les limites suivantes existent ? Si oui, donner leur valeur.

a) lim f(x) b) lim f(z) c) lim f(x)

z——1 z—0 T
Correction

La fonction f est affine sur | — oo, —1], parabolique entre —1 et 0, avec une tangente horizontale en 0~

et c’est une sinusoide (dilatée) sur R
Par définition de f, on a :

lim f(z)= lim (—2z) = 2

r——1— r——1—
li = 1 2+1) = 2.
3 A )= I, @
N De facon analogue, on a :
e lim f(z) = lim (22 +1)=1
I z—0~ z—0~
2 4 0 1 2 3 4 5 6 7 i = 1 1 4) =0
i S0 = i sin(e/4)
= lim f(z) = lim sin(x/4) = v2/2
T—T T—T
lim f(x) = lim sin(z/4) = V2/2.
z—7t z—t

On en déduit que les limites (a) et (c) existent, et elles valent respectivement 2 et v/2/2, tandis que la
limite (b) n’existe pas.

Exercice 2. Calculer les limites suivantes :

2 . :
ot —4 7. lim |z — 1] e
L :}«1—>m2 x—2 el . 13 zgrfoo x
3 .
ox =1 8. lim —— . . (1
2. il_)lrnl o e |x;1| 14. ;gr(l)xsm <x>
3. lim 22495 9. lim —— . % +sinx
bod T — 4 =5 | — 1] 5. lim ——-—
329 _ 17 1 z—+o0 L% + COST
4. llm ———— 10. lim — 16. lim 2%
T—r+00 z7 =041 4+2—1 z—0,2>0
32% —b5x? + 7 1 1 1+ 2sin(x)
D. - i — 17. lim —22 %
r—l>rf<>o 8+ 2z — b3 1. ilaml<1—;z; 1—:n2) 7 x—l>rfoo 1+
2 )
6. lim T 13 12. lim Va2 +20+5—= 18, lim e—sine
r——00 3 + 2 T—00 T—+00



Correction

1. Onaz®—4=(z—2)(z+2), dou

2. Décomposer 22 —1 = (z —1)(z + 1) et 23 —1 = (x — 1)(2® + 2 + 1) et simplifier. On obtient que
22 —1 3
lim —— = =
a—lz2—1 2

3. Lorsque x tend vers 4, 2z + 5 tend vers 13 et x — 4 tend vers 0, donc le quotient diverge. De plus, on

peut étudier les limites & gauche et a droite :

224+ 5 2+ 5
— —oo et — 400
T —4 z—dx<d T —4 z—4x>4
329 — 17
4. On a pour tout z non nul, x77 =3z2 — 17277,
x
329 — 17

2~ est borné sur [1, +oo[ et 322 tend vers 400 en +o0, donc diverge vers 400 en +oo.

7
T
5. On factorise par les puissances les plus élevées au numérateur et au dénominateur : pour tout x assez

grand, 8 + 2z — 52° est non nul et on a

30° =522 4+7 1 x(3—bx '+ 7x73) 3—bx !+ 7073 3

= = — :
8+2x—bx3 a3 x@Bx3422x2-5) 2 342r2-5 s+ 5

6. On factorise & nouveau numérateur et dénominateur par leur plus grande puissance. La limite vaut 0.

7. Lorsque z tend vers 1, x — 1 tend vers 0, donc |z — 1| tend vers 0.

1
8. On déduit de la question précédente que lim ———— = +o0.
z—1 ’l‘ — 1‘
1
9. Lorsque z tend vers 5, x — 1 tend vers 4, donc hm ﬁ =1/4.
x —_—

10. En multipliant numérateur et dénominateur par 1 + z + 1, on trouve que

1 _Vitz+1 Vitaxz+1
Vitz—1 (14z)-1 T

d’ot1 on trouve que la limite n’existe pas (z — 0% et z — 07).
11. On a

1 1 - T

l—z 1—-22 (1—-z)(142)’

d’oul c’est simple de voir que la limite n’existe pas.

12. On utilise 'expression conjuguée. On a

Vo g5 -g= YT HZHE ) X (VoP + 0 b5+ )

B V2 +2zx+5+x
2r +5

:\/w2+2w+5+ar
2(2+ (5/2) L
(\/1 2/7) + 5/a;2)+1) @00

sinx
13. La fonction sin est bornée donc hm — =0.
T

1
14. Pour la méme raison, liénxsin () =0.
x



15. Il faut mettre en facteur, au numérateur et au dénominateur, les quantités qui convergent a 'infini plus
rapidement que les autres. On trouve donc que : pour tout x non nul,

2> +sinr 2?2 x (1+22cosxz) 142 2cosw

2 +cosz  22x (1+ax2sinx) 1+ 2sinz

ce qui converge vers 1 en 400

16. On écrit, pour tout = > 0, 2% = €*™%. Or zInz tend vers 0 en 01, donc 2% tend vers 1 en 0.

1+ 2si
17. 1+ 2sinz est borné sur R et 1 + v/z diverge vers +oo en +00, donc lim ﬂ =
z—+oo 14 /x

est compris entre e ! et e, donc  lim * ST = 40,
r—r+00

18. Pour tout z, e~ "%

Exercice 3 (Limites et taux d’accroissement).

In(1 —
Rappelons que lim ST _ 1 et lim M =1et que lim M = f'(z0).
z—0 X z—0 T T—T0 T — X0
Calculer les limites suivantes :
(2 5
1. lim S22 4 tim SO0 7.l 202
x—0 \/5 z—1/2 1 —2x z—0 sin?z
2 &3 . . 3
9. fim & Sm1/7) 5. lim, (222 + 2 — 1) tan(rz) 8. lim al's
=0 sinz )
- 1
3. lim P07 6. lim % 9. pim P g
z—0 I z—0 x T—+00 "
Correction
1. On a

Sll’l(2m) _ Sln(2l’) 2\/5 — 0 quand x — 0.

N3 2

2. Du moment que sinz/x — 1 quand x — 0 et que zsin(1/x) — 0, on a que la deuxiéme limite vaut 0.

3. Par définition de la fonction tan, on a

tanx sin x

cosx — cos(0) = 1 quand z — 0.
x

On peut aussi remarquer que c’est le taux d’accroissement de tan en 0.

4. On change la variable en posant 1 — 2z =y, et donc x = (1 — y)/2. En utilisant que cos(7/2 — ) =
sin(a) (faire un dessin pour le prouver), on a

sin (Z
lim COS(MU) = lim M = lim
z—1/2 1 =22 y—0 Y y—0

5. De facon similaire, on commence par noter que 222 4+ —1 = (22 —1)(z+1). On pose alors 2z —1 =y,

d’ot x = (14 y)/2. Grace aux formules sin(a + 7/2) = cos(a) et cos(a+ 7/2) = —sin(a), on trouve
alors
3 1 \sin(Z+T
lim (2552 +z—1)tan(zrz) = limy | = + =y (2 zy)
z—1/2 y—0 2 92 COS (g + gy)
cos (Z
= lim = (3 +v) (23)
y— —sin (iy)
s
2 - 3
i 2Y —(B+Y) S(jy) _ 3
y20sin (3y) 7 2 ™



6. On peut écrire

x? 221 +cosx)

cosx — 1 cos?z —1 sinz \ 2 —1 1
= — —3 quand x — 0.

T 1+ cosx

Ou alors : Posons y = x/2

cost—1 cos(2y)—1 2sin’y N 1
2 4y? 42 02
7. Quand x — 0, on a
In(1 + z?) In(1+22) 22
= 1

sin? x x? sin? x
8. La limite vaut 0 par croissances comparées.
9. On a z" = exp(nlnz), d’ou on trouve

exp(In? z)

— = exp (ln:p(lnx — n)) .

On en déduit que la limite vaut 400 pour tout n € Z.

Exercice 4 (Partie entiére).
Dans cet exercice, la notation E(x) désigne la partie entiére d’un réel . Calculer :

i 1 1
L. lim E(z +1) 2. lim zE () 3. lim aF <>
z—0 x T—+00 X
Correction
1. Soit x €]0,1[. On a E(z + 1) = 1. Donc 1%)m>0E(ac +1)=1
z—0,x

Soit maintenant €] —1,0[. On a E(z + 1) =0. Donc lim FE(z+1)=0.
x—0,2>0

On peut donc conclure que la fonction x — E(z + 1) n’admet pas de limite en 0.

2. Soit z un réel non nul. On a .
——1<E(1/z) <
x

SR

On multiplie cette double inégalité par x.
Si x est positif, on obtient :

1 1
l—z=xx (—1> <zE(l/x)<zxx—=1.
x x
De méme, si x est négatif, on obtient :
1 1
l—z=azx|——1)>zFE(1/x)>zx — =1
x x
Par encadrement, on en déduit que zE(1/z) tend vers 1 lorsque = tend vers 0.

3. Pour tout z > 1, E(1/z) =0, donc zE(1/z) = 0.
On a donc meE(l/:v) = 0.
o0

-5
Exercice 5. 1. Si lim Jl) =5 = b, trouver lim f(z).
=2 T — 2 T—2
2. Si lim L&;) = —2, trouver lim M
z—0 X z—0 X
Correction

La premiére limite vaut 5, la deuxiéme vaut 0. Pour le voir, on peut :



— soit raisonner par I’absurde : si le numérateur ne tend pas a 0, la limite ne peut pas étre finie (car le
dénominateur tend a 0);

— soit utiliser la définition de limite.

— Ou encore : écrire que, pour tout x # 2, on a

f(x) =5
—(r—2)x I ©
f@)=(@-2)x B2y
, et de facon similaire, pour tout £ non nul, on a
fl@)  f(z)
SN
x x2

Exercice 6 (Continuité a droite et & gauche).
Etudier la continuité a gauche, la continuité & droite et la continuité des fonctions suivantes en chaque
point de leur domaine de définition.

z? si0<zx<1
20—1 sil<z<2

2

1. f:]0,2] — R définie par f(x) = {

2. g : R — R définie par g(x) = = +

six#0etg(0)=1.

Correction
1. Pour tout = € [0,1[, f(x) = 2 coincide avec une fonction continue, donc elle est continue en tout
point de [0, 1] ; le méme argument s’applique a tout point dans |1,2].
Enz=1:
lim f(z) = lm 2°=1= 1lim (2z—-1) = lim f(z) et f)y=1,

r—1x<1 z—1,x<1 z—1,2>1 z—1l,x>1

donc f est continue aussi en 1.

2. Le méme argument de I’exercice précédent montre que f est continue en tout point x # 0. Considérons

maintenant le cas z = 0. On rappelle que Va2 = |z|. Donc
I — i 1) =1, li — lim (z—1) = —1.
g @ = g ety A @ = By =)

On en déduit que f n’est pas continue en 0, mais continue a droite.

2 iz <2
Exercice 7. 1. Déterminer les valeurs de k& € R pour lesquelles f; définie par fi(z) = {;z 9 S? = 5
-z sl x >

est une fonction continue.
1423
1+=x

2. Soit f : R\ {—1} — R l'application définie par f(z) =
g: R — R telle que g|g\(—1} = f

. Trouver une application continue

Correction

1. Pour x # 2, la fonction est clairement continue, il faut donc juste choisir le k de maniére que les deux
termes coincident a z = 2, c’est-a-dire 2% = k — 2% ou bien k = 8. La seule valeur k telle que f}, est une
fonction continue vaut donc 8.

2. Comme 1+2° = (1+2)(1 -z +2?), la fonction g(z) =
x # —1.

2 _ 241 est continue et coincide avec f pour

Exercice 8. Montrer que Iéquation 23 — 15z 4+ 1 = 0 a trois solutions dans l'intervalle [—4,4].

Correction On calcule les valeurs de polyndmes sur les bords de I'intervalle et pour des arguments simples :
Pour z = —4, on obtient 2> — 15z +1 =16z — 15z +1=2+1= -3 < 0.



Pour x = 0, on obtient 1 > 0.
Pour z = 1, on obtient 2° — 15z +1=1—-15+1 < 0.
Pour z = 4, on obtient 2° — 152 +1 =16z — 15z +1=2+1=5>0

Par la continuité de polynome et le théoréme des valeurs intermédiaires, il y a donc (au moins) une
solution dans | — 4, 0], une solution dans |0, 1] et une solution dans ]1,4].

On peut également justifier que P admet exactement 3 racines dans [—4,4] : en effet, P est dérivable et
P'(z) =322 — 15 = 3(z — V5)(z + V/5).

On peut alors dresser le tableau de variation de P :

x —4 -5 V5 4
sen(P’'(x)) + 0 - 0 +
10vV5 + 1 5
P / \ /
-3 ~10v5 + 1

P est donc continue et strictement monotone sur chacun des intervalles [—4, —v/5], [=V/5, V5] et [vV/5,4],
avec P(—4) < 0, P(—v/5) > 0, P(v/5) < 0 et P(4) > 0. Par le théoréme de 1 bijection, elle s’annule donc une
unique fois sur chacun de ces trois intervalles.

Exercice 9. Montrer qu'il existe z € [37/4, 7] tel que

x
t —=0.
anx—|—3

Correction On évalue l'expression & © = 37/4 et & x = 7 et on trouve —1/4 < 0 et 7/3 > 0. Par la
continuité de la fonction tangente et le théoréme de valeurs intermédiaires, ’expression a donc un zéro dans
I'intervalle donné.

Exercice 10 (Bijection et monotonie).

Pour tout entier n > 2, on considére la fonction f,, : [1, +o0[— R donnée par
folz)=2"—2z—1

1. Montrer qu’il existe un unique x,, > 1 tel que f,(z,) = 0.

2. Montrer que fpt1(zy) > 0.

3. En déduire que la suite (z,,)n>2 est décroissante et converge vers une limite .
4

. Déterminer /.

Correction
1. Ona fp(l) = -1 <0et 1i_>m fn(z) = oo (parce que le terme dominant est positif). Par le théoréme
T—00

des valeurs intermédiaires, il existe donc bien x,, > 1 tel que f,,(2,) = 0. Comme f/(x) = nz"" ' —1 >
2—1=1> 0, la fonction est strictement croissante. Donc, x,, est unique.

2. Par définition de x,, on a z], = z,, + 1. On obtient

an(:En)::UZH—mn—lzxn(mn—i—l)—mn—l:x%—l>0.

3. Comme fr11(1) = =1 < 0 et fpop1(zy) > 0 par le résultat précédent, on a bien 1 < z,41 < x, et la
suite est décroissante. Comme la suite est minorée par 1, elle converge vers une limite £.

4. Comme x, > 1, on sait que £ > 1. Si la limite ¢ > 1, on obtient la minoration divergente

(+1= lim (zp,+1)= lim 2] > lim (" = occ.

On conclut que £ = 1.



Exercice 11 (Une fonction lipschtizienne).
Soient a et b deux nombres réels tels que a < b et f une application de [a, b] vers [a, b].

1. On suppose que pour tout (z,y) € [a,b] X [a,b] on a

|f(x) = f(y)] < |z -y

Montrer que f est continue. En déduire qu’il existe au moins un réel u € [a,b] tel que f(u) = u. On
pourra utiliser la fonction g de [a, b] vers R définie par g(x) = f(x) — =.

2. On suppose maintenant que pour tout (z,y) € [a,b] X [a,b] avec x # y on a

[f(@) = f(y)] < |z =yl

Montrer qu’il existe un unique u € [a, b] tel que f(u) = u.

Correction
1. Continuité de f (2 méthodes)

e En utilisant la définition de la continuité par les suites : Soit z¢ € [a, b] et (u,) une suite de réels
de [a,b] qui converge vers xg.

Pour tout n > 0, on a
| f(un) = f(z0)| < [un —x0] —> 0

n—-+00
Donc f est continue en zg. Par définition, f est donc continue sur [a, b]

— o Avec des €. Soit zg € [a, b] et soit € > 0.
Pour tout x € [a, b] tel que |x — x| <&, on a :

[f(z) = f(wo)| < o — o] < €
Donc lim f(x) = f(xg), et f est continue en z( (et donc aussi sur [a, b].

Tr—xQ

On utilise maintenant le fait que f([a, b]) est inclus dans [a, b]. La fonction ¢ : u +— f(u)—wu est continue
et elle vérifie :

fla)—a>a—a=0
fO)—=b<b—-0b=0

Par le théoréme des valeurs intermédiaires, ¢ s’annule sur [a,b] : il existe u € (a,b] tel que ¢(u) = 0,
ce qui se traduit par f(u) = u.

2. Si on suppose que pour tout (x,y) € [a,b] X [a,b] avec x # y on a

[f (@) = f(y) <z —yl

on a toujours pour tout (z,y) € [a,b] X [a,b] |f(z) — f(y)| < |z — y| Donc il existe (au moins) un réel
u dans [a, b] tel que f(u) = u.

Considérons deux réels u et v de [a, b] tels que f(u) =u et f(v) = v.

Ona f(u) — f(v) =u—w.

Or, si u # v, |f(u) — f(v)] est strictement inférieur a |u — v|.

On a donc nécessairement u = v.

L’équation f(u) = u admet donc une unique solution sur [a, b].

Exercice 12. Montrer que si f : R — R est une fonction continue telle que lim f(x) = —ocet lim f(z) =
T—r—00 r—r+00

400, alors f est surjective.

Correction Soit y € R. Par la limite vers —oo, il existe forcement une valeur a € R telle que a < 0 et
f(a) < y. Par la limite vers oo, il existe forcement une valeur b € R telle que b > 0 et f(b) > v.

Par la continuité de f et le théoréme de valeurs intermédiaires, il existe zy €]a, b[ tel que f(xg) = v.
Comme y était un réel arbitraire, la fonction f est bien surjective.



Exercice 13. Vrai ou faux?

1. Si f est continue sur un intervalle fermé borné [a, b] vers R, alors f([a, b]) est un intervalle fermé borné.

2. Si f est continue sur un intervalle ouvert borné |a,b| vers R, alors f(]a,b]) est un intervalle ouvert
borné.

3. Si f est continue sur un intervalle ouvert borné ]a,b[ vers R, alors f(]a,b]) est un intervalle ouvert,
mais pas forcément borné.

4. Si f est continue sur un intervalle ouvert borné Ja,b[ vers R, alors f(Ja,b[) est un intervalle, mais pas
forcément ouvert ni borné.

Correction

1. Vrai. La fonction admet un minimum et un maximum et par le théoréme des valeurs intermédiaires
atteint aussi tout l'intervalle [min, max].

2. Faux. Contre-exemples : f la fonction constante qui ne donne pas un intervalle ouvert. f(x) = 1/x sur
10, 1[ qui n’est pas bornée.

3. Faux. Contre-exemple : fonction constante, ou la fonction sin sur | — 27, 27].

4. Vrai. La fonction atteint toutes les valeurs entre inf{ f(z)} et sup{f(z)} par le théoréme des valeurs

intermédiaires ce qui donne toujours un intervalle qui pourrait avoir des bornes oo ou inclure ses
bornes si la fonction admet un minimum ou maximum.

Exercice 14 (Fonction périodique).

1.
2.

Soit f : R — R une fonction continue et périodique. Montrer que f est bornée.

En utilisant le résultat précédent, calculer la limite

Inx

lim .
w—+oo x(sin® z + cos! )

Correction

1.

Considérons une fonction f de période T

Sur l'intervalle fermé et borné [0,7], la fonction f est continue, donc elle est bornée. Notons M =
sup[0, T f ()|

Soit t un réel quelconque. Il existe un réel ¢y de [0, 7] tel que ¢t — ¢y soit un multiple de 7.

Puisque f est de période T', on a f(t) = f(to).

Or tg appartient a [0, 7], donc f(tp) est borné par M.

On peut donc conclure que, pour tout réel ¢, on a |f(t)| < M.

. Par les théorémes de croissance comparée, on sait que la limite en +o0o de (Inx)/x est nulle.

Etudions maintenant la fonction ¢ : 2 — sin® z + cos'* 2. Cette fonction est continue sur R et elle est
périodique de période 7.

On vérifie qu’elle ne s’annule pas : soit x € [0, 7] tel que ¢(x) = 0. Alors sinz = 0 et cosz = 0, ce qui
est impossible.

Sur [0, 7], la fonction ¢ admet donc un minimum strictement positif. Par périodicité, c’est également
son minimum sur R.

1
Donc — est positive et majorée sur R, ce qui permet de conclure que Inz tend vers 0 en +o0.

1
z¢(x)

Etudes complétes de fonctions

Exercice 15 (Fraction rationnelle).
On définit une fonction f: R\ {—1} — R par :

22 +3x+3

f(@) = z+1

1. Etudier les variations de f.



2. Calculer les limites de f aux bornes de ’ensemble de définition.

3. Calculer les limites en —oo et en oo de 'expression f(z) — (z + 2).

En déduire que la droite d’équation y = x + 2 est asymptote au graphe de f.
4. Déterminer la position du graphe de f par rapport & cette asymptote.

5. Tracer le graphe de f.

Correction

1. f est continue et dérivable sur | — oo, —1[ et sur | — 1, +o0o[. Pour tout réel  # —1, on a

(x+1)x(2x2+3)—1x (22 +32+3)

fi(a) =

(x +1)2
202 +3x+20+3 — 22> —3x—3
- (x +1)2
%+ 2z
- (x +1)2

f'z) est donc du signe de x(x + 2), ce qui nous permet de dresser le tableau de variations :

T —00 -2 -1 0 +o00

sgn(f'(z)) + 0 - - 0 -

f /1\ \3/

2. En utilisant les propriétés classiques sur les limites, on détermine les limites de f en —oo et en +oo,
ainsi que les limites & droite et & gauche en —1 :

et
li =— t i =+
ey S = mooet i ) = oo
Cela permet de compléter le tableau de variations :
T —00 -2 -1 0 +00
sen(f'(x)) + 0 — - 0 +
-1 +0o0 +00
— 00 —00 3
3. Soit x un réel différent de —1.
On a
22 +3x+3
— )= ——— — 2
fla) - @+2) = TS gy
2?4 32+3— (z+2)(z+1)
N z+1
2?43 +3— (22 + 3z +2)
N z+1
1
x4+



Donc
lim £(2) — (@ +2) = lim f(2) — (2 +2) =0.

C’est la définition des asymptotes : la courbe représentative de la fonction f admet pour asymptote en
400 et en —oo la droite d’équation y = x + 2.

4. Pour déterminer la position du graphe de f par rapport a son asymptote, il faut déterminer le signe
de f(x) — x — 2 au voisinage de +00 et de —oo.
x + 1 est positif lorsque x tend vers +oo, donc la courbe représentative de f est au-dessus de son
asymptote au voisinage de +oo.
x + 1 est négatif lorsque x tend vers —oo, donc la courbe représentative de f est en-dessous de son
asymptote au voisinage de —oo.

5. On trace le graphe de f et son asymptote.
8

-2

Exercice 16 (Avec un logarithme).
On note f la fonction définie sur [0, 1] par f(z) = (1 —z)In(1 — ) + z et g la fonction définie sur |0, 1]
In(1 —z)
par g(z) = ———=.
x
1. Etudier les variations de f sur [0,1] et en déduire que f est & valeurs positives.
2. Etudier les variations de g sur 0, 1].

3. Déterminer les limites éventuelles de g(x) pour z tendant vers 0 et pour z tendant vers 1.

Correction
On note f la fonction définie sur [0, 1] par f(z) = (1 —z)In(1 — ) + z et g la fonction définie sur 0, 1]
In(1 —z)
par g(z) = — 2L =2

x
1. On calcule la dérivée de f : soit z €]0,1[. On a :

f’(:v):—ln(l—x)—l—(l—m)xl +1=—1In(1l-—2)

—x
Donc f’ est strictement positive sur 0, 1[. On en déduit que f est strictement croissante sur ]0, 1[.
On remarque que f(0) est égal a 0, donc f est positive sur [0, 1].

2. La fonction g est continue et dérivable sur |0, 1], et pour tout x €]0,1[, on a :

1 < -z —ln(l—x)) —z—(1—z)ln(l —x) f(z)

reoN ot _ _
g(:n)—x2 1—2 x2

2

D’aprés la question 1, on peut affirmer que, pour tout z de ]0,1[, ¢'(z) est négative, donc g est
strictement décroissante sur |0, 1].
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3. Soit z €]0,1[. On a
In(1—x) In(1 —2) —1In(1)

G s
g(x) représente donc 'opposé du taux d’accroissement de la fonction In entre 1 —x et 1, donc lir% g(x) =
T—
—In'(1) = —1.
. . . Int .
Pour la limite en 1, on utilise que h(r)n - =% donc 11{n g(x) = —o0.

Exercice 17 (Avec une exponentielle).

1
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = <x + 2) e

1. Déterminer les limites éventuelles de f en —oo et en +oo.
2. Etudier les variations de f.

3. Tracer sommairement la courbe représentative de f.

Correction

1
Soit f la fonction définie sur R par f(z) = (:1: + 2> e

1. En linfini, exponentielle ’emporte sur les puissances, donc l+1m f=limf=0.
o0 —0o0

2. f est continue et dérivable sur R. On calcule sa dérivée : soit = un réel. On a

fl(z) = <1_2.x. (m+;>> g

—(1-222—x)e ™
(

1-3 1
Le discriminant A de —222 — 2 + 1 est égal & 9 donc les racines de ce trindme sont —1 — 5 et
143
— =—1.
—4

f'(z) est donc positif pour tout = de [—1,1/2] et négatif sinon.

On dresse le tableau de variations de f :

x —00 -1 1/2 +o0
sgn(f'(x)) — 0 + 0 —
0 \ o
f
—e1/2 — \ 0

3. Pour tracer le graphe de f, on calcule sa valeur en 0, et on remarque aussi que f s’annule en —1/2. On
peut également utiliser les valeurs des dérivées sur ces points.

2.5 -2 - —1 =05 0 05 1 15 2
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Exercice 18 (Fonctions trigo).
Soit f la fonction définie par f(z) = 2sinz + sin(2z).

1. Déterminer son ensemble de définition et sa plus petite période, et discuter sa parité. Au vu de ces
informations, choisir un intervalle d’étude approprié.

2. Calculer sa dérivée, puis discuter du signe de celle-ci en fonction de z.
3. Dresser le tableau de variations de f.

4. Tracer la courbe représentative de f.

Correction
Soit f la fonction définie par f(z) = 2sinz + sin(2z).
1. On peut remarquer que, pour tout z réel, f(x) = 2sinx - (1 + cos z).
f est définie sur R, et 27 est une période de f (et m n’en est pas une).
C’est une fonction impaire car les fonctions = — sinx et x +— sin(2z) sont impaires.

On peut donc se contenter de 'étudier sur [0, 7].
2. Pour tout z € [0, 7], on a
f'(x) = 2cosz + 2cos(2x) = 2- (cosz 4 2cos’ z — 1)
Le trinome 2t2 + ¢t — 1 admet pour racine —1 et 1/2. Il est donc positif pour tout ¢ dans | — oo, —1] U
[1/2,+00] et négatif pour t € [—1,1/2].
1 est alors négative pour cosx dans [—1,1/2], ce qui correspond a x € [r/3,7], et f est positive pour
x € [0,7/3].
f est donc croissante sur [0, /3] et décroissante sur /3, 7].

3. On dresse le tableau de variation de f sur lintervalle [—m, 7] :

x - —m/3 /3 ™

sen(f'(z))| 0 - 0 + 0 - 0

—-1.5

0 1.5V3
f \ /
V3 \ 0

4. On trace la courbe représentative de f en utilisant la périodicité. On peut également calculer les valeurs
de f en £7/2 et déterminer les tangentes en 0 et /2.

3
2

1

12 m =3m/2 - -m/2 0 w2 b 3m/2 ul 5m/2

-3

Exercice 19 (Limites et asymptotes).

1
Soit f la fonction définie par f(x) =z — i
x

1. On note g la fonction définie par g(z) = 2?2 — 1 + Inz. Dresser le tableau de variations de g, et en
déduire qu'il existe un et un seul réel g tel que g(xg) = 0. Déterminer .
2. En déduire les variations de f.

3. Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

12



4.
5.

Déterminer les asymptotes au graphe de f.

Tracer ce graphe et ses asymptotes, en veillant & faire figurer les tangentes remarquables.

Correction

Inz

Soit f la fonction définie par f(z) =2z — —.
x

1.

La fonction g est, comme f, définie sur R™*. Ces fonctions sont toutes deux continues sur leur ensemble
de définition.

La fonction ¢ est la somme de deux fonctions strictement croissantes, donc elle est strictement crois-
sante. On détermine ses limites en 0+ et en 400 :

li =— li —

Par le théoréme de la bijection, g est une fonction continue et strictement monotone, donc elle est
bijective de |0, +oo[ sur son ensemble image | — 0o, +-00].

Il existe donc un unique réel xg tel que g(xo) = 0.

On remarque que g(1) = 0, donc xy = 1.

La fonction f s’écrit comme la somme et le quotient de fonctions dérivables, donc elle est dérivable sur
son ensemble de définition.

On calcule la dérivée de f : pour tout réel x > 0, on a :

flla)=1- —"5—

La dérivée de f est donc du signe de g. On en déduit que f est décroissante sur |0, 1] et croissante sur
[1, +o0].

On calcule les limites de f en 0+ et en +o0o en utilisant les limites de (Inz)/x en 0+ et en +oo :

. Inx . Inx
lim — = - et llm — =0
x—0+ T r—+00 I
Pone lig, J@) =+o o U f() = L = oo

. En 400, (Inx)/x tend vers 0, donc la limite en 400 de f(x) — x est nulle : la droite d’équation y = =

est 'asymptote a la courbe représentative de f en +4o0.
En 0+, f tend vers +oo, donc la droite x = 0 est ’asymptote a la courbe représentative de f en 0+.

. La dérivée de f s’annule en = = 1, et f(1) = 1, donc la courbe représentative de f admet une tangente

horizontale au point (1,1) (en vert sur le graphique).

On ajoute les deux asymptotes (en rouge).
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Exercices supplémentaires

Exercice 20 (Encore des limites).
Calculer les limites suivantes :

1. lim vVz+5—+vVz—3 A lim sin(2) 7. lim Inzln(Inz)
Z=+00 " 2—0 sin(3x) T

T—+00 r——+00 T—+00 Inz
In(cos(3z)) x—T
: _ 6. lim — oot im Y
3. xll,Ifoo T+VT =V 2—0 In(cos(2x)) 5 stoo Inz + T

Exercice 21 (Limites et variations).

Soit f une fonction décroissante sur |0; +o00[ telle que : lir}ra f(x) = 0. Démontrer que, pour tout x € R™
Tr—r+00

on a l'inégalité : f(x) > 0.

Exercice 22 (Sur les fonctions périodiques).
Soit f : R — R une fonction périodique qui admet une limite en +00. Que peut-on dire de f 7

Exercice 23 (Polynomes de degré impair).
Soit n un entier et (a;)o<i<n des réels. On supposera a, non nul.

1. Si n est impair montrer que 'équation apz”™ + an_12" ' + ... + a1z + ap = 0 admet au moins une
solution réelle.

2. Donner un contre-exemple pour le cas ott n est pair.

Exercice 24 (Continuité sur un intervalle stable).
Supposons que f est une fonction continue sur [0, 1] et que 0 < f(x) < 1 pour chaque z € [0, 1]. Montrer
qu’il existe un ¢ € R tel que f(c) = c.

Exercice 25 (Fonction définie par intervalles).
Etudier la continuité de la fonction f : [~2,2] — R définie par f(z) = z?sin(r/z) si x # 0 et £(0) =0,
sur le domaine de définition.

Exercice 26 (Partie entiére et continuité).

Etudier la continuité a gauche, la continuité & droite et la continuité en chaque point de son domaine de
définition de la fonction : f définie sur R par f(x) = zE(1/x) si x # 0 et f(0) = 1, ot E dénote la partie
entiére.

Exercice 27 (Raccordements).
Déterminer les valeurs de m € R pour lesquelles g,,, définie sur | — 0o, 3] par g, (z) = x —m et sur |3, +o0]
par g(z) = 1 — ma, est une fonction continue.
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Exercice 28 (Fonctions continues a valeurs discrétes).
Quelles sont les fonctions f : R — R continues dont 'image est contenue dans Z? dans Q?

Exercice 29 (Continuité et bornes).
Soient f : R — R supposée bornée et g : R — R supposée continue. Montrer que g o f et f o g sont

bornées.

Exercice 30 (Continuité et valeur absolue).
Soit I un intervalle ouvert de R, f et g deux fonctions définies sur 1.

1. Soit a € I. Donner une raison pour laquelle I'implication (il_rg1 f(z) = f(a)) = (im |f(x)| = |f(a)|)

Tr—a
est vraie.
1
2. Remarquer que, pour tout z de I, on a sup(f(z),g(z)) = E(f(ac) +g(x) + |f(xz) — g(x)]) et en déduire
1
que, si f et g sont continues, alors la fonction sup(f, g) = i(f +9g+|f —g|) lest aussi.
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