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Correction Feuille 3 : Suites réelles

Exercice 1 (Variations).
Etudier la monotonie des suites définies par les termes généraux suivants :

1.P0urt0utn21,un:l+ L L ouy=Mn+1)(n+2)...(n+n)
n n+1 n—1
2. up, =n—2" 5. Pour tout n > 1, u,, =
en n—+3
3. Up = —, 6. u, = n — sinh(n).
n!
Correction
1 1
1. Pour tout n > 1, u,, = — + .
n n+1
Donc pour tout n > 1, on a
1 n 1 1 1 1 1<O
Upil] — Up = - — = = - —
“ n+l n+2 n n+l n+2 n

Donc la suite (u,),>1 est décroissante.
2. u, =n—2"
Pour tout n > 0, on a :

Upp1 —Up=(n+1)—=2"" 42" =1-2"(2-1) <0

Donc la suite (u,),>0 est décroissante (et méme strictement décroissante a partir du rang 1).

en

3. Uy = R
n:

Pour tout n > 0, u,, est strictement positif, et on a :

n+1 n[ e

X_
I e

Un+1 o € .
- _
n+1

u,  (n+1)

Cette suite n’est pas monotone car u,1/u, est supérieur a 1 pour n = 0 et n = 1, et inférieur
a 1 pour tout n > 2. Elle est strictement décroissante a partir du rang 2.

4. On peut commencer par calculer les lers termes de la suite : u; = 2, ups = 3 x 4 = 12,
ug = 4 x 5 x 6 = 120. On remarque que, pour tout n, u, est le produit de n entiers consécutifs.
On calcule le quotient de deux termes consécutifs :

Soit n > 1.

U1 (n+2)(n+3)---(2n+1)(2n + 2)
w,  (n+1)(n+2)...2n—1)(2n)
(2n+1)(2n + 2)
n—+1
=2(2n+1) > 1

La suite (u,) étant de plus strictement positive, on en déduit qu’elle est strictement croissante.



_n—l

5. u, =
" n+3
Pour tout n > 0, on a

4
n+3

La fonction z + 1 — 4/(x + 3) est strictement croissante sur RT, donc la suite (u,),>0 est
strictement croissante.

U, = 1—

6. u, = n — sinh(n).
La fonction f : x — x — sinh(z) est dérivable sur R et de dérivée f': x +— 1 — cosh(x).

Pour tout z, f'(x) est donc négatif, donc f est décroissante. Puisque, pour tout entier naturel
n, u, = f(n), on peut conclure que la suite (u,) est décroissante.

Exercice 2 (Variations et majorant/minorant).
Etudier le sens de variation des suites suivantes. Déterminer également, pour chacune de ces

suites, les valeurs de sup u,, et inf u,,.
n n

1. u, =2" 3. u, =3" 5w :—1
1 " 2n 4 (=)
2.y, = 2" + cos(n) ey sy v
Correction
1. u,=2"
La suite (u,) est strictement croissante. Elle est minorée par 1 et i%f u, = 1 et n’est pas

majorée : sup u, = -+00.
N

2. u, =2"+ cos(n)
Pour tout n >0, on a : Uy, 41 — u, = 2" — 2" 4 cos(n + 1) — cosn = 2" + cos(n + 1) — cosn.
Pour n =0 : u; —uy =1+ cos(1) — cos(0) = cos(1) > 0.
Et pour tout n > 1:o0n a 2" > 2 et cos(n+1) —cos(n) € [—2,2], et méme cos(n+ 1) —cos(n) €
| —2,2[, donc uyyq — u, > 0.
La suite (u,) est donc strictement croissante.
Elle n’est pas majorée (parce que pour tout n, u, > 2" — 1), et son inf égal & ug = 2.

3. u,=3"
La suite (u,) est strictement décroissante. Son inf est égal a 0 et son sup est égal a vy = 1.
1 B 1
ST e
On peut calculer les premiers termes de (u,,) :
1 1 1 1
U0:§ U1:§ UQ:g U3:Z1

La suite (u,) n’est donc pas monotone. Mais les suites (ugx) et (ug,y1) sont toutes les deux
strictement décroissantes :
1 ; 1
= e u =
2k +3 2T 2k 42

U2k

(ugr) admet pour sup le réel vy = 1/3 et (ugky1) admet pour sup le réel u; = 1/2. Donc
sup(u,) = 1/2.

De plus, les deux suites (ugr) et (ugry1) admettent 0 pour borne inf, donc inf u,, = 0.



1
T ot (—m
Pour tout £ >0, on a :
B 1
4k +1

On a donc : ugy = Ugg1 > Ukt = Ugkys.

Ugg;

et Uk+1 =

1
4k +1

La suite (u,) est donc décroissante (mais pas strictement décroissante).

On a supu, = ug =1 et infu,, = 0.
n n

Exercice 3 (Des limites).

Déterminer les limites éventuelles des suites suivantes, définies par leur terme général.

n—-+o00

271
12. u, = 300
2
13. wu, = cos (1)
n
cosn
14. wu, = (=1)"
= (<12

15. u, = cos (g 7T>

16. wu,

- Von+1—+2n+3

1. Uy = n+?2 6. Uy, = VN + _\/ﬁ
2n—1 . sinn
2 . un:
9w :3n —2n+3 NG
n nd —1 1\"™
2 8 U, =(1+-—
3 un:?m = ! < +n>
C Uy = ——————
1w, = Y2 2n + (1"
v —1 10. wu, = cos(nm)
vn+o5+n 3n — on
n?+1 2n — 3n
Correction
n+2 n(l+2) 142
1. u, = = = ;
. 2 . 1 ) 1
Or lim (1+—)=1let lim (2——)=2donc lim u, = —.
n——+oo n n—-+oo n 2
2u_jmhﬂn+3 n?B-2+35) 13-2+45
o nd —1 n?(1— ) n 11—
1 3-2+35
Or lim —=0et lim r 1”2 =3, donc lim wu, = 0.
n—-+oo 1, n——+00 — 3 n—-+00
3 3n’—5_n'B-p)_  3-
. Uy, = =n.
n+4 n(l+2) 144
5
-3

n—+00 -+ % n——+00
I—) n(l+2) ny/1+2 142
4 u, = — — — .
n—1 n1-14)  ymf1-1 11

1
Donc lim u, = - =1.
n—-+oo ]_

5. u, =

vVyn+5+n
vnZ+1 n2(1+#) Vn2 1_|_L2

n = vVn? car n est positif, donc u,, =

140
On en déduit que lim wu, = 0 1.
n—-+00 1



S ymo Wl ity (el -n 1
=V vn+1+4yn S Vntl+yn Vntldyn

Donc lim wu, = 0.

n——+oo
—1 _ sin(n ) +1
. Ona —1<sin(n) <1, donc —= <
NN N
-1
Or lim — = lim +— = 0. Par le théoréme des gendarmes, on en déduit que
n——4o00 \/ﬁ n——4o00 \/_
. sin(n)
1 = 0.
S
1\" 1
.Onau,=(14—| =exp(nln 1+— .
n
1 In(1 + In(1+h 1
Or lim nln(1+—> = lim #-hmﬁzl. On a posé h = —
n——4o00 n n—-+oo - h—0 n
Par suite, lim wu, =e' =e.
n—-+0o
n— (=)  w1-E 1 C
un = = Py = ol
4+ (=) e+ Gy o4 G
—1)" 1 —1)" —1)"
’u = —. Donc lim ‘< ) = 0, par suite lim (=1 = 0.
n n n—+oo n n—+o0o n
1
Ainsi lim u, = —.
n——+oo 2
. Pour tout n € N, on a ug, = 1 et ug,1 = —1, donc la suite (u,),en ne converge pas.
qn _ 9n 3n _ 9n ) ) .
CUn = o = (—1)3n o = —1. Donc (uy,)nen+ est la suite constante égale a —1. Donc
lim u, = —1.
n—-+4o0o

C Up = n2120 - ej;?fgol?fi)) exp(nln(2) — 1001n(n)) = exp (n (ln(Z) B 1001117(171)))'

(n)
ln(n)

Or on sait que lim =0.

n—-+o0o
1
Donc lim In(2) — 100M = 1n(2) > 0.
n—-+o0o n

Donc lim wu, = +o0.
n—-+4o0o

lim wu, =cos0=1.

n—-+4oo
1
. Onalu, <—.0r lim —=0,donc hm |un| = 0.
n n—+oo N,
Par suite lim wu, = 0.
n——+oo

. Pour tout n € N, on a uy, = cos(2nm) =1 et ug,1 = cos <2n7r + g) =0.

Donc lim wuy, =1 et lim wuy, =0# lim uy,.
n—>+oo n—+o00 n—+o0o
Ainsi u,, n’a pas de limite.

1

Von+1—+2n+3
On utilise 'expression conjuguée : pour tout n > 0, on a :

Up =

1 X\/2n+1+\/2n+3_\/2n+1—|—\/2n+3
V2n4+1—+2n+3 V2n+1++2n+3 (2n+1)—(2n+3)

Up =

:_71<\/2n+1+\/2n+3>

Donc (u,,) diverge vers —oo



Exercice 4 ((sin(n)),).
L’objectif de cet exercice est de démontrer que la suite (sinn), n’admet pas de limite. On raisonne
par 'absurde : on suppose donc qu’il existe un réel ¢ tel que limsinn = /.
n

1.

SRR

En exprimant, pour tout entier naturel n, sin(n + 1) en fonction de sinn et cosn, montrer que
la suite (cosn) admet une limite ¢ et donner une relation entre ¢ et .

Quelle autre relation existe-t-il entre ¢ et £?

Montrer que, pour tout n, on a sin(n + 1) + sin(n — 1) = 2sinn - cos 1.

Déterminer la limite de chacun des membres de cette égalité et en déduire que ¢ = 0.
Conclure.

Justifier que la suite (sinn), admet une suite extraite convergente.

Correction

1.

Soit n un entier naturel.

On a sin(n + 1) = sinn x cos1 + cosn X sin 1.
1
D = —— (si 1) — 1 si .
onc cosn = —— (sin(n + 1) — cos 1sinn)

Or les suites (sinn), et (sin(n+ 1)), admettent toutes les deux la méme limite ¢ (si elle existe).

~ 1 —cosl
On en déduit donc que la suite (cosn) converge vers ¢ = ,—16.
sin
Pour tout n, on sait que cos’n 4+ sin? = n = 1, donc, en passant & la limite, on obtient :
P+ 02 =1.

On développe le membre de gauche : pour tout n > 0, on a

sin(n + 1) +sin(n — 1) =sinn cos1+ cosn sinl +sinn cos1 —cosn sinl = 2sinn cos 1.

Les suites (sinn), (sin(n + 1)) et (sin(n — 1)) convergent toutes trois vers ¢ : on a donc 2¢ =
2cosl x ¢, d’ou £ = 0.

Si ¢ est nul, alors £ est également nul.

Or, on doit avoir /% + 2 = 1.

D’ou la contradiction.

La suite (sinn) est une suite bornée (pour tout n, u, appartient a [—1,1]), donc par le théoréme
de Bolzano-Weierstrass, elle admet une sous-suite convergente.

Exercice 5 (Suite monotone).
On considére la suite (uy,),en+ de nombres réels définie par

1.
2.

3.

1 1 1 1

Vn € N*, u, = )
" Y n—l—l+n+2+n+3+ +2n

Montrer que la suite (u,)nen+ €st croissante.

Montrer qu’elle converge et que sa limite ¢ vérifie :

</< 1.

N | —

n—-+4o0o

1
En déduire que lim Z = ~+00.
k=1

Correction



2. Dans la définition de (u,), on remarque que le terme le plus grand est

1. Montrons que la suite (u,,) est croissante :

1 1 1 1 1 1
et = e = Qn+n+1+(n+n+2+””+%n+n)_(n+1+n+2+”' %>
= L + ! +...+ L ! + L + +1
- \n+2 n+3 7 2m+2 n+l1 n+2 7 2n

B 1 N 1 1
o \2n+1 2n+2 n+1

2+ 1)+2n+1-22n+1)
(2n+1)2(n+1)
2n+2+2n+1—-4n -2
(2n+1)2(n+1)
1
(2n+1)2(n+1)

Donc w1 — u, > 0, par suite u,+1 > u,. On en déduit que la suite (u, ) est croissante.

et le terme le plus

1
petit est o De plus, u,, est défini comme la somme de n termes. On en déduit ’encadrement
n

1
Donc 3 <u, <1.
Comme la suite est croissante et majorée (par 1), elle converge par le théoréme de la convergence

monotone vers une limite £, et cette limite vérifie 3 </<1.

n
1
3. Soit la suite v,, := Z z définie pour n € N*. Par I'absurde, supposons que (v,,) converge vers

k=1
. On a vo, = vy, + Up,.

En prenant la limite on obtient = p + ¢. D’ou ¢ = 0. C’est impossible vu I'encadrement de
¢ dans la question 2. On en déduit que (v,) n’a pas de limite finie. Comme elle est croissante

alors lim v, = 40o0.
n—oo

Exercice 6 (Avec des €).

1+u,

Soit (4, )nen une suite de réels différents de —1 telle que lim = 0. Montrer que lim u,, = 0.
n—oo | + u, n—00

Correction

Soit € un réel de |0, 1[.
On sait que (u, /(1 + wu,) tend vers 0, donc il existe un rang N tel que, pour tout n > N, on a

U,

<e.

On a donc, pour tout n > N : |u,| < e |14 uy,| < e(l+ |uy,l).
On obtient alors, pour tout n > N : |u,| < 7

_8'

Soit maintenant ¢ un réel strictement positif. Il existe ¢ €]0, 1] tel que 1
5

3
<.
—€

<.

Donc il existe un rang N tel que, pour tout n > N, |u,| < N
—€
On peut donc conclure que la limite (u,) existe et est égale a 0.



Exercice 7 (Rangs pairs et impairs).
1. Soit (u,)nen une suite croissante telle que la sous-suite (ug,)nen €st convergente. Montrer que
(Un )nen est aussi convergente.

2. Soit (v,) une suite telle que les deux sous-suites (ug,) et (ug,11) convergent vers le méme réel
¢. Montrer que la suite (u,) converge vers (.

Correction

1. On peut utiliser le théoréme des gendarmes : pour tout n, uz|n/2) < Uy < Us|n/2)42
Ou alors le faire a la main : On note ¢ la limite de la suite (ug,).
On sait que la suite (ug,) est croissante, donc, pour tout n > 0, on a ug, < /.
Soit € > 0 un réel.
Il existe un rang N tel que, pour tout n > N, on ait : |ug, — | < e.
On a alors : 0 < 0 — ug, <€ et ug, < Ugpio </,
Donc £ — & < ug, < ugpio < /L.
Or la suite (un) est croissante donc, pour tout n, on a ug, < Ugpi1 < Ugpio.
D’otu : pour tout n > N, l — ¢ < ug, < ugpy1 < ¢, ce qui implique que

|UQn—€’ Sg et |U2n+1—€| S&.
Pour tout £ > 2N, on a donc |uy — £[< e.
On peut donc conclure la limite de (u,,) existe.

2. Soit (vy,) une suite telle que les deux sous-suites (ug,) et (ug,41) convergent vers le méme réel
¢. Montrer que la suite (u,,) converge vers /.

Soit € > 0 un réel.
Par convergence des suites (ug,) et (ug,11), il existe deux rangs Ny et Ny tels que :

Pour tout n > Ny, |ug, — | < e
Et pout tout n > Ny, |ugpi1 — £ < ¢

Pour tout £ > max(2Ny,2Ny + 1), on a |u, — ] < €.
On peut donc conclure que la limite de la suite (u,) existe et est égale & la limite commune des
suites (ug,) et (Ugpi1)-

Exercice 8 (Limites et somme).
Soient (uy)nen, (Un)nen €t (wy)nen trois suites telles que Vn € N, w,, = u,, + vy,.
1. On suppose que (U )nen €t (vn)nen convergent. Que peut on dire de (wy,)nen ?
2. On suppose que (wy,),en ne converge pas. Que peut-on dire de (uy,)nen €t (Vn)nen ?

3. Donner un exemple de deux suites (uy, )nen et (v, )nen divergentes telles que (wy, ),en Soit conver-
gente.

Correction
1. D’aprés un théoréme du cours, (wn)n converge aussi.

2. Si (wn)n ne converge pas, alors au moins une entre (un)n et (’Un)n ne converge pas (il s’agit
juste de la contraposée de 'implication précédente). Rappel :
(i) La contraposée de P => ) est (non Q) = (non P).
(ii) P = @ est équivalente a sa contraposée.

3. Il suffit de prendre u,, = n et v, = —n pour tout n € N.



Exercice 9 (Opérations sur les limites).
Soient (uy )nen et (v )nen deux suites telles que la suite (w, )n,eny donnée par w, = u2 + u,v, +v2
soit convergente vers 0.

1. En utilisant une identité remarquable, écrire w, comme la somme de 2 carrés.

2. En déduire que (up)nen et (vn)nen convergent aussi vers 0.

Correction

1. Pour tout n, on a :

1 1 3 1 \* 3
W, = ui + 2un§vn + Zvi + Zvi = <un + —vn) + ZLUTQL .

2. Du point précédent, on déduit que w,, > 0.

On a
1 \2
0< (un + 5%) < w, (1)
et 5
0 < ZU’Q“” < w,
c’est a dire 4
0 << 3Wn (17)
Ona lim w, = 0. Le théoréme des gendarmes appliqué & (ii) donne lim v> = 0 et par suite
n—-+o00 n—-+o0o
lim v, =0.
n—-+o0o

2
1
De méme le théoréme des gendarmes appliqué a (i) donne lirf <un + 5%) = 0 et par
n—-+0oo

1 1 1
suite lim (un+ §vn> = 0. Comme lim v, = 0 et que u, = (un—i- —vn> — —wv, alors

n—-+o0o n—-+o0o 2 2

lim wu, =0.
n—-+o0o

Exercice 10 (Suites presque géométriques).
Soit (uy,)nen une suite de réels strictement positifs.

Un,
1. On suppose que lim 1 — 10
n—o0 un

(a) Justifier qu’il existe un rang N € N tel que, pour tout n > N, t,11 > Su,.
(b) Montrer qu’alors, pour tout n > N, u, > 5" Nuy.
(c) En déduire que (uy,)nen diverge vers +o0.

N , . Un+1
2. On suppose a présent que lim =0
n—00 Uy

1
(a) Justifier qu’il existe un rang N € N tel que, pour tout n > N, u, 1 < 5 ln.

(b) En raisonnant comme avant, montrer que (u,),en converge cette fois vers 0.

Correction
1.(a). Par définition de limite, pour tout € > 0, il existe N. € N tel que, pour tout n > N, on a

Alors, il suffit de prendre e =5 et N = N,, et utiliser le fait que u,, est positif.



2éme méthode :

Un+1 Unp+1

Comme lim = 10, alors a partir d’un certain rang NV, > 5, c’est a dire :

oo Up Up,

AN € N,vn > N, 2 > 5

Comme u,, > 0, alors :
AN € N,Vn > N, upi1 > Suy,.

1.(b). Par récurrence sur n > N.

Soit P(n) : "u, > 5" Nuy.

P(N) : "uy > 5%y". Donc P(N) est vraie.

On suppose P(n) vraie pour n fixé.

Pn+1):"upy > 5PNy

On a Upq1 > duy, > 55" NMuy = 5" Ny, Done P(n + 1) est vraie.
En conclusion P(n) est vraie pour tout n > N.

Ainsi pour tout n > N, u,, > 5" Nuy.

2éme meéthode :
Pour tout n > N +1, on a :

UN41 = DUN.
UN42 = DUN41-

Unp, 2 5un71 .

Multiplions ces inégalités membre & membre (en simplifiant mentalement), nous obtenons une nou-
velle inégalité :

Uy, > DPupn

ou p est le nombre de ces termes : uyy1,Uni2,...U,. Onap=n—(N+1)+1=n— N.

Donc u, > 5" Nuy.

Or pour n = N, u, = uy = 57 Nun".

Ainsi pour tout n > N, u, > 5" Nuy.

1.(c). 1l s’agit d’une simple conséquence du point précédent, avec le fait que uy > 0 par hypothése.

En effet : Comme N est fixé alors lim 5" = 400. Comme uy > 0 alors lim 5" NMuy = +00.
n—4o00 n—4o0o

Or u, > 5" NMuy, donc lim w, = +oo.
n—-+oo

2.(a). On applique encore une fois la définition de limite (comme on a fait au point 1.a. ci-dessus),
1

avec € = —.
2

2éme méthode :

. . : u 1 gy
Comme lim — = 0, alors a partir d'un certain rang /V, ntl < —, c’est a dire :
n—+00 Uy Up, 2
U 1
N € N,Vn > N, =L < =,
Up, 2

Comme u,, > 0, alors :
1
dN e N,Vn > Ny uyq < Eun.



n—N
2.(b). En raisonnant comme avant (par exemple par récurrence) , on prouve que u, < (—) Up-.

n—-+4o0o

1 1 n—N
Comme N est fixé et que —1 < 3 < 1 alors lim (5) = 0.

1 n—N
Comme uy > 0 alors lim (—) uy = 0.
n—400 2

1 n—N
Or0<u,< <§> uy, donc par le théoréme des gendarmes, lim w, = 0.

n——+o0o

Exercice 11 (Suite arithmético-géométrique).

1
On définit la suite (u,),en par ug = 8 et la relation de récurrence u,, = S Un-1 + 3 pour n € N*,

1
1. Résoudre I'équation o = —a + 3.

2. On considére la suite (v,)nen définie par v, = u,, — a.. Ecrire v, en fonction de v,,_;.
3. Déterminer v,, en fonction de n.
4

. Déterminer u,, en fonction de n. Quelle est sa limite ?

Correction
1 1
1. 042506+3<:>§Oé:3<:>06:6.
1 1
2. On retranche membre a membre les égalités u, = §un_1 4+ 3 et @« = —a + 3. On obtient
1
Up — 0= §(un_1 —a).

1
Ainsi v, = —v,_1.
2
1
3. (Un)nen est une suite géométrique de raison 3 et de premier terme vg =ug— 6 =8 — 6 = 2.

1\" \" 1
Par suite v,, = (5) Vg = 2 (5) = 5 pour tout n € N.

4. Un:Un_a:un_6~ DOnCUn:Un+6:F+6'

On en déduit lim u, = 6.
n—oo

Exercice 12 (Suites adjacentes).
Soient (U, )nens €t (v )nen+ deux suites définies par :

"1 1
U":Zﬁ et vn:un%—ﬁ
k=1

1. Montrer que (up)nen+ est croissante et que (v, )nen+ est décroissante.
2. Montrer que (U )nen+ €t (Un)nen+ sont convergentes.

Correction
1
1. On remarque que u,,1 = u, + m Comme m > 0 alors (un)n est croissante. En
utilisant cette propriété, on peut écrire

n 1 n 1 n 1 1
Upal — Up = Up —_— = Uy — — = Uy — Uy — —
i Tt n n+1)2 n+1 n

1 2
= — 1) — 1 2) = —-—— < 0.

n(n+1)? <n+”(”+ ) — (n+1) n(n+ 1)

Donc (vn)n est décroissante.

10



. .1 . .
2. lim (v, —u,) = lim — = 0. Comme (un) est croissante et (vn) est décroissante, alors
n—+00 n—+o00 N n n

(un)n et (vn)n sont des suites adjacentes, par suite les deux suites sont convergentes vers la
méme limite.

Exercice 13 (Suites adjacentes - Encore!).
Soit (U )n>1 €t (v,)n>1 les suites définies pour tout n > 1 par :

"1 1
un:kg E et Un:un+n-n!'
=0

1. Montrer que la suite (u,) est croissante.

2. Montrer que la suite (v,) est décroissante.
3. Etudier la suite (v, — uy).
4

. Que peut-on dire des suites (u,) et (v,)? De leur limite éventuelle ?

Correction

1. Pour tout n > 1, on a U,y — u, = > 0 donc la suite (u,,) est croissante.

(n+1)!
2. Soit n un entier naturel non nul. On calcule v, 11 — v, :

1 1 1
n+1)!+(n+1)-(n+1)!_n-n!
n-(n+1)+n—(n+1)>

n-(n+1)-(n+1)!

—1
n-(n+1)-(n+1)!

Un41 — Up = (

Donc la suite (v,,) est strictement décroissante.
3. Pour tout n > 1, on a v, — u,, > 0 et par ailleurs, (v, — u,) tend vers 0.

4. Les deux suites (u,) et (v,) sont adjacentes : 'une est croissante, 'autre est décroissante, et
leur différence tend vers 0.

Donc les deux suites (u,,) et (v,) sont convergentes et admettent la méme limite (qui est égale
ae=-exp(l)).

Exercice 14 (Encadrement).
Soit (u,) la suite définie pour tout n > 1 par :

- n
Uy = —_—
;\/n‘*—l—k

—_

. Calculer uq, us et us.

2. Soit n un entier naturel non nul. Montrer que pour tout k entre 1 et n, on a :

n n n
< < .
Vni4+n T Vni4+k T Vni+1

3. En déduire que, pour tout n > 1, on a

n? n?
—— < Uy, < ——.
vnt+n vnt+1

4. Conclure que la suite (u,) converge et que sa limite est égale a 1.
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Correction
1. On a

2 2 3 3

3
—20707 = — + — ~ 0.956, Uz = + +
NG ENGT VT TR VR Vs

2. Soit n un entier naturel non nul et £ un entier entre 1 et n.

Ona\/n4 <\/n4+k<\/n4+n
D’ou > , qui équivaut a
vnt+1 \/n4+k; \/n4+n
n n n

< < .
Vir+n TVt +k T Vnt4l

3. En sommant ces inégalités pour k£ entre 1 et n, on obtient :

- n - n
Dy ey e ZW‘

Donc
n? n?
—— < Uy, < ——.
vnt+n vnt+1
n? n?
4. On étudie d’abord les limites des suites et .
(\/n4+n) ( n4—|-1)
On a, pour tout n > 1 :
n? 1 n? 1

et

\/n4+n:\/1+n—3 Viitl J1i+nd

n? n?
- et [
\/n4—|—n> (\/n4—|—n

Par le théoréme des gendarmes, on peut conclure que la suite (u,) est également convergente
et de limite 1.

Donc les suites de terme général ( ) sont toutes les deux convergentes et

de limite égale a 1.

Exercice 15 (Des suites de moyennes). Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b. On considére
les suites formées par les moyennes géométriques et arithmétiques successives.
On note ainsi : uy = a, vg = b et, pour tout n > 0,

Up+1 = 1/ UnpUp et Unt+l = 2

1. On suppose dans cette question uniquement que a = 0. Expliciter les suites (u,) et v,) en
fonction de n et en déduire leur limite.

2. On suppose dans cette question uniquement que a = b. Etudier les suites (u,) et (v,,).
3. On suppose que a est strictement positif.
1
(a) Montrer que, pour tout n, on a a < U, < U1 < Vpr1 < v, < bet vy —u, < E(vn—un).

(b) En déduire que les suites (uy,,) et (v,) sont convergentes et admettent la méme limite.

Correction

1. Aveca=0,onauy=0,v9g=>b, u; =0 et v; =0b/2.
On peut montrer par récurrence que, pour tout n >0, on a u,, =0 et v, =b-27".
[Initialisation|. En effet, pour n = 0, on a bien ug =0 et vy =b-27°,

12



[Hérédité|. Soit n > 0 un entier. Supposons que u,, = 0 et v, = b-27" et montrons que ,,; = 0
et vpyy = b- 27D,

En effet : u, 1 = Vupv, =0 et v, = U”T—H}” = %" — p.o-(ntl)

[Conclusion|. La propriété est donc vraie au rang 0 et héréditaire, donc, par principe de récur-
rence, elle est vraie pour tout n > 0 : on a bien, pour tout n >0, u, =0et v, =b-2"".

On a dans ce cas : limu,, = 0 et limwv,, = 0.

2. Sia = b, on peut montrer par une récurrence immeédiate que, pour tout n > 0, u, = a et v,, = a.
Les suites (u,) et (v,) sont donc des suites constantes et égales. Elles sont alors convergentes
et de limite commune a.

3. On suppose que a est strictement positif.
(a) Notons, pour tout n > 0, P(n) la propriété : «a < u, < tUppy < Vpp1 < v, < b et
Upa1 — Upa1 < §(vn — Up). »
Montrons par récurrence que cette propriété est vraie pour tout n > 0.
[Initialisation]. On a ug = a, vo = b, u; = Vab et vy = (a +b)/2.
Puisque 0 < a < b, on a bien a < uy < u; et v; < vy.
De plus,
2
a+b—2vVab (VE— \/E)
2 B 2

On remarque également que, pour tous réels y > x > 0, on a

y < (Ve ++y—x)’donc \y—vVr<y—z

> 0.

V1 — U =

On en déduit

v —up < 5(00 — up)

Donc P(0) est vraie.

[Hérédité]. Soit n > 0 un entier tel que P(n) est vraie. Montrons que P(n + 1) est
également.

On a par hypothése de récurrence : u, 1 < v,11 donc u, < Upr1 < Upyo 6 Vo < Uppq <

Un-
De plus,
2
Unt1 4 Vpg1 = 2\/Un10ns1 (\/Ons1 — /Uns1)
Un42 — Upy2 = 9 = 9 > 0.
Et,
1

(\/ Un4+1 — v/ Un+1)2 S Un4+1 — Un+1 donc Un+t2 — Un42 S 5 (Un+1 - Un+1) .

On a donc montré que P(n + 1) est vérifiée lorsque P(n) Pest.
[Conclusion| : P(0) est vérifiée et la propriété est héréditaire done, par principe de récur-
rence, elle est vraie pour tout entier n > 0.

(b) La suite (u,,) est croissante, la suite (v,,) est décroissante, et la suite (v,, — u,,) est positive
et majorée par une suite géométrique de raison 1/2 donc elle tend vers 0.
Les suites (u,) et (v,) sont donc adjacentes, donc convergentes et admettent la méme
limite.

Exercice 16 (Moyenne de Cesaro).
Soit (uy,)nen+ une suite croissante de limite £. On pose

UL+ ... + Uy
—

Vn e N*, v, =

13



Montrer que (v, )nen+ €St croissante.
Montrer que, pour tout n € N*, v,, < ¢. En déduire que (v,) converge.

On note ¢’ la limite de (v,). Peut-on donner une inégalité entre ¢ et ¢'?

Uy + Uy,

Etablir que vy, > pour tout n € N*,

AN

En passant a la limite dans I'inégalité précédente, en déduire que (v, )nen+ converge vers /.

Correction

1. Soit n un entier. On calcule v, 1 — v,.

nuy + -+ 4 nuy + nup — (R+Dug 4+ -+ (n+ uy,
n(n+1))

Un4+1 — Up =

_nun+1_u1_"'_un
n(n+ 1)

Or, la suite (u,) est croissante donc, pour tout k£ < n, on a ux < U,41, donc v, 1 — v, est
positif.
La suite (v,) est donc croissante.

2. La suite (u,) est croissante et de limite ¢ donc, pour tout n, u, < ¢.
nt
On en déduit que v, < — = /.
n
La suite (v,) est donc croissante et majorée (par ¢) donc elle est convergente.

3. On a vu que, pour tout n, v, < £, donc en passant a la limite, on peut conclure que ¢ < /.
4. Soitn>1.0On a

Ut A Uy Uy o Uy

2n
1u1+"'+un+lun+l+“'+u2n

Von =

2 n 2 n

_lv +1un+1+"’+u2n

27" 2 n
Or, par croissance de la suite (u,,), on a pour tout k > n, ug > u,.
D’ou o

U2n > En + 771
5. Les suites (vy,), (u,) et (va,) sont convergentes, donc on peut passer a la limite dans cette
inégalité.
On obtient :
O+

> .
- 2

On en déduit que ¢/ > /.

Or on a montré dans la question 3 que ¢ < /. On peut donc conclure que ¢ = ¢ : la suite (v,,)
est convergente et de méme limite que la suite (u,).

Exercice 17 (Téléscopages!). 1. Montrer que, pour tout k € N*,
1 1 1

kE(k+1) k k+1

14



2. Soit (uy)nen+ la suite définie pour tout n > 0 par

- 1
T P —
— k(k+1)

A T’aide de la question 1, montrer que (u,),en- est convergente et déterminer sa limite.

Correction
1. Soit k> 1. On a:

S
S
Il
o
I
iR

B
Il
—

I I
(= I
=/~
| =
|
N
+ | =
—_
N———

B
Il
—
3 >

I
(]
E

|
| =

,_.
5
||

N

>—t|>—t|?i“
—_

1

n+1"
Cela implique que (un)n est convergente de limite égale a 1.

On obtient : v, = 1 —

Exercice 18 (Suite récurrente). Soit (u,)nen la suite définie par ug = 2 et w1 = v2u, — 1.

1.

Etudier la fonction f : x — +/2x — 1 sur lintervalle [1,+oc[. Vérifier en particulier que
f([1, +00[) = [1, +ool.

2. Justifier que, pour tout n > 0, u,, est bien défini et appartient a [1, +oo.

3. Montrer que (u,)nen est décroissante.

4.

En déduire que (uy,)nen est convergente et déterminer sa limite.

Correction

1.

3.

La fonction f est continue et strictement croissante sur [1,4+o00[. On a f(1) =1 et lggf = +00
donc f([1,4+o00]) = [1, +o0.

On raisonne par récurrence : on note, pour tout entier naturel n, P, la propriété :« u,, existe
et appartient a [1, 400 ».

[Initialisation|. Py est vraie car ug > 1.

[Hérédité]. Soit n > 0 un entier tel que P, soit vraie.

Alors u,, appartient a [1,4o00], donc u, 1 = f(u,) est bien défini et appartient a [1, +ool.
Donc P, est vraie.

[Conclusion|. La propriété est initialisée a n = 0 et elle est héréditaire, donc elle est vraie pour
tout n > 0 : la suite (u,) est bien définie et, pour tout n > 0, on a u, > 1.

On a pour tout n € N :

(V2up, — 1 —un)(V2up, + 14 uy)
V2u, +1 4+ uy,

Upyl — Uy = 2, —1—u, =

2u, — 1 —u?

Vou, — 14+ u,

n_12
I C 7 )
2u, — 1+ u,
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On en déduit que la suite (u,),en est décroissante.

4. Comme la suite (u,)nen est décroissante et minorée par 1, alors elle converge par le théoréme de
la convergence monotone. On note ¢ sa limite. Puisque la fonction f est continue sur [1, +oo],
donc en ¢, on peut passer a la limite dans la relation u, 11 = f(u,), et on obtient ¢ = v/2¢ — 1.

On résout cette équation :

(=VU—-—1<=rP=20—1¢etl>0
= (l—-12=0et (>0
— (=1.

On conclut donc que, pour tout uy € [1,+00o[, la suite (u,) est convergente et de limite ¢ = 1.

Exercice 19. On définit la suite (u,)nen par ug = 1 et la relation de récurrence u,, = /1 + u, 1
pour n € N*,

On notera f la fonction définie sur R par f(x) = V1 + .

1. Montrer que pour tout n € N, u,, existe et vérifie 0 < u,, < 2.

2. Montrer par récurrence que (U, )nen €st croissante.

3. En déduire que (u,)nen est convergente et déterminer sa limite.

Correction

1. Par récurrence posons, pour tout n € N, P, : 70 < u,, < 2”.
Initialisation : Pour n = 0 on a bien uy = 1 € [0,2]. Donc P, est vraie.
Heérédité : Soit n € N et supposons P, vraie, montrons que P, est vraie.

On a u,y; = Vv1+u,. Comme u, > 0 alors 1 4+ w,, > 0. Donc wu,; existe, u,;; > 0 et
Unpr = V1Fu, <VI+2= V3 < 2. Donc P, est vraie et ainsi P, est héréditaire.
Conclusion : Comme P, est vraie et que P, est héréditaire alors P, est vraie pour tout n € N.

2. Soit, pour tout n > 0, R, : "u, < u,y1”. Montrons que R, est vraie par récurrence.
Ry : "ug < uwy”. Donc Ry s’écrit "1 < V2. Ainsi Ry est vraie.
Soit n > 0 un entier. Supposons R, vraie.
Montrons que R, 1 : "u,11 < u,y2" est vraie.

Comme R, est vraie alors u,, < u,.1, donc 1+u, < 14u,,1 et par suite /1 4+ u, < /1 + Upy1.
Ainsi u, 11 < u,42. Donc R, est vraie.

En conclusion R, est vraie pour tout n € N. Ainsi (u,)nen est croissante.

3. Comme (uy,)nen €st croissante et majorée (par 2) alors par le théoréme de convergence mono-
tone, (uy)neny converge. On note ¢ sa limite. La fonction f étant continue, le réel ¢ vérifie la
relation de récurrence d’ott £ = /1 4+ £. Comme u,, > 0 pour tout n € N alors ¢ > 0.

Onaf>—/¢—1=0.
15

2

et

On calcule le discriminant de ce trinéme : A = 5. Donc les deux racines sont ¢; =

1++5
b= —5—.

On remarque que ¢; < 0. Donc ¢; ne convient pas.

On a bien /5 > 0, donc ¢’est la seule limite possible.

Ainsi ¢ = 1 +2\/5.

Exercice 20 (Dichotomie). Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b], avec a < b. On
suppose que f(a) < f(b) et on se donne un réel A de |f(a), f(b)].
On construit deux suites (a,) et (b,) de la facon suivante :
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— On pose ag = a et by = b.

— Puis, pour tout n > 0 :

2 )
. an +b
— Sinon, a1 = — 5 " et by = by.

On note encore, pour tout n > 0, H, la propriété : « a, < api1 < byr1 < by et fap1) < A <
f(bn-H) <

1. Montrer que, pour tout n > 0, on a b,y 1 — Apy1 = §(bn — ay)-

2. Enoncer la propriété H, et montrer qu’elle est vérifiée.

3. Soit n > 0 un entier naturel tel que H,, est vérifice. Montrer que H,, 1 est vérifiée.

4. Conclure que, pour tout n > 0, on a a, < apy1 < b1 < by et fani1) <A< f(bngr).

5. En déduire que les suites (a,,) et (b,) sont adjacentes.

6. Que peut-on en déduire? Et concernant la limite de (f(an))n et de (f(b,))n?

n bn n bn
Si)\<f(a—2'— )’alOTSGnH:anetan:a T

Correction

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b], avec a < b. On suppose que f(a) < f(b)

on se donne un réel A de |f(a), f()].

On note encore, pour tout n > 0, H,, la propriété : « a, < apr1 < by < by et f(anyr) < A

f(bng1) ».

1.

Soit n > 0 un entier.
On raisonne par disjonction de cas :

an +b an, + b
lercas: \ < f( - ”) Dans ce cas, Gnp1 = ap et by g = ———, donc byi1 — Gpyq =
n — On
2
an +b an +b
2éme cas : A > f ( - n) Dance ce cas, Gpp1 = ———— et b,y = by, donc by — py =
b, — a,
5
bn — an . 4 R
On a donc, pour tout n > 0, b1 — Gy = 5 : la suite (b, — a,) est géométrique de

raison 1/2.

. HO s’écrit : « ago < ay < b1 < bo et f(al) < A < f(bl) ».

On raisonne par disjonction de cas :

1elfcas:/\<f(a0+b0

2
a0+b0

). Dans ce cas, on a :

a; =agp=aet b = donc ag < ay < by < by et flag) <A< f(by).

Clo—f—bo

2éme cas:)\§f< ).Dans ce cas, on a :

ao—f-b()

a; = et bl = bo = b donc ap S aq S bl S bo et f(ao) S A S f(bl)

Dans les deux cas, on a donc bien ag < a; < by < by et f(a;) <A< f(by) : Ho est vérifiée.

Soit n > 0 un entier naturel tel que H,, est vérifice. Montrons que H, 1 est vérifiée.
On raisonne a nouveau par disjonction de cas :

Apy1 +0 Apy1 +0
lercas : A < f (%) Dans ce cas, yio = Apy1 €t bypo = %
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Or, par hypotheése de récurrence, a, < ap11 < b1 < by,.
Donc on a An1 S An2 S bn+2 S bn+1-
De plus, par choix de (an12,bni2), on a f(any1 = f(anr2) <A < fbnga).

\ ap1+b Upa1 + b
2éme cas : A > f <%> Dans ce cas, a0 = n+1 T Ont1

t byyo = by
9 €L On42 +1

Or, par hypothése de récurrence, a, < a,11 < b1 < by,.
Donc on a a,q1 < anga < bpya < by
De plus, par choix de (an12,b012), on a f(ani2) <A< f(bpa2) = f(bpr1).

Dans les deux cas, on aboutit donc a : a,41 < apyo < bpro < by et flang2) <A< f(bpyo),
donc la propriété H, ., est vérifiée.

. La propriété est initialisée pour n = 0 et elle est héréditaire, donc elle est vraie pour tout n > 0.

5. La suite (a,) est donc croissante et la suite (b,) est décroissante. De plus, dans la question 1.

on a montré que la suite (b, — a,) est géométrique de raison 1/2 donc elle tend vers 0.

On peut donc conclure que les suites (a,,) et (b,) sont adjacentes et qu’elles convergent vers la
méme limite que I'on notera /.

. Le réel ¢ appartient a U'intervalle [a, b] car, pour tout n, on a a < a,, < ¢ < b, <b..

Les suites (f(a,) et (f(b,)) sont convergentes car (a,) et (b,) le sont et que f est continue sur
[a, b], et la limite de (f(a,) et de (f(b,)) est égale a f(£).

On a également montré que, pour tout n, f(a,+1) < A < f(byy1) done, en passant a la limite
dans ces inégalités, f(¢) < A < f(0).

On a donc nécessairement f(¢) = A.

Cette méthode permet donc de justifier que, si f est une fonction continue sur [a, b] et si A vérifie
fla) <X < f(n), alors il existe un réel de I'intervalle [a, b] tel que f(¢) = A. Elle constitue donc
une preuve du théoréme des valeurs intermédiaires.

Numériquement, cette méthode est intéressante (vitesse de convergence linéaire : pour une
estimation a 107%, il faut un nombre d’étapes proportionnel a k).
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