Université Claude Bernard - Lyon 1 Semestre automne 2024-2025
Algebre 1 et Analyse 1

Feuille d’exercices n°7
NOMBRES COMPLEXES

1. Calculs, partie réelle, partie imaginaire, conjugué, module

Exercice 1.

a) Calculer i", n € Z.

b) Calculer (1 + )3,

Solutions :
a)
Ona:i®=1,i'=4i2=—-1,i3=—ieti*=1.

Donc on a 4 cas :
1. Sidk € Ztel quen =4k, on a: " =1.
2. SidkeZtelquen=4k+1,0ona:i" =i,
3. 85idkeZtelquen=4k+2,ona:i"=—1.
4. Sidk € Z tel quen=4k+3,0n a :i" = —i.
b)
Ona: (1+14)%=((1+1)**=(2i)* = 16.

Exercice 2.

a) Ecrire le conjugué de z = EPw puis préciser sa partie réelle et sa partie imaginaire.
i

2

5z+1

b) Soit z un complexe. Exprimer le conjugué de w = en fonction de Z.

Solutions :

a)

On écrit z sous forme algébrique :

450

. (4-5)(3—i) 12-5+i(-15-4) 7-19 7 19

3+i  (3+9)(B3-1i) 9+1 10 10 10

On en déduit que : 7 = ({5 —i13) = 1—70 +i3 et que : Re(2) = &5, Im(2) = 1.

b)

: 2
Soit z € C\ {—1},ona:w= 25zz+f, alors :

(222 222 —4 222440  2(2)%+i
w = = = = .
9z +1 5z +1 5z +1 5z +1

Exercice 3.



a) Pour tout z € C*, exprimer 1/z sous forme algébrique.

b) Pour tout (a,b) € R?\ {(0,0)} et tout (c,d) € R?, déterminer '’ensemble des (z,y) € R? vérifiant
axr — by =c,
bx + ay = d.

Solutions :
a)
Soit z € C*, il existe (a,b) € R?\ {(0,0)} tel que : z = a + ib.

Donc :
1 1 a—1b a—1b a )

z a+ib (a+ib)(a—ib)  a?+b? T2+ @y

b)
Soit (a,b) € R?\ {(0,0)}, (c,d) € R% On sait que : (a + ib)(x + iy) = ax — by + i(ay + bx), alors :

{aa:—by—c & (a+ib) (@ + iy) = (c + id)

br+ay=d
. c+id ) a b
ﬁxﬂy:a+z‘b:(cﬂd>(a2+62_1a2+b2>
_ac+bd
N b
_ad—bc
Vo

1 V3

Exercice 4. On note j = —5 + 27

a) Soit P une fonction polynomiale & coefficients réels, c’est-a-dire qu’il existe un entier naturel n et
des réels ag, ai, ..., a, tels que pour tout z € C, P(z) = Y }_, axz®. Soit 2z un nombre complexe.
Montrer que si P(z) =0, alors P(z) =0

b) Calculer jj et j + j.

¢) En déduire j(—1 — j), puis constater que j est solution de '’équation 22 + z + 1 = 0. Quelle est
I’autre solution ?

d) A la lumiére des questions précédentes, résoudre I'équation 22 = 1, d’inconnue z € C.

e) Sans calculer 1/4 ni j2, utiliser la question 4. pour justifier que j = ~ = 32
J

Solutions :

a)

Soit P une fonction polynémiale a coefficients réels, si z est une racine de P alors on a par définition :
P(2) =Y} gapz® =0, dou :

n n n n n
0=P(z2)= Zakzk = Zakzk = Zajzk = Zakzk = Zakfk = P(2).
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
Donc, P(zZ) =0 ( Z est une racine de la fonction P).

— 1 V3, 1 V3, 1 3
Onaljj:(—§ 27)(—5—27)21-{-1:1-



Et

j+j=2Re(j)=—1.

c)

D’apreés la question qui précede, j(—1 — j) = j(j) = 1 et donc, j(—1 — j) = —j — j2 = 1, qui équivaut :
j24+j+1=0, dou j est une racine de 'équation 22 + z+ 1 = 0.

Par la question 1. I'autre racine est j.

d) On a cf. ex :15

B=lel-1=0cz-DE*4+2+1)=0c2¢€{1,j,j}.

e)
1
La question b. implique que j = —.
J

1
De plus, j est une racine de z3 = 1, donc j° = 1, d’on j2 = =.
J

iz—1 .
soit réel.

zZ—1

Exercice 5. Déterminer 'ensemble des nombres complexes z tels que

Solutions :
On sait qu'un nombre complexe w est réel si et seulement si w = w, soit z € C\ {i}, on a :

iz—1 iz—1 <iz—1>
-ecR& — = -
z—1 z—1 z—1

iz—1 —iz—1

z—i  Z+i
silzP—z—2—i=—ilz]* —2—Z+i. (remarquer que :2Z = |z|?)
sz =1.

z—1

z—1

1
Conclusion : ERe |z|=1et 2z #1.

xerci . Résoudre z* = z, d’inconnue z .
Exercice 6. Résoudre 22 , d’inconnue z € C

Solutions :

En utilisant le fait que |[Z| = |z| et que |z 2|2, on a :

Pour z € C,22 =7 = [2|? = |2|] = |z| € {0,1}.

Silzl=0onaz=0.

Silzl=1o0na2®=2Z=|2/>=1donc (d’aprés 4.d) z € {1,5,7}.
Conclusion : aprés vérification des solutions, {z € C, 22 =z} ={0,1,4,7}.

2=

Exercice 7. Soit z € C. Montrer que |z —i| = |z + 4| si et seulement si z est réel.
Solutions :

On sait que,sia>0etb>0ona:a=>b< a?=0b%

Donc,

|z —i| = |z 4+ i & |z =i = |z + i
& (—i)E=D) = (+)ET)
S (z—)FZ+1)=(=+19)(z—1)
SzZtiiz—iz+1=z2z—1z+1z+1

S iz — 1z = —1iz+ 12z
S z=Z
<z e R



Exercice 8. Soient z et 2z’ deux nombres complexes de module 1 tels que zz’ # —1. Démontrer que

z+ 2 _
est réel, et préciser son module.
1422
Solutions :
Soient z,2" € C, |z| =|2/| =1et 22/ # —1. on a

242 (42 1+7%Y) 2+ 4+ +z I
= = = 5— (carzz =22 =1).
1+z2' (14 22)(1472) |1+ 22|
_ 2Re(z+ %)

11+ z2'|2

e R.

" 2R '
Par conséquent, | Frz | = |Re(z + 2)|

14 22 11+ z2'|2
Exercice 9. Soient u, v et w trois nombres complexes tels que |u| = |v| = |w| = 1. Etablir la relation :
luv + vw + wu| = |u + v+ w|.
Solutions :
On rappelle que, si |u| = |[v| = |w| =1 alors :
_ 1 _ 1  _ 1
U=—,0=—etw=—.
u v w
D’ou
—_— 1 1 1 1 1 1
lu+v+w =lut+v+w =E+7+w =|-+ -+ —| =|www||- + -+ —| = |uv + vw + wul.
uov W uov W

Car |uvw| = |ul|v|jw| = 1.

Exercice 10.
Soient u et v deux nombres complexes distincts tous deux de module 1.
1. Montrez que pour tout z € C, on a 22 €] — 00,0] < z est imaginaire pure.
Z 4 uvz — (u+v)>2
u—v

est un nombre réel

2. Montrer que pour tout complexe z, le nombre complexe <

négatif ou nul.

Solutions :

1. Si z est imaginaire pur, alors z s’écrit comme z = ia,a € R. On a clairement 22 = —a? €] — 00, 0].
Inversement, supposons que z2 €] — oo, 0], on écrivant z sous forme algébrique (i.e. z = a + bi) cela
se traduit en : 22 = (a + bi)? = a® — b? + 2abi qui est dans | — 00,0] < a = 0.
z 4+ uvz — (u+v)
u—v

2. Maintenant, il nous ne reste qu’a démontrer que ( ) est imaginaire pur pour

déduire que son carré est dans | — oo, 0]. On rappelle que |u| = |v| =1 = T = — et v = —, alors :
u v

z+uwz — (u+v)\  Z+uvz— (u+0)
U—v N uU—1v
_itdE-(Gd)
- 1_1
u v

wzZ + z — (v+u)

v—u
B z 4+ uvz — (u+v)
B u—v '



<z+uvz—(u+v)> N <z+uvz—(u+v)> _0 — (z+uvz—(u+v)

imaginaire pur.
U—v uU—v U—v

Exercice 11.

a) Soit P(X) = X3+ aX? + bX + c un polynéme & coefficients dans C. Pour quelle valeur de t € C
le polynome P(X + t) est-il de la forme

X3 4+3pX +¢

avec p,q € C?

Soient p, ¢ € C. On s’intéresse a une méthode de calcul des racines du polynéme R = X3+ 3pX +¢,
dite méthode de Cardan. On note o et B les deux racines, éventuellement égales, du polynoéme
X2 +¢X — p3 et v1,72, 73 les trois racines cubiques de o.

b) Exprimer o + ( et a3 en fonction de p et q.

c) Démontrer que v, — % est une racine de R pour tout k € {1,2,3}.
On pose : P = X34+ 3X2%2 +6X +2.

d) Appliquer & P le procédé de la question 1.

e) Déterminer les racines du polynéome R déduit de P, puis celles de P, en exploitant la méthode de
Cardan de la question 2.

Solutions :

a)

Soit t € R, on a :

Pla+t)= X+ +aX +1)? +0(X +t) +c= (X +3X%t +3Xt* + %) + a(X? +2Xt + ) + bX + bt + ¢
= X? 4+ X2(3t +a) + X(3t> + 2at +b) +t* + at®> + bt + c.

Donc pour ¢t = —%, ona:P(X+t)=X>+3pX +qavec :

p:t2+gat+9=a—2—ga2+é:—a—2+é.
3 3 9 9 3 9 3
ot 3 3 3
q:t3+at2+bt+c:—a—+a——a—b+c:2i—a—b+c.
27 9 3 27 3

b)
On suppose que le polynéme X? 4+ ¢X — p? a au moins une racine non nulle, on la note «, 'autre racine
sera notée 3. y1,72,73 sont les racines cubiques de a, ( i.e. les solutions de I'équation 23 = a).

a+f=—q

OnaX2+qX—p3:(X—a)(X—ﬁ):XQ—(a+B)X+ozﬁ:>{ 5 5
af = —p°.
c)

On a:

2
p p P p P p P
Riye——)=(m——)+3pw——)+a=17 —3— +37m(—)* = (—)* +3py, — 3 +¢
Vi Vi Vi Vi Vi Vi Vi
2 3 2

=a— 3 +35 -5 3y 130 4+ g
T @ Tk

p® 1
—a——4q¢g=—(a®+qa—p*) =0.
« a



Car o est une solution de X2 + ¢X — p3 =0, d’ott v + % (Vk € {1,2,3}) est une racine de R.

d)
Ici,a=3b=6¢ctc=2 Onaalors: p=1et g=—2et donc R(X) = X>+3X — 2.

c)
On cherche d’abord les racines de X2 4+ ¢X — p? = X2 —2X — 1, aprés un calcul du discriminant, les
deux racines sont : @« = 1 + /2 et 6=1-— V2.

. . L 1 2im 1 2 .
Les racines cubique de a sont : {a3,a3e 3 ,a3e 4 }, les racines de R sont donc :

{ 1 1 1 (i27T> 1 L <i47r> 1 }
a3 ——,a3exp|\ — | ——F—F7-—,a3exp| — | ——F—— -
b ) adenp (%) 3 adeap ()

Comme P(X) = R(X + 1), les racines de P sont :

1 1 1 27 1 1 4T 1
a3 —— -1l asexp| — | —-——F———-—-1, a8exp| — | ——F——— 1.
a3 3 asexrp (’27”) 3 asexrp (247”)

2. Autour des racines carrées

Exercice 12. Calculer les racines carrées des nombres complexes suivants :

a) Al =49 b) Ag =-25 C) Ag = 501
d)A4:3+4i e) As =8 — 61
Solutions :

Fait : Tout nombre complexe admet exactement 2 racines carrées, sauf 0.
@) A =49 — {z€C,22 = A} = {7,-7}.
b) Ay = —25 = {z€C,2% = Ay} = {5i, —5i}.

C) Ag = 502
On cherche (a,b) tel que : (a + bi)? = 504,
(a+bi)*> = 50i = a® — b + 2abi = 500 = a® = b* et ab =25
= |a| = |b| et ab = 25
= (a,b) = (5,5) ou (a;b) = (—5,—b).

On peut vérifie que (5,5) et (—5, —5) sont bien les racines carrés de 50i.

d) Az =3+ 4i.
On cherche (a,b) tel que : (a + bi)? = 3 + 4i,

(a+bi)> =3+4i = a® —b* +2abi = 3+ 4i
— o> - b =3etab=2
= - b =3eta’? =4

= be{l,—1}etac {2,-2}.

On vérifie que les deux racines sont : (2,1) et (—2,—1).



e) As =8 — Gi
On cherche (a,b) tel que : (a + bi)? = 8 — 64,

(a+bi)? =8—6i = a® —b> + 2abi =8 — 6i

a2 -1 =38

— < 2ab= -6
la +ib]? = |8 +i6|.
a? -1 =38

— <ab=-3
a’® + b? = 10.
a?=9

— (=1
ab >0

= (CL, b) € {(37 _1)7 (_37 1)}
On vérifie que —3 + 7 et 3 — ¢ sont les racines carrées de 8 — 61.
Exercice 13. Résoudre les équations du second degré suivantes :
a) 22+224+10=0 b) 22— 2iz —1+2i =0 ) iz + (4i—3)z+i—5=0.

Solutions :

Fait : On considére I’équation az? + bz +c = 0,a # 0, (a,b,c) € C3.

Soient Ay et Ay les deux racines carrées de A = b — 4ac, alors les solutions de cette équation sont :
—b+ Ay " —b+ Ay
e

2a 2a

. (remarquer que A; = —Ay).

a) 22 +22+10=0,
A =22 —4(1)(10) = —36 = (i6)2.
—2+6i —2 — 6i

21 = 5 =—14+3t zo= 5

=—-1-3:.

b) 22 — 2iz —1+2i =0,
A= (=22 —4(1) (=1 +2i) =8 = —4(i +1)* = (2i(1 +9)%)* = (2(i — 1))*.

Les deux racines sont :

21:_2Z+§(Z_1):27j—1 Z2:—2z—;(z—1):1

c)iz? + (4i—3)z+i—5=0,
A= (4i—3)% —4(i)(i —5) = 3 — 4i = (2i — 1)%. d’aprés ex :12.d

Alors,
—(4i+3)+ (20— 1) —(4i+3)— (21 — 1)
z1 = - = 22= ; =.
21 21

Exercice 14. Résoudre I’équation suivante

2 -224+1=0 (x).



Solutions :

z = a + bi est une solution de (*) < (a + bi)> —2(a+bi) +1 =0

& (a+bi)> —2(a—bi)+1=0

©a®—b0"—2a+1=0et2ab+2b=0

sa® -0 —2a+1=0etbla+1)=0

s (b=0ecta’>—b>—2a+1=0)ou(a=—-leta®—b>—2a+1=0).
(b=0eta®>—2a+1=0)ou(a=—let —b*>+4=0).
(b=0¢et(a—1)>=0)ou(a=—1etb*=4).
(b=0eta=1)ou(a=—1let (b=20ub= -2)).
(a,0) € {(1,0),(-1,2), (=1, -2)}.

Exercice 15. On considére 1'équation en z € C suivante : 2% + (1 — 3i)2% — (6 — i)z + 10i = 0.

a) Déterminer une racine réelle zy de cette équation.
b) Pour z € C, factoriser 2% + (1 — 3i)2% — (6 — i)z + 10i par (z — zo).

c¢) Résoudre ’équation.

Solutions :

Fait : Soit P un polynoéme de dégré n a coefficients réels ou complexes, soit o une racine du polynome
P, (i.e. P(a)) = 0). Alors il existe un polynome @ de degré n—1tel que 'ona: P(z) = (z—a)Q(z) Vz € C.

Exemple : le polynéme 22 — 1 admet 1 pour racine, alors il existe @ de degré 2 tel que 23 — 1 =
(z — 1)Q(2) Vz € C, comment trouver @Q7?, on écrit Q = az? 4+ bz + c et on résout I’équation :
23— 1= (2 —1)(az? + bz + ¢) Vz € C d’inconnus a,b,c dans C. ce qui revient a résoudre 23 — 1 =
az® + (b —a)z? + (¢ — b)z — ¢, on sait que deux polynomes sont égaux si et seulement si tous leurs
coefficients le sont, ce qui implique que : a =b=c=1.
et donc :

2B —1=(z-1DE*+2z+1).

1. Soit zg une solution réelle de 1’équation, alors on a :

zo+z0—6,zo:()

Re(z3 + (1 —3i)22 — (6 — )20 + 10i) = Re(0) = 0
3z0 + 20+ 10 =0.

Im(z8 + (1 — 3i)22 — (6 — i)zo + 10i) = Im(0) = 0.
20 zo+z0—6)—0

3z0+20+10—0.
20 € {0 2, —

MHH

—

2. D’aprés le "fait", il existe un polynéme Q de degré 2, tel que 23 4+ (1 — 3i)2% — (6 — i)z + 10i =



(z —2)Q(z) Vz € C, si on pose Q = az® + bz + c on aura :

234+ (1—30)2% — (6 — i)z +10i = (2 — 2)Q(2)

o224+ (1—-30)22 = (6—1i)z410i = (2 — 2)(az® + bz +¢)
& 224 (1—=30)2% = (6 —i)z 4 10i = az® + b2? + cz — 2a2% — 2bz — 2¢
& 224+ (1-30)2% — (6 —i)z + 10i = az® + (b — 2a)2* + (¢ — 2b)z — 2¢
a=1 a=1
o b—2a=1-3¢ N b=3-3i
c—2b=—-6+1 c—2b=—-6+1
—2c =101 c=—5Ht
a=1
S {b=3-3i
c= —951

Finalement, 23 + (1 — 3i)22 — (6 — i)z + 10i = (z — 2)(2% + (3 — 34)z — 5i).

3. On s’est ramené a résoudre : 22 + (3 — 3i)z — 5i = 0.
Ona: A= (3—3i)2—4(-5i) = 2i = (1 + )2, donc les solutions sont : —1 + 2i et—2 + 7. Enfin,

{(z€C, 25+ (1-3))22 — (6 — i)z + 10i = 0} = {2, —1 + 20, —2 + i}



3. Forme trigonométrique, argument

Exercice 16. FEcrire sous forme trigonométrique les nombres suivants :

a) i b) 1+1 c) 1—i
d) V3+i e) —1 f) 1
Solutions :

En pratique, pour écrire un nombre complexe z = a + bi sous forme trigonométrique (i.e. z = re®),

a b
on l’écrit d’abord sous la forme z = \/a? + b2 < + z)
Vaz +b2  VaZ + b2

suivant :

r =+a?+ b2

cos(0) =

: b

sin(f) = TR
d’inconnus r et 6, on remarque que 6 est unique modulo 27 ( ce qui est di a la peériodicité des fonctions
cos et sin).

et puis on résout le systéme

Li=(V12+1%) <\/121+ = + \/121+ 12i> =2 <1 + 1¢> = \/i(cos(%) + sin(%)i) = V2¢'1.

. 1 1 ) 1 1 . s i s
1—i= (\/m) (\/12 + (_1)2 o \/12 + (_1)2Z> - \/5 < n Z> - \/ﬁ(cos(_z) + SZTL(_Z
= \/ﬁe_i%_

d)

Vati= ( V34 12> V5 L i) =2 (? + ;) = 2(cos(g) + sin(g)i) = 2¢'5

+ 1
N ERCIRYN T
e)
—1=—1+0i=¢".
d)
1=1+0i=¢".

Exercice 17.

1+iv3
V3+i

1+i\/§>4

—1

a) Calculer le module et un argument de

b) Ecrire sous forme trigonométrique (

Solutions :

a) On a :
1+iV3 _ T+ z@ _ cos(5) + sin(3)i _ '3 _ it
V3 +i @ +id cos(§) +sin(§)i  €'s

10



On en déduit que : ‘H'“f‘ =1 arg( 1\7:‘5) § +2km Vk € Z.

b) D’un coté on a : 1+i\/§:2(%+i§

I 2. . L ;1 . _iz
delautrecote.l—z—\/ﬁ(\/iﬁ—zﬁ) =/2e7"1,
En combinant les deux égalités,

i 4

3 1T 4 T T
1+1\f 2¢'s - (ﬁe 172> —46177 = 4¢e's.
1—1 feiZZ

Exercice 18. Soient # € R et z = . Déterminer la forme trigonométrique de 1+ z, puis de 14 24 22.

N—
Il
DO
)
w3

Solutions :
a) Soit 6 € R tel que z =€, on a :

i 0
2

1+2=1+4+¢e?=¢

M\QD

. . 9

(eZg + e_’g) = (2003(2))

Donc, si 3k € Z tel que 0 — 2km € [-F, T] alors cos(g) > 0 donc (2cos(g))ei% est la forme polaire de
1+ 2.

sinon, —2cos(4) < 0 et (—2cos(g))ei(%+”) est la forme polaire de 1 + z.

by 1+z+22=1+¢e? 420 =ef(e £ 1+ ") = e (2c0s(h) + 1).

SidkeZ tel que 0 — 2k € [, %] on a 2cos(f) +1 <0 et (—2cos(6) — 1)e?®+™) est la forme polaire
de 1+ z+ 22

Sinon, 2cos(f) +1 > 0 et (2cos(f) + 1)e'?. est la forme polaire de 1+ z + 22

N

Exercice 19. Déterminer tous les entiers n € N tels que

a) (1+i)"€R b) (V3 +4)" € iR
Solutions :
a)
(1+i)" = (x/i
b)

) 3
(VB+i)" = (2 (‘2[+
Exercice 20.

a) Soient 6 €] — m, [ et t = tan (g) Démontrer I'identité
; 1+t
0
e’ = ——0,
1—13t
puis exprimer cos 8 et sin 6 en fonction de t.
b) En déduire, pour tout « € R, une simpification de cos(2 arctan(z)) et sin(2 arctan(z)).

¢) Démontrer que, pour tout z € C\ R_,

Im(z)

= 2arct —_—
arg(z) = 2arctan <Re(z) —p

> (mod 27)

11



Solution :
1. Soit @ €] — m,w[ et t = tan(6/2). On a :

S0 _ ei3 - cos(§) + isin(§) _ cos(§) + isin(§) 1+ itan(%) 1+t
e~i3 cos(—g) —I—isin(—g) cos(g) —isin(%) 1 —itan(g) 1—it
Car cos( ) #0sur | —m, 7.
D’autre part, on a
L+it  (144t)? 1-# i 2t
= = 1 .
1—1at 1+t 14+t 1412
Par conseéquent, cos(f) = 1+t2 et sin(f) = 1_2:;52

2. Soit x € R, on pose 0 = 2arctan(x) €] — 7, w[.( on a donc tan(0/2) = x)

1— a2 2
1%-7; et sin(2arctan(z)) = 1—|—7xa:2

3.So0it z € C\ R_, alors 3(r,0) € Ry x] — 7, 7[ tel que z = re.
D’aprés 2., on a :

Alors, cos(2arctan(z)) = cos(0) =

I
cos(2acrtan <Re(m(—i— M)

( Re( z)+|z|)
(it

L+ Re( z)+| |>
_ Re(2)? + |22 4 2Re(z)|2| — Im(z)?
"~ Re(2)? + |2|2 + 2Re(2)|2| + Im(2)?

_ 2Re(z)? + 2Re(2)|z| Re( )

= g).
2|2|%2 + 2Re(z) |2 cos(9)
Le méme travail montre que sin(2acrtan (Rig)(j-)m)) = sin(#). En en déduit que :
0 = 2acrtan (f%) [27].

4. Racines de 1'unité

Exercice 21. Résoudre en z € C les équations suivantes :

a) 2% = —8i b) 2° —2=0 ¢) 27(z = 1)% + (2 +1)°
d) 222" =1 e) 20— (3+20)22+2+2i=0 f) S=2+z2
Solutions :

Rappel : U,, = {z € C,2" = 1}

a) D’abord on remarque que si a est une solution de z® = —8i, alors ja et ja le sont aussi, ot :

Us = {Z € (C,ZB = 1} = {17]73}
donc il suffit juste de trouver une racine pour en déduire les deux autres.
Ona: —8i=23(—i) =2% 2 — 2 =275 est une solution.

On déduit que : . ‘ ‘ ‘
{2 €C,2% = —8i} = {2776, j2¢7%,j2e "6 } = 2 "6 Us.

12
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b) On a :

P oz=0z2' -1 =022 -1)(*+1)=0
Szz-1)(z+1)(z—0)(2+i)=0
< 2€{0,1,-1,+i,—i} < 2z € {0UUy}.

c¢) On vérifie facilement que 1 n’est pas une solution, alors on peut supposer que z # 1, on a :

27(z—1)6+(z+1)6_0<:><Z+1>6_—27@2+1 (iV3)°. @—emﬁuﬁ

z —

Or,pour w#0,0ona: 2 =we (z+1)=wiz—1) e 2(w—1) = (w+1) & z =2

z

Donc, z est une solution < jﬂ €iV3Ug & 2z = wﬂ avec w € iv/3Us.

? =2llZ"| = 2?2 = 2] = |o| =1

—i0)T = =510 = 1.

d) Soit z € C une solution & 'équation 222" = 1.On a 1 = |22 z||z
En écrivant z sous forme trigonométrique ( i.e. z = ), 'équation devient : (e?)?(e
z € C est une solution < z = e et 0 € {27 k € Z}(z € Us).

e) On commence par résoudre I'équation X2 — (3 + 2i)X + 2 + 2i = 0,
ona:A=(3+2i)?—4(2+2i) = (1+ 2i)? donc les solutions sont :
3+ 2i + (1+ 2i) . 34 2i — (1+2i)

21 = 2 :2+22 29 = 2 :1

On sait que 2% — (3 +2i)23 + 2+ 2i = 0 & 23 est une solution de X2 — (3 +2i)X + 2+ 2i = 0 et comme
24+ 2i = /8T = (8%€Zl) alors :

{2€C,25—3i+2)22+2+2i =0} & 2 € {UsU 8%6i%U3}.

f) 8 =242

On écrit z = re?? r € Ry, 0 € [0,27[.

z est solution de 28 = z + 7 < r8(e®%) = 2rcos ().

Sir=0onaz=0 est une solution, sinon on a :

r7cos(86) = 2cos(f)

r7sin(80) = 0

N {r?cos(%) = 2cos(0) Carr 40 = 77 cos(80) = 2cos(f)
sin(860) = 0. 0e{kr 0<k<15}

Si cos(f) = 0 on a forcément r = 0, donc cos() 7é O et donc :

r7 cos(86) = 2cos(6)

96{ ,0<k<15k#4,k#12}.

N {7“ —2cos(Em) k€ {0,2,6,8,10,14} et cos() > 0
rT=—2cos(¥) ke {1,3,5,7,9,11,13,15,} et cos(d) < 0

_[r= (2cos(Em))7 ke {2,14}
r=(—2cos(,2))7 ke {57,9,11}.

Aprés vérification, les solutions de 28 = z + Z sont :

z solution = {

Car 6 € [0,2n[

z solution = {

km

0 U {(zcos( - DT ke {2, 12}} {(—2cos<§))%ei%”,k € {5,7,9,11}}.

Exercice 22. Soit n € N*.
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a) Calculer la somme des racines n-iémes de l'unité.

b) Calculer le produit des racines n-iémes de I'unite.

n—1

¢) On pose w = e’ . Calculer Z(l + wkn,
k=0
(Indication : on pourra commencer par calculer Zz;é (w)* pour tout j € {0,...,n —1})
Solutions :
a)
Soit n € N*. On a :
Sin=1,
2 z=2 2=1,
zeUy, zeUy
sinon ) . ,
n— n— ™
- ar\k ()M —1  ePT—1
Z P el% = (67'277> = ( 221) = 5 =0
z€Uy, k=0 k=0 € n — e'n —
b)

c)

k=
Ensuite, pour j € {2,3,..,n — 1} et (en supposant n > 3), on a :

n—1 n—1 21
) amiN k e L |
E Jk_E: izmi\F_ ()" —1
(W) = (e ) = e =0.
k=0 k=0

Et donc :

: j ' =

~—
=0sij#0,n

o) (e

Exercice 23. Soit z un nombre complexe. Prouver les identités suivantes :

18 _ 9 18 ' )
Z (z - 62“”/19) = 1922 et Z ‘z — 62’]‘”/19‘ =19(1 + |2]%).
k=0 k=0

Solution :

14



1.0n a:

18 . 18 . ik
2ikm 2ikm ik
E (2—619)225 (z2—2,zel9 +e19)
k=0 k=0
18 18
2 2ikm 4ikm
252—22’5619—%619
127 4
a2 e —1 e —1
=192" — 2z 2ikT + dikm
e19 —1 e19 —1
= 1922,
2ikm 4ikm
Care 19 #lete v 1.
2.
18 18 18 18 18
2ikm 9 2ikm —2ikm
E‘z—ewzg\d—zgew—zgew —l—El
i 27 —i27
e“m —1 e -1
= 19‘2‘ ~ 2 %ikx — 2 ez +19
e19 —1 e 19 —1

=192)> +19 = 19(]z]* + 1).

5. Angles remarquables

6+iv2
Exercice 24. On note z; = \[—;Z\[ et zo = 1+ 4 puis Von définit 23 = ﬂ.
22
a) Ecrire 21, 29 et 23 sous forme trigonométrique.
b) En déduire des expressions de cos %r et sin %r
Solutions :
a)
6+ iv2
Onazlz\W:ﬂ(;’—l—z%) = /26
De plus, 29 =1+1i= ﬂ(%—kz%) = V21
oz \/iel% =
AlOI"S, z3 = i = \/5@737} = e 12,
b)
D’aprés 1. on a : cos(—15) = Re(23) et sin(—75) = Im(z3). En calculant z3,
o Voriv2  (Votiva(1—i) \/6+\/§+Z_ V2 -6
ST (1 +4) 2(1+1) 4 4
On obtient :

s (1) =oos () = -sn () = =52

V6 +2
—

<
=
7N
g
| 3
N———
I
Z.
=
/N
ol
_|_
o3
S~——7
I
o
o
n
/N
[a—
gk
N—
I

Exercice 25.
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a) Résoudre algébriquement en z € C I’équation 2% = (1 + ).
b) En déduire des expressions de cos § et sin g.
Solutions :

a)

Le polynome z — 22 — (i + 1) est de degré 2, donc I’équation 22 — (i +1) = 0 admet au plus 2 solutions,
z=a+bivérifie 22 =i +1= (a+bi)* =a®> —b* +2iab=1i+1

a2 - =1

=< 2ab=1

a? + b2 =la+bil? =i+ 1 = V2.

a? = f 2+1

=< b2 \f L

ab> 0

V2+1 [V2-1 V2+1 V21 : A
5 5 et | — 5 5 sont les solutions de ’équation.

b)
D’autre part, on sait que : 1 +1 = V2T = \/V/2€e'S et — \//2¢'5 sont les solutions de I’équation.
On obtient :
43 V241 V2 -1 vV cos(%)—\/ 22
V2els = 5 5 = v
VV2sin (§) = e
_ V241
s 0=\
T\ V2-1
sin (3) = /25

Exercice 26. On note w = e27/5,

a) Quelle relation simple lie les nombres cos(%”) et w+ % ?
b) Justifier Videntité (w + 1)* + (w+ 1) —1=0.

c) Calculer cos(2E).

Solution :
a) On a
1 o 2
w4+ — =w+w =2Re(w) = 2cos(—)
w 5
b) On a :
1)? 1 ) 1 1 PR WS —1 5
w+—| tw+——1=0&w +2+—2+w+——1<:>w +w’tw'tw+1l =0«< =0 w =1
w w w w w—1

c) D’aprés les questions précédentes, 2603(%”) est solution de I'équation X2 + X — 1 = 0, comme les
solutions de cette équation sont : _1%‘/5 (>0) et _1%‘/5 (<0), alors

2w —l—i-\/g

cos(— . )= —1
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6. D’autres applications a la trigonométrie

Exercice 27. Réduction de acosx + bsinz.
a) Soient a et b deux réels. Démontrer qu’il existe r € Ry et 6 € R tels que
Vx € R, acosz + bsinx = rcos(z — 6).

b) Déterminer I’ensemble des z € R qui vérifient cosz + sinxz = 1.

Solutions :
a) Soient a,b € R, x € R, alors :

acos(z) + bsin(x) = Re(ae™ — ibe’™) = Re(e™(a — ib)) = rRe(ee ) = rRe('®~9) = rcos(x — 0).

Oua—ib=re ™ r>0.
b)
Ieir=[1—1i=+260=7Z, onadonc:

[

cos(z) + sin(x) = 1 < V2cos(x — %) =1< cos(x —

) =

o r—3=7+2knkeZ
r— 7 =—-F+2km kel

AN

r=2km, ke’
54
r =5+ 2km k€ Z.

Exercice 28. Développer cos(2¢) pour obtenir un polynoéme en cos(p), puis sin(3¢) pour obtenir un
polynéme en sin(¢p).

Solutions :

On a pour z € R.

cos(2x) = Re(e™®) = Re((e™®)?) = Re((cos(x) + isin(x)?) = cos(x)? — sin(z)? = 2cos(x)? — 1

Donc cos(2z) = P(cos(z)) on P(z) = 222 — 1.
De méme :

sin(3z) = Im(e*) = Im((e)*) = Im (cos(x)® + i3cos(z)?sin(x) — 3cos(z)sin(zx)* — isin(z)?)
= 3cos(z)?sin(z) — sin(x)® = 3sin(z) — 4sin(z)3.

Ainsi, sin(3z) = Q(sin(x)) ou Q(z) = 3z — 4a®.

Exercice 29. Pour tout n € N et tout 6 € R, calculer

Zcos(k@) et Zsin(k@).
k=0 k=0

Solutions :
On remaque que Vn € N, # € R, on a :

n

Zeike = (i cos(k@)) +i (i sin(kz@))
k=0 k=0

k=0
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Pour # = 2kn pour un certain k dans Z, on a € = 1 alors > e*® = n 4 1 ce qui implique que
k=0

n n
> cos(kf) =n+1et > sin(kf) = 0.
k=0 k=0
Sinon,

Z”: PG VN RS e s U ion (20)sin(073) _ pn sin(673)

e’ = : = — . , =e¥2z—————= " —¢
— et —1 oy s e (24)sin(4) sin(9)

n 02 gin(rLtL n (02 sin (Ol

Ce qul donne : ZCOS([{‘Q) = COS( 2?8”;( 2 ) et Zsm(kﬁ) — S/Ln( Q?Szn( 2 )
P sin(s) —

7. Polygones

Exercice 30. Soient u et v deux nombres complexes. Etablir Iidentité suivante, dite « du parallélo-

gramme » :
|u + v|2 + |u— v[z = 2(|u!2 + ]v|2).

Pourquoi ce nom ?
Solution : Soient w et v deux nombres complexes, on a :

\u+v\2+|u—v|2:(u+v)(ﬂ+@)+(u—v)(ﬂ—6)
= ul + uv + vu + VU + uu — uv — Vu + V.

= 2(uu + vo) = 2(Jul® + |v]?).

On Dappelle I'inégalité du parallélogramme, car elle lie les longueurs des cotés du parallélogramme a
celles des diagonales.

Exercice 31. Soient a, b, ¢ et d quatre nombres complexes distincts qui vérifient les deux relations :

at+c=b+d et a+ib=c+1id.

Que peut-on dire du quadrilatére formé des quatres points ayant ces nombres complexes pour affixes?

Solution :
=b+d
Soient a, b, c,d € C tel que : a—i—? + .
a+ib=c+1id.
d+b
On a : ate_ % — les milieux des diagonales du polygone (abed) coincident.

Ensuite, a — c=1i(d — ¢) = les diagonales sont perpendiculaires. (En effet : z — iz correspond a la
rotation d’angle 7). Conclusion : le polygone (abcd) est un carré.

Exercice 32. Soient a, b et ¢ trois nombres complexes qui sont affixes de trois points formant dans le

plan un triangle équilatéral. Montrer que :

Solution : a,b,c € C tel que (abc) est un triangle équilatéral.
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On a: \a—c\z\b—c[etarg(éii) :g+2k7r,k€Zou —%—i—?lm,kez.

Comme (e7%5)3 = (¢/5)> =™ = —1, on a :
a—c\®
=—1.
(i)

Exercice 33. Soit # un nombre réel, avec 0 < 0 < 7.

a) Déterminer I’ensemble des solutions complexes de I’équation : 26 — 223 cos +1 = 0.

b) Pour quelles valeurs de 6 ces solutions sont-elles les affixes des sommets d’un hexagone régulier ?

Solution :
a) On commence par déterminer les solutions de 1'équation : X2 — 2Xcos(f) + 1 = 0.

On a A = (—2c0s(0))? — 4 = 4(cos*(0) — 1) = (2isin(#))?. donc, les solutions de cette équation sont :

2cos(0) + 2isin(0) ¢ 2cos(0) — 2isin(0) _io
S1 = 9 =€ So = B =€ .

Par conséquent, comme z est solution de X% — 2X3cos(f) + 1 = 0 si et seulement si 23 est solution de
X2 —-2Xcos(#)+1=0,0na:

{z € C, 25 — 22%0s(A) + 1 = 0} = U3 U e “Us.

b) On sait que ¢?Us et e *Us, sont deux triangles équilatéraux, inscrits dans le cercle de centre 0 et de
rayon 1, leurs sommets forment un hexagone régulier si seulement si I'un des sommets d’un des triangles
est antipodal & un sommet de 'autre triangle.

Pour cela, il faut et il suffit que e soit antipodal a I'un des sommets du triangle e~*Us, donc on se
rameéne & trouver les valeurs de 6 qui satisfont :

2 4
0= —02n]ouf = -6+ ?ﬂ-[Qﬂ’] ouf =0+ g[%ﬂ.
) L. . . m 3w 5w
Donc, les affixes des solutions forment un hexagone régulier si et seulement si : 6 € {6’ —, E}

8. Transformations affines

Exercice 34. Rappeler I'expression en terme de nombres complexes des transformations suivantes :

a) La translation de vecteur v € C.
b) L’homothétie de centre a € C et de rapport A € R*.
c¢) La rotation de centre a € C et d’angle 6 € R.

d) La symétrie par rapport a un axe passant par a € C et faisant un angle 6 € R avec I'axe réel.

Solutions :
a) La translation de vecteur v € C : z +— 2z + 0.

b) L’homothétie de centre a € C et de rapport A € R* : z — A(z — a) + a.
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¢) La rotation de centre a € C et d’angle # € R : 2z — (2 — a) + a.

d) La symétrie par rapport & un axe passant par a € C et faisant un angle § € R avec laxe réel :
2z e (z—a) +a.

Exercice 35. On rappelle 'identification canonique entre R? et C via 'application affixe et sa ré-

ciproque :
R?2 — C ot C — R?
(x,y) — z+iy z — (RezImz)

1. Identifier les transformations du plan ayant I’écriture complexe suivante :

a) fi(z) =243 —2i, b) fa(z) = e2/72, ¢) f3(z) = e /37 — 1,
d) fa(z) =32—-5+1, e) f5(z) = (24 2i)z + 3i.

2. Donner I’écriture complexe des transformations du plan suivantes :
a) La translation du vecteur d’affixe —2 + 7 ;
b) La symétrie centrale du centre 7 ;
c) La rotation d’angle 7 /6 et de centre 1;
d) L’homothétie de rapport 3 et de centre d’affixe 1+ 2i.;
e) La similitude de rapport 2 et d’angle 7/3 et de centre 1 + 1.
3. Décrire géométriquement et déterminer la nature des similitudes correspondant aux applications

suivantes :
V3

1
cp1:z>—><2+i2>z+3, Y2 2>z

4. Démontrer que la composée de deux symeétries est une translation ou une rotation.
5. Démontrer que la composée de deux rotations est une translation ou une rotation.

Solutions :

1.
a) fi1(z) = z+ 3 — 24, correspond a la translation d’affixe 3 — 2i

b) fa(z) = €™/ 7z, correspond 4 la rotation de centre (0,0) (Porigine) et d’angle Z

¢) f3(z) = €?™/3z — 1, on cherche d’abord un point fixe :,

2m 27 1 i
z=es3z—1ez(1-e3)=-12=—-+

2 23

)(le point d’affixe —% + Q\Z/g) et d’angle 2.

1

Donc, f3 correspond a la rotation de centre (—%, 5

S

3

d) fa(z) = 3z — 5414, on cherche d’abord un point fixe :

DN | Ot
N | <.

z2=3z2—-54+1& 2=

Donc, f4 correspond & ’homothétie de centre le point d’affixe z = g — 5 et de rapport 3.

e) f5(z) = (2 + 2i)z + 3i. on cherche d’abord un point fixe :

—31 6 3

=224+ 2 =z 2= <
f5(2) =20 (2+2)2+3i=22 T2 F T
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De plus,

124 2i| = 2v/2 et arg(2 + 2i) = %[271’]
Donc, f5 correspond & la similitude de centre le point d’affixe z = —g — %, de rapport 2v/2 et d’angle T
2.
a. 2= 2z2—=241
b. La symétrie centrale est une rotation d’angle 7, donc la transformation est : z + ™ (2 —i) +1i = 2i — 2

c.zr €6 (z—1)+ 1.
d. 2= 3(z — (1 +28)) + (1 + 20).
e 2z 2e"5 (2 — (1+14)) + (1 41).

3.
a.0n cherche d’abord un point fixe, on a :

1 3 o
gol(z):z@<+i\[>z+3<:>613z+3:z<:>z: — S z=— —i—

2 2

Par conséquent, o1 correspond a la rotation de centre le point d’affixe % — z% et d’angle 3.

b.

Par conséquent, o7 est la symétrie d’axe passant par 0 et d’angle 7 par rapport a l'axe (Ox).

4. Soient a,b € C et 0,90 € R. On note S,9 (et Sp,) les symétries par rapport aux axes passant
par a (et b) et d’angle 0 (et o) par rapport & (Ox).

Ona:Vz€CSup(z) =e?"(z—a)+aet Vz € CSyyu(z) = e (2 — b) + b.
Donc,

Soip © Saol) = oo (¢27(z =) +a)

= 2™ (207 (7 — q) +a — b) + b.

_ eQi(gp—@)ﬁZ _ 62i(<p—0)7ra + 621’@(& _ 5) +0b.

Donc, S, 0 Sq ¢ est une translation si 2(¢ — ) = [27], une rotation d’angle 2( — ) sinon ( et de centre
Paffixe du point fixe de la composée).

5. Soient a,b € C et 6, € R. On note 749 (et 73,,) la rotation d’angle 6 ( et ¢ ) et ce centre a
(et b).
On a:
b © Ta,0(2) = b (eie(z —a)+ a)
=¥z —a)+a—b)+b
= !eH0), 4 (4 + a — b) +b.

Par conséquent, ry , 0744 est une translation si ¢ 4+ 6 = 0[27], une rotation d’angle ¢ 4 6 sinon (et de
centre le point fixe de la composée).
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Exercice 36. Soit s une similitude directe telle que s(2 — i) = 1 et s(—1 + 2i) = 1 + 6i. Déterminer

I’homothétie h et la rotation r telles que s = h o r. Donner l'affixe du point fixe de s.

Solution : Soit s une similitude directe, alors da € C* et b € C tel que :

s(z) =az+b VzeC.

Orla:{s(z_i):1 é{a(2—i)+b:1 é{a(S—Bi):—Gi

s(—142i) =1+6i a(—1+2i)+b=1+6i b=1-a(2—1)
=1
Z Ny ! Donc s(z) = (1 —i)z+3iVz € C.

=3

Par conséquent, s = h or, ol h est une homothétie de rapport |a| = v/2 et 7 est une rotation d’angle
arg(l —i) = —7 et de méme centre.
Cherchons un point fixe de s, zg est un point fixe < zo(1 — i) + 3i = 29 < 29 = 3.
On a:
s(z) =2 ((e_g(z -3)+3) - 3) + 3.

Exercice 37. On dit qu'un engsemble d’applications F est stable par composition si f o g € E pour

toutes applications f,g € E. Les ensembles suivants de transformations planes sont-ils ou non stables
par composition 7

a) L’ensemble des translations ?

b) L’ensemble des homothéties ?

¢) L’ensemble des homothéties de rapport strictement supérieur a 17

d) L’ensemble des homothéties et des translations?

)
)

e
f

g
h

i) L’ensemble des similitudes directes?

L’ensemble des symétries par rapport a des droites?
L’ensemble des rotations 7

) L’ensemble des symétries et des rotations ?
)

L’ensemble des symétries, des rotations et des translations?

Solution :

a) L’ensemble des translations est stable par composition :
Soit t, la translation du vecteur d’affixe v
Ona:tyoty(z) =tw(z4+v) =240+ w=tyiy.

b) L’ensemble des homothéties n’est pas stable par composition :
Soient h: 2+ 2z et f: 2+ 22+ 1 deux homothéties, on a : (foh)(z) =z + 1.

c) Iensemble des homothéties de rapport strictement supérieur a 1 est stable par composition, en
effet, solent h: z+—az+baveca<let f:z—cz+davecec <1
Ona: (foh)(z)=claz+b)+d=(ca)z+ cb+d. avec ca < 1

d) L’ensemble des homothéties et des transelations est stable par composition.

Il parait que cet ensemble est égale a {z — az + b,a € R*,b € C}.

Soient f :z+ az+bet g:z+— cz+ d dans cet ensemble, on a (f o g)(z) = (ca)z + ¢b + d, comme
ca € R* alors la stabilité est assurée.
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e) L’ensemble des symétries par rapport aux droites n’est pas stable par composition, en effet pour
toute symétrie S on a S o S(z) = z et I'indentité n’est pas une symétrie.

f) L’ensemble des rotations n’est pas stable par composition, en effet :
Soient r: z = ez +aet f:z ¥z +b ona (for)(z) =0Tz 4 ea + b, la composition est une
rotation ssi 6 4+ ¢ # 0[27]. sinon, il s’agit d’une translation.

g) L’ensemble des symeétries et des rotations n’est pas stable, en effet, la composition de deux rota-
tions peut donner une translation (d’aprés f.).

h) L’ensemble des symétries, des rotations et des translations est stable par composition.
En effet, il suffit de démontrer 1’égalité avec cet ensemble :

{z:+—>ewz—|—b,0€R,b€C}U{z = ewE—l—b,QG]KbE(C}.

Puis, démontrer la stabilité de cet ensemble.

i) L’ensemble des similitudes directes est stable par composition.
En effet, cet esemble est ’ensemble des applications de la forme f : 2z + az + b avec a € C* et b € C.

Exercice 38. On se place dans le plan complexe. Soit j le nombre complexe de module 1 et d’argument

2%. Soit 7 la transformation du plan, qui, & un point M d’affixe z, associe le point My d’affixe z9 = jz+3.

a) Déterminer les points invariants (points fixes) de r, et la nature de la transformation r.

b) Soit M un point d’affixe z. Calculer 1'affixe du point r2(M), ott on note r? = r o 7, et déterminer

la nature de la transformation r2.

¢) Soit M un point d’affixe z. Calculer I'affixe du point 73(M), ou 73

la transformation 7~ du plan?

= roror. Que peut-on dire de

Solution :

a)r(z)=jz+3, j= —7—1—2‘2/.

Onar(z) =z jz+3=z< Tj- r est la rotation de centre % et d’angle 27

b) On a r? = r o7 par définition, on commence d’abord par calculer 72.

r2(z) = r(jz + 3) = j22+ 35 + 3 donc Daffixe du point r2(M) est j2z + 35 + 3. 72 est la rotaion de centre
% et d’angle j°.

¢) On a r3(2) = r(r?) = j(j22 + j3+3) +3 = 73(2) + 3(1 +j + j%) :z+3j;%11 =zcar j #1
et j3 =1.

Donc l'affixe du point 73(M) est égale I'affixe du point M qui vaut z.

Finalement, r3 est Iindetité alors r—1 = r2.

Exercice 39. On identité R? et C. On considére la transformation f : C — C définie, pour z € C, par

f(z) =22+ 3 — 4.

a) Calculer le(s) points fixe(s) de f.
b) Quelle est la nature de ’application f 7
¢) Donner une équation cartésienne du cercle C' de centre 1 — i et de rayon 2.

d) Calculer f(1 —i). En déduire une équation cartésienne de I'image de C par la transformation f.
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Solutions :
a) On écrit z sous forme algébrique, i.e z = a + bi, alors on a :
20+3=a a=—3
=
—2b—4=10 b= -4

3
b) f est la composé d’une symétrie axiale z — Z et d’une homothétie de rapport 2 et de centre —3 — %z

fl2)=22Z4+3-4di=z2¢&

c¢) L’équation du cercle de centre 1 — i et de rayon 2 est donnée par :
{z€C,lz— (1 -9 =4} = {z € C,(Re(2) — 1)* + (Im(2) + 1)* = 4}.
Apreés identification de C avec R, I’équation devient :
{(z,y) eR?, (z — 1)* + (y + 1)® = 4}.

d) D’abord on a : f(1 —i) = 2(1 +¢) + 3 — 4i = 5 — 2i. Ensuite, on sait que les similitudes (directes
et indirectes) envoie des cercles vers des cercles, comme f est la composé d’une symétrie axiale (qui
n’augmente pas le rayon) et d’'une homothétie (qui multiplie le rayon par le rapport de I'homothétie)
alors le cercle image est le cercle de centre f(1 — i) et de rayon 16.

L’équation du cercle image est :
{z€C,|z—(5—2i) = 16}.

Aprés identification avec R2, on obtient ’équation suivante :

{(z,y) e R%, (z — 5)* + (y + 2)? = 16}.

Exercice 40. Soient f et g les deux transformations du plan complexe définies par f(z) = —z — 2i et
g(z) =2z—1—1.

a) Déterminer les points fixes de f et g.

b) Démontrer que f et g sont deux homothéties dont on donnera le centre et le rapport.

c) Démontrer que f o g est une homothétie dont on donnera le centre et le rapport.

d) Démontrer que ces trois centres sont alignés.

Solution :
a)Onaf(z) =z —2-2i=zez=—letgz)=22z2—-1—-i=z&2=1+1

b) f(z) = —(2 — (—i)) + (—i) donc f est I'homothétie de centre —i et de rapport —1.

9(z) =2(z — (1 +1)) + (1 + i) donc, g est 'homothétie de centre 1 + i et de rapport 2.

c¢) On calcule d’abord f o g,

On a: fog(z) = —(22 —1—14) —2i = =2z + 1 — 4. Ensuite, on cherche un point fixe, on a :
foglz) =2z —2241—-i =2 2z = % Donc : f o g est 'homothétie de centre % et de
rapport —2.

d) Démontrons que les 3 points fixes sont alignés :
Par définition : trois points dans le plan complexe 21, 22 et 23 sont alignés < il existe a, 8 € R tel que

a(z1 — z2) = B(z1 — 23).
Iciona: ((—i) — (13%)) = (3) ((—i) — (1 +14)) . Donc les trois points sont alignés.

9. Quelques ensembles de points
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Exercice 41. Pour chacune des relations suivantes, déterminer I’ensemble des nombres complexes z qui

la vérifient :

a) [(1—i)z—3il=3  b)|l—2<1/2 ¢) Re(1—2) <3 d) Re(iz) < 3
e) |1- 117 =2 f |= =1 g =2 =2 h) =] <2
Solution :
a) On a » .
\(1—i)z—3i\:3<:>|1—i]|z—13_22,\:3<:>|z—3(221)\:\%
Donc {z € C,|(1 — i)z — 3i| = 3} est le cercle de centre 3(i;1) et de rayon %

b) {z € C,|1 — z| < 1/2} est le disque de centre 1 et de rayon 1/2.

c)
1 1 1
Re(l—Z) S 5@1—]3,6(2) S 5@5 SRe(Z)
Donc,{z € C,Re(1 — 2) < 3} est le demi-plan {(z,y) € R*, 2 > 1.}
d)
) 1 1 1
Re(iz) < - & —Im(z) < - & Im(z) > —=.
2 2 2
Donc, {z € C,Re(iz) < 3} est le demi-plan {(z,y) € R%,y > —1.}
e) On a :

‘1—%‘2:2@\z—1]2:2|2|2etz750
Sl —z2—2+1=2z7 et 2 #0
SlzP+z+Z+1=2et2#0
Slz+12=2et2#0
&z — (1) =v2et 2z #0.

Donc, {z € C,|1 — |> = 2} est le cercle de centre —1 et de rayon /2.

-3
f)‘z 5‘:1<:>|z—3|:|z—5\<:> z est sur la meédiatrice de 5 et 3.
Z_
Donc, {z € C, |Z=2| =1} = {(z,y) € R}z = 4}.
g) On a:
-3
: ’:2<:>]z—3|2:4\2—5]2
z—95

& |22 = 32 — 324+ 9 = 42> — 202 — 20Z 4 100
&3z - 172 - 172491 =0
P17, 17 9

&z 32 32—1—3 0
17, 16
sla-—P-_=0.
S B
i-ol=3

25



Donc, {z € C, |Z= 5‘ = 2} est le cercle de centre 1T et de rayon 4.
4
h) On a | 2= ‘<2<:>yz—f|>g.
Donc, {z € C, |Z= 5‘ < 2} est le complémentaire du disque (fermé) de centre 7 et de rayon é.

1
Exercice 42. Montrer que, dans le plan complexe, I’ensemble {l—i-t , te R} est contenu dans le
i

cercle de centre 1/2 et de rayon 1/2. Est-ce le cercle tout entier ?

Solutions : )

1 1 11—t
- === =10n

1+zt 2 2141t + it

€ CVt € R, on remarque que 0 ¢ {t € R, 1Jﬂt} donc ce n’est pas le cercle tout entier.

1
- On C le cercle de centre % et de rayon %, onaVteR: et comme ) 1

a alors : 1+t

- On peut méme démontrer que {t € R, ﬁ} =C\ {0}.
D’aprés exercice 20., si 0 €] — m,7[ et t = tan(§) e Ron a:
1+t

Cela démontre U'inclusion inverse, c’est a dire que C \ {0} C {t € R, ﬁ} D’ou 'égaliteé.
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